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Pu. Furrwinerer. Existenzbeweis fiir den Klassenkérper. 1 


Allgemeiner Existenzbeweis fir den Klassenkérper eines 
beliebigen algebraischen Zahlkérpers. 


Von 
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Einleitung. Gang des Beweises. 


In drei Mitteilungen, die in den Nachrichten von der Kgl. Gesell- 
schaft der Wissenschaften in Géttingen erschienen sind*), habe ich all- 
gemein den Nachweis gefiihrt, daB zu jedem aigebraischen Zahlkérper ein 





*) Math.-physik. Klasse 1903, Heft 4 und Heft 5, 1904, Heft 3. ° 
Mathematische Annalen. LXIIL 1 
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Klassenkérper existiert. Ich gebe im folgenden auf Wunsch der Redak- 
tion dieser Zeitschrift eine zusammenfassende Bearbeitung dieser Ent- 
wicklungen, bei der einzelne Abschnitte wértlich der genannten Stelle ent- 
nommen sind. 

Die ersten Andeutungen iiber eine Theorie des Klassenkérpers finden 
sich wohl bei L. Kronecker, dem die Frage der ,zu assoziierenden 
Gattungen“ als ein ,,erstrebenswertes héchstes Ziel der Theorie der alge- 
braischen Zahlen“ erschien.*) Kronecker war durch die Beschiiftigung 
mit der komplexen Multiplikation der elliptischen Funktionen, die fir die 
imaginaren quadratischen Bereiche Y— mm die zu assoziierenden Gattungen 
liefert, zu der allgemeinen Fragestellung gefiihrt. Er scheint auch tiber 
dieses spezielle Beispiel hinaus Einsicht in charakteristische Eigenschaften 
der zu assoziierenden Gattungen, d. h. des Klassenkérpers, gewonnen zu 
haben, hat jedoch keine bestimmten Angaben dariiber gemacht.**) Den 
entscheidenden Schritt nach vorwirts hat dann D. Hilbert getan.***) Er 
hat, vorbereitet durch das Studium der Reziprozitiitsgesetze in beliebigen 
algebraischen Zahlkérpern, das sowohl inhaltlich wie methodisch mit der 
Theorie des Klassenkérpers auf das engste zusammenhingt, die allge- 
meinen Eigenschaften des Klassenkérpers aufgedeckt und sie in dem ein- 
fachsten Falle, daB die Klassenzahl des Grundkérpers gleich 2 und der 
Grundkérper nebst simtlichen konjugierten imaginir ist, bewiesen. 

Der Klassenkérper eines beliebigen Grundkérpers k ist ein Oberkérper 
desselben, der folgende charakteristische Eigenschaften aufweist: 

1. Seine Relativgruppe in bezug auf k ist zur Gruppe der Idealklassen 
in k holoedrisch isomorph, er ist also relativ-Abelsch in bezug auf k. 

2. Er ist unverzweigt in bezug auf k, d. h. seine Relativdiskriminante 
ist gleich 1. 

3. Alle Ideale des Grundkérpers werden im Klassenkérper Haupt- 
ideale, sie werden also durch wirkliche Zahlen des Klassenkérpers dar- 
gestellt. 

4. Alle Primideale derselben Klasse des Grundkérpers werden im 
Klassenkérper gleichartig zerlegt oder genauer: Ist die Klassenzahl des 
Grundkérpers h und ist g der kleinste Exponent, fiir den die Aquivalenz 


*) Grundziige einer arithmetischen Theorie der algebraischen GréBen, Journal 

fiir die reine und angew. Math. 92 (1882), p.1; speziell sei auf p. 65—68 verwiesen. 

**) Er sagt (1. c. p. 68), daB er zur aprioristischen Erkenntnis, nimlich zu einer 

von der analytischen Entstehung unabhiingigen Auffassung der Natur jener den Gat- 

tungen Y—n assoziierten Gattungen gelangt sei und damit Gesichtspunkte fiir das 
Studium der allgemeinen Frage dieser Art der Assoziation gewonnen habe. 

***) Uber die Theorie der relativ-Abelschen Zahlkérper. Nachr. v. d. Kgl. Ges. d. 

Wiss. zu Géttingen, Math.-physik. Kl. 1898, p. 370; abgedruckt in Acta Math., Bd. 26. 
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y~1 in k erfillt ist, so zerfallt das Primideal p aus k im Klassen- 
kérper in » yerschiedene Primfaktoren. 


Die beiden Eigenschaften 1. und 2. definieren den Klassenkérper voll- 
stindig und werden deshalb im folgenden zur Konstruktion desselben be- 
nutzt werden. Das Problem, das uns beschiiftigen soll, laBt sich daher 
so formulieren: 

Es sei ein beliebiger algebraischer Zahlkirper k mit der Klassenzahl h 
gegeben. Es soll dann ein relativ-Abelscher unverzweigter Oberkirper von 
k gefunden werden, dessen Relativgruppe mit der Gruppe der Idealklassen 
in k holoedrisch isomorph ist. 

Der Gang der Untersuchung ist kurz folgender. Ebenso wie der 
Klassenkérper der Gesamtheit der Klassen in k entspricht, so entsprechen 
jeder Untergruppe der Klassengruppe bestimmte unverzweigte Kérper in 
bezug auf k, die ebenfalls relativ-Abelsch sind, da jede Untergruppe 
einer Abelschen Gruppe selbst eine Abelsche Gruppe ist. Wie man da- 
her die Klassenzahl h in Potenzen verschiedener Primzahlen zerlegen kann 

h=h-Tp.-., 
so kann man den gesamten Klassenkérper dadurch aufbauen, daB man 
sukzessive unverzweigte relativ-Abelsche Kérper von den Relativgraden 
Us, Ie, --- im bezug auf k konstruiert. Es geniigt, die Konstruktion eines 
solchen Kérpers zu zeigen, da sie fiir die tibrigen analog verliiuft. Man 
setzt daher h = I -q, wo / eine beliebige Primzahl bedeutet und g + 0(1) 
ist, und betrachtet nur die in der Klassengruppe von k enthaltene Unter- 
gruppe vom Grade /”, die alle g*" Potenzen von Idealklassen enthilt, Es 
liuft das auf dasselbe hinaus, als ob die Klassenzahl von k genau gleich 
l” wire, was wir um der einfachen Ausdrucksweise willen ohne Beschrin- 
kung der Allgemeinheit annehmen kénnen. 

Es sei also das Klassensystem von /& in der Gestalt darstellbar: 

(Ch= cpep +++ efe(a,=0,1,---, i — 1), h+hyt+---+h,—h, 

so daB die Klassengruppe in & genau e Basisklassen enthilt. Es liBt 
sich dann der Klassenkérper von k durch Zusammensetzung von e Kérpern 
erzeugen, die relativ zyklisch in bezug auf k von den Relativgraden 
Ya’, ..+, Me sind. Jeder dieser Kérper besitzt einen Unterkérper vom 
Relativgrad / in bezug auf k, so daB im ganzen genau e unabhingige un- 
verzweigte Kérper vom Relativgrad / in bezug auf / existieren, die zuerst 
konstruiert werden miissen. 

Ein relativzyklischer Kérper vom Primzahlrelativgrad / laBt sich 
aber am einfachsten definieren, wenn der Grundkérper eine /* Einheits- 
wurzel enthilt, da in diesem Falle der Oberkérper durch Adjunktion der 
Wurzel einer reinen Gleichung z’ = @ zu k erzeugt wird. 

1* 
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Wir machen daher zuerst die Voraussetzung, dab der Grundkérper k 
eine primitive /'* Einheitswurzel enthalte, und bestimmen unter dieser 
Voraussetzung e¢ Zahlen o,,---, @, in k, die wir als singulire Primir- 
zahlen bezeichnen, so daB durch Adjunktion von }/,,---, Vo, m k 
e voneinander unabhingige unverzweigte Kérper vom Relativgrad / in be- 
zug auf k entstehen (§ 2 bis § 7). Um die Unverzweigtheit der entstehen- 
den Kérper zu beweisen, ist eine obere Grenze fiir die Anzahl ihrer am- 
bigen Komplexe zu ermitteln, die sich gleich e—1 ergibt, wenn e, wie 
oben angegeben, die Anzahl der Basisklassen der Klassengruppe von k be- 
deutet (§ 3 bis § 5). Auf dieser Grundlage ergibt sich, daB alle Prim- 
ideale, von denen eine bestimmte singulire Primirzahl @ /'* Potenzrest 
ist, in einer Untergruppe der Klassengruppe vom Grade /-* liegen, wo- 
durch der Zusammenhang der Zahlen mit der Klasseneinteilung der 
Ideale von k hervortritt (§ 6). Diese Tatsache fihrt in Verbindung mit 
einem Satze iiber gewisse Dirichletsche Reihen (§ 2) zum Nachweis der 
Unverzweigtheit der Kérper (V/@, k) (§ 7). 

Um die unverzweigten Kérper vom Relativgrad / zu konstruieren, 
wenn der Grundkérper k keine 7* Einheitswurzel € enthilt (§ 9), adjun- 
gieren wir zu k eine solche und erhalten dadurch einen Korper k’ = (k, §), 
dessen Klassensystem in der Form 

(c),-d 

darstellbar ist, wo (c), das System der Idealklassen von k bedeutet und d 
alle Klassen aus k’, deren Relativnorm in bezug auf k in die Hauptklasse 
fallt, bezeichnet. Wir konstruieren nun in k das System der e unab- 
hiingigen unverzweigten Kérper vom Relativgrad 1, die zu der Klassen- 
gruppe (c), gehéren. Es zeigt sich dann, daB jeder dieser Kérper nicht 
nur in bezug auf k’, sondern auch in bezug auf k relativ-Abelsch ist. 
Suchen wir daher diejenigen Unterkérper der konstruierten Kérper auf, 
die zu der Relativgruppe von i’ in bezug auf k gehéren, so erhalten wir 
dadurch e unverzweigte unabhiingige relativ-Abelsche Kérper vom Relativ- 
grad J in bezug auf k. 

Eine besondere Behandlung erfordert der Fall 1] = 2, wenn der Kérper 
k oder einer seiner konjugierten reell ist (§.10). Man muB dann, um 
simtliche unverzweigten relativquadratischen Kérper in bezug auf den 
Grundkérper zu erhalten, einen schirferen Aquivalenzbegriff zugrunde 
legen, nach dem zwei Ideale nur dann iquivalent heiBen, wenn ihr Quo- 
tient eine total positive Kérperzahl ist. 

Auf Grund der so geschilderten Entwicklungen gelingt dann der voll- 
stiindige Aufbau des Klassenkérpers (§ 11). 

Die letzten beiden Paragraphen bilden einen Anhang, der mit dem 
eigentlichen Existenzbeweis in keinem Zusammenhange steht. Im § 12 
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ist der Nachweis erbracht, daB die komplexe Multiplikation der elliptischen 
Funktionen fir die imaginiiren quadratischen Kérper den zugehérigen 
Klassenkérper liefert, wobei die Zerlegung der Primideale des Grund- 
kérpers im Klassenkérper den springenden Punkt des Beweises bildet. 
Im letzten Paragraphen endlich ist aus der Existenz des Klassenkérpers 
auf Grund der Untersuchungen von H. Weber*) tiber Zahlengruppen in 
algebraischen Zahlkérpern gefolgert, daB in jeder Idealklasse eines solchen 
unendlich viele Primideale existieren. 

Es sei hier zum Schlu8 noch diejenige Literatur angegeben, die fiir 
die folgenden Eatwicklungen von Wichtigkeit ist, wobei in Klammern die 
Abkiirzung angegeben ist, unter der die betreffende Abhandlung hier 
zitiert ist: 

D. Hilbert, Uber die Theorie der relativ-Abelschen Zahlkérper. 
Nachrichten von der Kgl. Gesellschaft der Wiss. in Géttingen 1898. 
(Hilbert, Rel. Abelsche Zahlk.) 

D. Hilbert, Uber die Theorie des relativquadratischen Zahlkérpers. 
Math. Ann. 51 (1898). (Hilbert, Rel. quadr. Zahlk.) 

Ph. Furtwingler, Uber das Reziprozitiitsgesetz der 1 Potenzreste 
in algebraischen Zahlkérpern, wenn / eine ungerade Primzahl bedeutet. 
Abhandlungen der Kgl. Ges. d. Wiss. zu Gittingen, math.phys. Klasse. 
Neue Folge, Bd. Il, Nr. 3 (1902). (Furtwingler, Reziprozititsgesetz.) 

Ein Auszug aus dieser Arbeit ist in den Math. Ann. 58 (1903), p. 1 
erschienen. 

D. Hilbert, Die Theorie der algebraischen Zahlkérper. Bericht, er- 
stattet der Deutschen Mathematiker-Vereinigung. 189:. (Hilbert, Algebr. 
Zenlk.) 

§ 2. 
Ein Hilfssatz transzendenter Natur. 

Wir haben in diesem Paragraphen zuniichst einen Satz iiber die 
Summe einer unendlichen Reihe zu entwickeln, der eine der Grundlagen 
der folgenden Ausfiihrungen bildet. 

Satz 1: Es sei k ein algebraischer Zahlkirper mit der Klassenzahl 
q-l, wo 1 eine beliebige Primzahl bedeutet wnd gq + O(l) ist. Es bezeichne 
ferner Gy, die Gruppe, welche die q*" Potenzen der Idealklassen aus k ent- 
hilt, und Ga-1 eine Untergruppe von G,, vom Grade U'-*. Lapt man 
dann w'*) alle Primideale durchlaufen, deren q" Potenzen einer Klasse aus 
Ga-1 angehiren, so gilt: 

1 1 1 
(1) <, n (wr)? < 1 log tant + f(s), (s > 1), 


*) Math. Ann. 49 (1897), p. 83. 
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wo f(s) eine Funktion der reellen Veriinderlichen s bedeutet, die endlich bleibt, 
wenn sich s der Grenze 1 niihert. 

Beweis: Bedeutet C das System aller Klassen aus k, deren g* Po- 
tenz in G,~_, liegt, so laBt sich das System simtlicher Klassen von k in 
der Gestalt: 

(2) Ce, («=0,1,---,¢—1) 


darstellen, wo ¢ eine Klasse bedeutet, deren g‘ Potenz nicht in Gy_, liegt. 
Bezeichnet man nun mit 7 die Anzahl aller Ideale einer bestimmten 
Klasse aus k, deren Normen <¢ sind, unter ¢ eine reelle positive GréBe 


verstanden, so gilt*): 
1 


(3) T=—tx+Rt ™, 


wo x eine nur vom Kérper k und nicht von ¢ abhiingende Konstante und 
R eine derart von ¢ abhingige GréBe bedeutet, die fiir unendlich wach- 
sendes ¢ zwischen endlichen Grenzen bleibt. Aus (3) folgt: 


oan 1 .) « of 
i 2 n (j)* 2 t* t H8)s (s> 1), 
wo die Summe links iiber alle Ideale einer bestimmten Klasse aus k und 
die Summe rechts iiber alle Zahlen ¢=—1,2,---, 00 zu erstrecken ist; 
f(s) bedeutet eine Funktion der reellen Veriinderlichen s, die endlich 
bleibt, wenn s gegen 1 konvergiert. 

Ich ordne jetzt allen Klassen aus & 7 Einheitswurzeln zu, indem 
ich der Klasse C,c*%* die Einheitswurzel £* zuweise, wo C;, eine beliebige 
Klasse aus C bedeutet und £ eine von 1 verschiedene /* Einheitswurzel. 
Bei dieser Zuordnung entspricht dem Produkt zweier Klassen auch das 
Produkt der zugeordneten Einheitswurzeln. Bezeichne ich nun mit § die- 
jenige Einheitswurzel, die der durch j repriisentierten Idealklasse zuge- 
ordnet ist, so bleibt die Summe 


(5) DS Da sersa-st-), (>, 


(i) () 
in der j alle Ideale der 7 Klassen c, = C,c%, c,---,¢ (a, 0@) durch- 
lauft, stets endlich, wenn sich s der Grenze 1 niahert; dies folgt aus (4). 


Das gleiche gilt dann offenbar, wenn ich in (5) j alle Ideale aus k durch- 
laufen lasse. 


Andererseits ist, wenn w alle Primideale aus / durchliuft: 


(6) log >’ za sf — -> 2 B= +f,(8), (¢=1,2,---,t—1), 


@ © (w) € (s > 1). 


*) Hilbert, Rel. quadr. Zahlk., § 22, p. 53. 
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Versteht man daher unter tw'+) alle Primideale aus k, deren g* Potenz 
in einer Klasse aus G/-1 liegt, unter w) alle iibrigen Primideale aus k, 
so folgt aus (5) und (6): 





. 1 1 
7 t—1 — _— ——_ < . 
(7) ( > n (tot)? n(w)* = fl), mh 
(w'+)) (wi) 
Ferner ist: 
7 1 7 1 


wap Baath), (>?) 


n(w')* 


" | 
(8) — 


(w'+)) (w) 


Durch Addition von (7) und (8) folgt die zu beweisende Ungleichung: 


1 1 
a “— <7 log tant + f(s), (s> 1). 
n(w'*’) 

(i+) 
Im vorstehenden bedeuten /,(s) Funktionen der reellen Veriander- 


lichen s, die endlich bleiben, wenn s gegen 1 konvergiert. 


§ 3. 
Die singuliiren Primiirzahlen. 


Wir setzen in diesem und den folgenden Paragraphen von dem 
Grundkérper k voraus, daB er eine primitive 7 Einheitswurzel £ enthalte, 
daB er also ein Oberkérper des Kreiskérpers der /*" Einheitswurzeln und 
zwar vom Relativgrad m sei. Unter / verstehen wir eine ungerade Prim- 
zahl; es sei indessen gleich bemerkt, daB die folgenden Entwicklungen 
auch fiir den Fall 7 = 2 gelten, vorausgesetzt, daB der Kérper k samt 
seinen simtlichen konjugierten imaginiir ist. Die Klassenzahl des Kérpers 
k sei gleich gl”, wo q + 0() ist. Da uns im folgenden zuniichst nur 
die Untergruppe der Klassengruppe vom Grade /" interessiert, so wollen 
wir das System aller Klassen, deren g Potenz in die Hauptklasse fillt, 
mit 1 bezeichnen; wir driicken uns also so aus, als ob die Klassenzahl 
des Kérpers k genau gleich / wire. Eine Beschrainkung liegt darin nicht. 
Die Klassengruppe von k mége e Basisklassen enthalten und dementspre- 
chend das Klassensystem von k durch folgendes Schema dargestellt werden: 


(1) epee += ge (a= 0,1, ++, — 1), hy thy tee +h. 


Ich bezeichne nun mit 1,,---,t, Ideale aus den Klassen ¢,, ---, ¢, 
und setze: 





(2) = o (0), rites " a (¢.), 
wo @,,°--,@, ganze Zahlen aus k bedeuten. Es sei ferner &,, &,°*-, & —4 
ein volles System von Grundeinheiten fir k (also m’ = =f *) und ¢,, 
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eine in k liegende Einheitswurzel, deren [ Wurzel nicht in k liegt. Wir 
setzen dann: 


(3) Em +1 = C1 vo Ew+e = Q, 


und bestimmen ein System von m’ + e Primidealen q, das die Bedingungen: 
< & 7 ee ie 

(4) (“)+1, (*)=1, (2 +); (i,j= 1, 2,-++, m +e) 
i743 i7t 


befriedigt, was stets méglich ist.*) 
Weiter wihlen wir die Exponenten w so, dab 


(1) . . 


1) 
qty! ’ ree = (x,), 
w, (+e) (m’ +e) 
Ga’ +e! sd a ons = (sa 46) 


wird, wo x,,--*,%,,, ganze Zahlen aus k bedeuten. Bildet man dann 
das System der Zahlen: 


Mm. gtmtey™ ... ylmt+e (yy a 
(6) g, etm, att, (uo=0,1,---,t—1), 


indem man die Exponenten v den Bedingungen: 


1, +---+0,, 0m to =O0(0), 


v%, wi!) + sed + On wm + = 0(i), 


unterwirft, so erhilt man dadurch sicher /*”'+* verschiedene Zahlen, die 
die Eigenschaft haben, daB sie die Ideale r,,---, r, nur in /* Potenzen 
als Faktoren enthalten. 

Wir nennen jetzt nach D. Hilbert**) zwei Zahlen a, 6 aus k von 
gleicher Art, wenn sie eine Kongruenz: 


(8) a = BY (f) 
befriedigen, wo y eine Zahl aus k bedeutet und [= (1 — §) ist. Die 
Primarzahlen in k, die zu { prim und der /* Potenz einer Zahl aus k 
nach [' kongruent sind, bilden fiir sich eine Art. Die Gesamtheit der zu 
{ primen ganzen Zahlen in k liefert genau 1?” verschiedene Arten, wie 
leicht nachzuweisen ist. 

Bedeutet nimlich a, ein System von Zahlen, das die siimtlichen 
Arten der zu { primen Zahlen reprisentiert, und 8, ein volles Restsystem 
von ganzen zu [ primen nach [ inkongruenten Zahlen, so bildet «,6} ein 


*) Hilbert, Algebr. Zahlk., Satz 152, p. 426. (—), bedeutet das ite Potenzrest- 
symbol. 


**) Rel. Abelsche Zahlk., p. 382. 
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volles Restsystem der zu [ primen nach [' inkongruenten Zahlen. Denn 
ist « eine beliebige ganze Zahl aus k, so gilt zuniichst eine Kongruenz 


«=a,p(l), 
wo § eine ganze Zahl aus k bedeutet. Gentigt diese der Kongruenz 
B=1,(0), 
B= B,C), 
a = «,fi(l). 
«8, = «, Bi. (E), 
so miiBte zunichst i= 7 sein, also auch 
i = Be) 
6. =B6,(D, also k=K. 


so ist auch 
folglich 


Ware andererseits: 


und daher 


Da nun das System «A, im ganzen g/(l') Zahlen enthilt und das System 
B, ~(0) Zahlen, so bleiben fiir das System «, n({'-')=—2” Zahlen, was 
nachzuweisen war. 

Wie wir oben gesehen haben, enthiilt das System (6) sicher /?™+¢ 
verschiedene Zahlen; es miissen daher notwendig unter diesen zwei Zahlen 
derselben Art @, und @, enthalten sein. Die Zahl o = @,@}~' ist dann 
eine Primirzahl von der Gestalt: 


ee «As! eee sh. 
(9) aie é, En’ +1 %, Hn! +1 ce, 


bei der nicht simtliche Exponenten u und v durch / teilbar sind; « be- 
deutet eine Zahl aus k. Wir nennen o kurz eine singuldre Primérzahl. 

Es ist leicht einzusehen, daB man mit Hilfe des Systems (6) sogar e 
voneinander unabhiingige singuliire Primirzahlen erhalten kann, was wir 
spiter (§ 7) benutzen werden. Vorliufig geniigt uns aber die Existenz 
einer einzigen solchen Zahl @, die einen relativzyklischen Kérper K (Vo, k) 
vom Relativgrad 7 in bezug auf & definiert. Die Untersuchung dieses 
Kérpers K bildet den Inhalt der niichsten Paragraphen, und speziell der 
Nachweis, daB er unverzweigt in bezug auf k ist. Dies wird dann und 
nur dann der Fall sein, wenn die Exponenten v in (9) simtlich Null 
sind.*) Um das zu beweisen, miissen wir in den nichsten Paragraphen 
zunichst die ambigen Komplexe in K betrachten und eine obere Grenze 
fiir ihre Anzahl ableiten. 


*) Furtwingler, Reziprozititsgesetz, p. 7, Satz 6. 
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g 4. 
Obere Grenze fiir die Anzahl der aus ambigen Idealen ent- 


springenden ambigen Komplexe des Kérpers K(V/o,k), wo o eine 
singulire Primiirzah] bedeutet. 


Es sei @ eine singulire Primirzahl, wie wir sie im vorigen Para- 
graphen ermittelt haben, von der Gestalt: 


‘ an ow cw ew ete at. ww ete 
(1) ’ @ é Jae *) en +e 


und es mégen die Exponenten v,, v,,---, v,, die einzigen der Exponenten 


v sein, die nicht durch / teilbar sind. Es gilt dann, wie wir nachweisen 
wollen, folgender Satz: 


Satz 2: Ist die Anzahl aller ambigen Ideale des Korpers K(Vo, k) 
gleich U', und machen die siimtlichen Einheiten in k, die Relativnormen von 
Einheiten in K sind, I Einheitenverbénde aus, so gilt, wenn wir die An- 
zahl aller ambigen Komplexe, die aus ambigen Idealen entspringen, mit I 
bezeichnen, die Ungleichung: 

(2) a*<t+ vr —m’—1+ 4. 
Die Zahil e, ist dadurch bestimmt, daB i Idealklassen aus k in K in die 
Hauptklasse iibergehen.*) 

Beweis: Bezeichnet man mit H,,-- -, H,,, ein System relativer Grund- 
einheiten von K in bezug auf ***) und mit »,,---, ,, ihre Relativ- 
normen in k, so ist jede Einheit « in k, die Relativnorm einer Einheit in 
K ist, in der Form darstellbar***): 

(3) cmgp +: ae G 

wo £ eine Einheit aus k und r,,---, r,, irgend welche Zahlen 0, 1,---,7—1 
bedeuten. Vorausgesetzt ist dabei, dab m nicht das Produkt einer Ein- 
heit mit der 7" Potenz einer Zahl aus & ist, was nach unserer Annahme 
itiber die Exponenten v zutrifft. 

Da nun zusammen /” Einheitenverbinde, die Relativnormen von Ein- 
heiten aus K enthalten, existieren, so muS man unter den Einheiten 
"5°" "> Yq O* auswiihlen kénnen, etwa 7,, 4, +--, Nex, 80 daB jede Ein- 
heit ¢ in k, die Relativnorm einer Einheit in KX ist, sich eindeutig in die 
Gestalt bringen laBt: 


(4) é = 7, be ere. (ry, +++) Te =O, 1,---,7—1). 


*) Uber die Definition der Komplexe und speziell der ambigen Komplexe vgl. 
Hilbert, Rel. quadr. Zahlk., § 12, p. 22. 
**) Hilbert, Algebr. Zahlk., § 55, p. 272. 
*) Hilbert, Algebr. Zahlk., § 146, p. 448, Hilfssatz 32. 
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Wendet man dies auf die Einheiten y,(i = v*+1,---, m’) an, so 
ergibt sich: 
(65) mm mp? ++ ae EO, Got +1,-+-,m), 
wo & eine Einheit aus k ist und die Exponenten r bestimmte Werte 
0,1,--+,l—1 haben. Daraus folgt, daB die m’ — v* Ausdriicke: 
(6) H/=H,H,-"! . - - Ha7e*(8)-1, (G =v +1, ---, m’) 
Einheiten in K mit der Relativnorm 1 sind und daB man deshalb: 
(7) H/ =Mf- 
setzen kann, wo M, eine ganze Zahl aus k und S§ die Substitution 
Vo ¢Vq@ bedeutet. Die Ideale (M,) und (M) = (V@) sind dann mit ihren 
relativ konjugierten Idealen identisch und darum Produkte aus den am- 


bigen Primidealen in K, die wir mit D,,---, D, bezeichnen, und Idealen 
aus k: 


M=Ds'--- Dr, 
(M)= Dei? --- Dj", G— ot 1, +, m’). 


t 


(8) 


Es ist nun zu untersuchen, wieviel voneinander unabhiingige Beziehungen 


(9) (M)?+ (Moe4i)’e* + ~~ » (M,,,)rm’ = j* 

bestehen kénnen, wo die Exponenten b irgend welche Werte 0, 1,---,/—1 
haben, die nicht simtlich Null sind, und j* ein Ideal aus & ist. Es ist 
zunichst leicht zu erkennen, daS j* nicht Hauptideal in & sein kann, dab 
also keine Relation: 

(10) (M)’(Mee4i)?e* +t - » + (Mm = GE 


gelten kann, wo i eine Zahl aus k und E eine Einheit aus K ist. Denn 
potenziert man (10) symbolisch mit (1 — S), so ergibt sich: 


(11) £-° (Hie gs)Pet +2 +» + (Hiv) = EU-%) 


und hieraus schlieBt man mit Hilfe der fundamentalen Eigenschaft des 
Systems relativer Grundeinheiten, daB b = b.41 =-+- =, = 0 sein mub, 
wenn man noch beachtet, daB o nicht das Produkt aus einer Einheit mit 
der /'*® Potenz einer Zahl aus i ist. 

Da keine Relation (10) bestehen kann und andererseits das Ideal j* 
aus (9) in K Hauptideal ist, so kénnen héchstens e, voneinander un- 
abhiingige Relationen (9) gelten, wenn 1% Idealklassen aus k in K in die 
Hauptklasse tibergehen. Daraus ergibt sich die Richtigkeit der Unglei- 
chung (2). 

Die Ungleichung (2) gilt auch in dem Falle, daB @ eine Einheit aus 
k ist. Denn in diesem Falle sind die Einheiten , 9,,---, 4, Relativ- 
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normen von Einheiten aus K, und wir kénnen als Reprisentanten der v* 
unabhingigen Einheitenverbinde, die Relativnormen von Einheiten aus K 
enthalten, etwa die Einheiten w, 7,,---, %*-1 Wahlen. Dadurch, daB man 
die tibrigen m’ — v* + 1 Einheiten 7+, ---, y durch diese ausdriickt, ge- 
langt man zu m’—v*-+ 1 Relationen von der Art (8). Da jetzt wieder 
zwischen M+, M«1,°°-, Mw héchstens e, Relationen von der Art (9) 
bestehen kénnen, gilt auch jetzt die Ungleichung (2). 


§ 5. 
Obere Grenze fiir die Anzahl aller ambigen Komplexe in K. 

Satz 3: Ist a die Anzahl der unabhingigen ambigen Komplexe in K 
und e die Anzahl der Basisklassen der Klassengruppe von k, so gilt: 

(1) ase- 1. 

Beweis: Ist 7° die Anzahl aller Einheiten, die Relativnormen von 
ganzen oder gebrochenen Zahlen aus XK sind, so gibt es » — v* unab- 
hangige Einheiten in k, die Relativnormen von gebrochenen Zahlen sind. 
Diese definieren v — v* ambige Idealklassen in K, die wir mit A,, ---, A,— 
bezeichnen. Der Weg, auf dem man dieselben erhilt, ist genau derselbe 
wie in dem Beweise zu Satz 20 meiner Abhandlung iiber die Reziprozi- 
tiitsgesetze.*) Bedeuten U,,---, U,—.« diejenigen Ideale, welche die am- 
bigen Klassen A,,---, A,_.« definieren, und ist & ein beliebiges Ideal 


eines ambigen Komplexes A aus K, so ist zu untersuchen, ob & einem 


Produkt aus Potenzen von Y,,---, U.-.. mit Potenzen der a* unab- 

hiingigen ambigen Ideale aus K und einem Ideal aus k aquivalent ist. 
Es gilt: 

(2) H-9 — Oj, 


wo © eine Zahl aus & und j ein Ideal aus & bedeutet. S bezeichnet eine 
erzeugende Substitution der Relativgruppe von K in bezug auf k. 

Wir wollen nun zunichst sehen, welchen Bedingungen die Ideale j, 
die eine Beziehung (2) erfiillen, unterworfen sind. Wir stellen zu diesem 
Zweck die Klassen in k, deren /* Potenz in k die Hauptklasse ergibt, in 
der Gestalt dar: 

‘@,=0,1,---1-—1 
\a7,=0,1,---l—1, 


indem wir: 


(4) cham eth, hm eft 


1 1 


setzen. Gehért nun j der Klasse ¢ an und ist: 


*) Furtwangler, Reziprozititsgesetz, p. 23. 
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(5) C= (y+  (, 

so kann man setzen: 

(6) j = arn’? “ee pee Met 

wo « eine Zahl aus k bedeutet. Andererseits ist nach (2) 
i'= N,(8-*), 

wenn V, die Relativnorm in bezug auf k bedeutet; folglich 

(7) Nr (Oa)~* = eof: + + gfe, 


wenn ¢ eine geeignete Einheit aus / bezeichnet. 
Aus (7) folgt*): 


(8) (<a --€*) as (== e*) inf. 
/ Gi, , Giz 


Unter den Indizes i,,---i, mégen nun aus der Reihe der Indizes 
m’+1,---m’+e genau f vorkommen und zwar mégen dies die Indizes 
(9) m+ &,---m’' + & 
sein. Es folgt dann, wenn man die Bedingungen (4) in § 3 beachtet, 
denen die q geniigen miissen, daB: 


(10) # 4 = OD, +++ # py = 00) 

sein muB; d.h. es gibt héchstens e —/ unabhingige Klassen in k, die 
in K der (1—S)™ Potenz einer Klasse gleich werden. Unter diesen sind 
e, Klassen, die in K in die Hauptklasse iibergehen; geht aber j in K in 
ein Hauptideal tiber, so folgt genau wie an der zitierten Stelle**), dab 
sich & in der oben angegebenen Weise ausdriicken laBt. Es kann dem- 
nach in K héchstens e —f— e, unabhingige Klassen aus ambigen Kom- 
plexen geben, die sich nicht aus den Klassen A,,--- A,» und den aus 
den ambigen Idealen in K entspringenden Klassen zusammensetzen lassen. 
Es ist also 

(11) a<a*¥+v—v*¥+e—f—e,. 

Alle Einheiten « in & nun, die Relativnormen von Zahlen aus X sind, 
miissen die Bedingungen: 


é é 
(12) G)-1---(Q=1 
befriedigen. Da unter den Indizes i,, --- i, f Indizes aus der Reihe m’+ 1, 
--+,m’+e vorkommen, folgt aus (12) 


(13) o<m—t+4+f. 


Addiert man jetzt endlich (2) des vorigen Paragraphen und (11) und (13) 
aus diesem Paragraphen, so ergibt sich a<e—1. 


*) Furtwingler, Reziprozititsgesetz, Satz 15, p. 16. 
™) Furtwingler, Reziprozitiitsgesetz, p. 24. 
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g 6. 
Fiir welche Primideale in & hat eine singuliire Primirzahl 
den Restcharakter 1? 


Von ausschlaggebender Bedeutung fiir die folgenden Entwicklungen 
ist die Beziehung, welche die singuliiren Primirzahlen in K zur Einteilung 
der Ideale in Klassen besitzen. Es zeigt sich nimlich, daB eine bestimmte 
singuliire Primairzahl @ nur von solchen Primidealen /** Potenzrest sein 
kann, die einer bestimmten Untergruppe der Klassengruppe von K an- 
gehéren. Die Entscheidung tiber die Frage, ob @ Rest oder Nichtrest 
eines gegebenen Primideals p ist, hiingt also davon ab, welcher Ideal- 
klasse p angehért. 

Um den angedeuteten Zusammenhang aufdecken zu kénnen, miissen 
wir zunichst noch einige Festsetzungen treffen. Es sei P ein beliebiger 
ambiger Komplex in K, der nicht der Hauptkomplex ist, und es mége 
in K die Aquivalenz gelten: 

P~ Qo-#, 


wo @Q einen Komplex aus K bedeutet. Dagegen mige es keinen Komplex 
R in K geben, der die Aquivalenz: 


P+ 
Pw Ra-s? 


befriedigt. Ich nenne dann kurz p den Exponenten des ambigen Kom- 
plexes P. Die Méglichkeit einer solchen Definition ist ersichtlich, wenn 
man bedenkt, daB nicht fiir beliebig hohe Werte von p eine Aquivalenz 
der angegebenen Art erfiillt sein kann, weil die (1—S) symbolische 
Potenz eines Komplexes immer auch die l* wirkliche Potenz eines Kom- 
plexes ist. Ich bestimme in XK jetzt a unabhingige Komplexe in folgender 
Weise: 

Ich wihle zunichst einen ambigen Komplex P, in K, dessen Ex- 
ponent p, von keinem Exponenten eines anderen ambigen Komplexes 
iibertroffen wird, darauf einen von P, unabhiingigen ambigen Komplex P,, 
dessen Exponent von keinem Exponenten eines von P, unabhiingigen 
Komplexes iibertrofien wird usf. Der letzte so auszuwihlende Komplex 
ist mit P, zu bezeichnen; er hat einen Exponenten p,, der von keinem 
Exponenten eines ambigen Komplexes unterschritten wird. 

Es gelten dann in K Aquivalenzen folgender Art: 


(1) P,~ QA-9", (i= 1, 2,---a) 


wo Q, gewisse Komplexe aus K bedeuten, und die Exponenten p, er- 
fiillen die Bedingungen: 


1 


Py >P2°**=]>Da- 











Existenzbeweis fiir den Klassenkérper. 15 


Mit Hilfe der vorstehenden Festsetzungen kénnen wir folgenden Satz 
aussprechen : 

Satz 4: Ist 3 ein Ideal aus K und 3°-*) einem Idealquotienten von 
der Gestalt: 
(2) jo". p,: Orzo 


diquivalent, wo F,(S),--- F,(S) ganze ganzzahlige Funktionen von § sind, 
so ist auch 3 einem Idealquotienten dieser Gestalt dquivalent. Dabei be- 
deutet {| ein Ideal aus k,O,,---,0, Ideale aus Klassen in K, die resp. 
den Komplexen Q,,---, Q, angehiren; diese sind, wie im vorstehenden er- 
liiutert ist, durch (1) bestimmt. 

Beweis: Wir betrachten zuniichst den Fall, daB fir simtliche 
Funktionen fF gilt: 

F(1)=0@ @=1,---a). 

Wir kénnen dann auch annehmen, daf die simtlichen Funktionen F'(S) 

durch (1—S) teilbar seien; denn es gilt 


(3) OD; ~ qd 9%, 


wo q, die Relativnorm von ©, und G,(S) eine ganze, ganzzahlige Funktion 
von S bedeutet. Die Richtigkeit von (3) erkennt man leicht, wenn man 
die Funktion 
1—(1+S8+.--- S'-*) 
nach Potenzen von (1—S) entwickelt. Wir setzen daher jetzt: 
F,(S8) = — (1—S) F,(S), 


wo die Funktionen F’,(S) wieder ganze, ganzzehlige Funktionen von S sind. 
Bezeichnet man dann den Ausdruck: 


OP)... pFa® 
(89)"-9 ~j 


d. h. 32’ gehért einem ambigen Komplex an, woraus sich ohne weiteres 
die Richtigkeit unserer Behauptung in dem betrachteten Falle ergibt. 

Wir nehmen zweitens an, daf nicht saimtliche Funktionen F, (1) 
durch / teilbar sind und zwar sei F’, die erste unter den nicht teilbaren; ich 
setze dann wieder voraus, da simtliche Funktionen F,(S), --- F,_,(S) 
durch (1—S) teilbar sind, was nach (3) gestattet ist. Ich potenziere jetzt 
die vorausgesetzte Aquivalenz: 


gt- 9, jor. + ') honiahin > “aaa iid Ore 


symbolisch mit (1—S)®. Ich erhalte dadurch eine Aquivalenz von folgen- 
der Gestalt: 
pp+3 


(4) (3¥)O-9 


mit 3, so gilt offenbar: 


+ Od gcd +1 C 
~ 5, MP Us Uy, 
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wo j, ein Ideal aus k, Y einen leicht angebbaren Idealquotienten aus K 
und W,, U,,,,-: U, Ideale aus Klassen der ambigen Komplexe P,, ---, P, 
bedeuten. Da der Exponent ¢, wegen F, (1) + 0 (1) nicht durch / teilbar 
ist, so steht die Aquivalenz (4) in Widerspruch mit unserer Festsetzung 
iiber die Auswahl der Komplexe P, Denn sie lehrt, daB es einen von 
den Komplexen P,, ---, P,_, unabhingigen ambigen Komplex gibt, dessen 
Exponent gréBer als p, ist. Der angenommene zweite Fall ist deshalb 
unméglich; hiermit ist unser Satz vollstindig bewiesen. 


Satz 5: Ist p ein Primideal aus k mit der Eigenschaft (3), =1, so 
gehirt yp einer durch @ villig bestimmten Untergruppe der Klassengruppe 
von k an, deren Grad den Betrag l'~' nicht iibersteigt. 

Beweis: Ich bezeichne die Klassen in k, in die die Relativnormen 
von ©,,---, 2, hineinfallen, mit ¢,,---,¢, Bezeichne ich dann die 
kleinste Gruppe, der diese Klassen und auBerdem simtliche J’ Potenzen 
von Klassen in k angehéren, mit G, so hat G héchstens den Grad /'-1. 
Denn da a<e—1 ist, so kénnen héchstens e — 1 Basisklassen von k 
durch Produkte aus Potenzen von ¢,,---,¢, dargestellt werden; es muB 
daher sicher eine Basisklasse in G fehien und der Grad von G ist daher 
hichstens /’-". Das Primideal p gehirt aber, wie leicht einzusehen ist, 


zu einer Klasse aus G. Denn wegen (3)- 1 ist p in K(Vo, k) zerlegbar. 


Ist $ ein Primfaktor von p, so gibt es sicher einen Exponenten b, so 
daB die Aquivalenz 
(5) gae-s 1 


in K gilt, wo g,+#0(0) ist. Daraus folgt nach Satz 4, daB $B" einem 
Ausdruck von der Gestalt (2) aquivalent ist, woraus man sofort erkennt, 
daB p zu einer Klasse der Gruppe G gehért. Von der Gruppe G, die 
durch @ vollstiindig bestimmt ist, wollen wir sagen, dab sie zu  gehért. 
Der Grad der Gruppe G ist genau gleich l’-*. Die Richtigkeit dieser 
Tatsache wird sich aber erst im nichsten Paragraphen ergeben. Ich trage 
diesem Umstande dadurch Rechnung, daB ich jede Gruppe, die G enthiilt 
und deren Grad nicht gréBer als /’-" ist, als zu @ gehérig bezeichne. 


§ 7. 
Die Unverzweigtheit der Kérper K. 
Wir kénnen nunmehr zu dem Nachweis tibergehen, daB in bezug auf 
den gegebenen Grundkérper k genau e voneinander unabhiingige wnver- 


eweigte Kérper vom Relativgrade | existieren. Wir beweisen zu diesem 
Zweck zuniichst, daB sicher ein solcher Kérper existiert. 
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Ist der in den vorigen Paragraphen betrachtete Kérper K (Vo, k) 
nicht unverzweigt in bezug auf k, so wihle man ein zweites System von 
Primidealen q',,---, Q’,,,,, das ebenfalls die Bedingungen (4) in § 3 be- 
friedigt. Man gelangt dadurch zu einer primiiren Zahl ow’, die von @ ver- 
schieden ist. Ist jetzt der Képer K (V/a’, k) unverzweigt in bezug auf k, 
so ist unsere Behauptung bewiesen; ist er verzweigt, so schlieBen wir 
aus Satz 5, daB zu o@’ eine Untergruppe G’ gehirt, die von G ver- 
schieden sein muf. Wire nimlich G = G’, so wiirde man dadurch zu 
einem Widerspruche mit Satz 1 kommen. Denn bezeichnet man alle 
Primideale, fiir die 

o 
ry “sy 1, 


mit p, und diejenigen, fiir die 
oo a” . , 
(*),+ - (F)- 1, mit yp’, 


1 I 1 
2 agp FMB t1O 


so gilt bekanntlich: 








1 t—1 1 
aay Ft = &) 
1 1 21—1 1 
OO Zig tQaap7 FMB tOtFO. > 


f(s) und f’(s) haben die bekannte Bedeutung. Da die Primideale p simt- 
lich von den Primidealen p’ verschieden sind und beide Arten zu Klassen 


aus der Gruppe G = G’ gehéren, so involviert Gleichung (1) einen Wider- 
spruch gegen Satz 1, weil 


(2) eS >t, wenn 1> 1 ist. 


Wir kénnen nun den begonnenen ProzeB beliebig fortsetzen, indem 
wir immer neue Systeme von Primidealen q mit den Eigenschaften (4) 
in § 3 wihlen. Ich behaupte, daB wir dadurch sicher zu einer primaren 
Zahl , gelangen miissen, welche einen unverzweigiten Kérper K (Vo, ,k) 
in bezug auf k definiert. Denn wiire dies nicht der Fall, so miiBten, da 
nur eine endliche Anzahl Untergruppen der Gruppe der Klassen von k 
existieren, sicher in der Reihe der erhaltenen primiren Zahlen zwei auf- 
treten, zu denen dieselbe Untergruppe der Klassengruppe von k gehért. 
Dies ist nach den eben gegebenen Ausftihrungen unméglich und daher 
unsere Behauptung bewiesen. 


Mathematische Annalen. LXIII. 2 
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Wir haben jetzt noch zu zeigen, daB genau ¢ voneinander unab- 
hingige unverzweigte relativzyklische Kérper vom Relativgrad / in bezug 
auf k existieren. 

Wir nennen ein System von Korpern unabhiingig, wenn keiner in dem 
aus der Gesamtheit der iibrigen Kirper zusammengesetsten Korper ent- 
halten ist. 

Wir haben im vorhergehenden gesehen, daB es in bezug auf k einen 
unverzweigten Kérper K, (/o,,k) gibt. Es sei: 


wy Um'+e 
@, = €, madi emte? 


WO &,°**,&€m'+e die friher angegebene Bedeutung haben und es sei der 
Exponent u;, von Null verschieden. Es gibt nun in dem friiher be- 
trachteten System von Zahlen (6) in § 3 [?"** verschiedene Zahlen und 
deshalb auch, wenn ¢ > 2 ist, sicher zwei Zahlen derselben Art, fiir die 
der Exponent von é;, denselben Wert hat. Der Quotient dieser beiden 
Zahlen liefert dann eine primaire Zahl wo“), fiir die der Exponent von ¢, 
Null ist, und die deshalb sicher einen von K, unabhingigen Relativkorper 
in bezug auf & definiert. Ist dieser unverzweigt, so ist der zweite der 
gesuchten e Kérper gefunden; ist er verzweigt, so wiederholen wir die 
Betrachtungen der ersten Hiilfte dieses Paragraphen, indem wir jetzt 
aber nur solche primiire Zahlen heranziehen, fiir die der Exponent von 
é, Null ist. 

Wir kommen dadurch sicher zu einer primiiren Zahl o,, die einen 
von K, unabhingigen unverzweigten Kérper K, (Vo,, k) definiert. Dies 
Verfahren kénnen wir fortsetzen, wenn e > 3 ist. 

Ist niimlich in dem Ausdruck fiir @, der Exponent von é, von Null 
verschieden, so bestimmen wir in der geschilderten Weise eine primire 
Zahl @,, die einen unverzweigten Kérper K(Vo,,k) in beazug auf k de- 
finiert und bei der die Exponenten von ¢, und «, Null sind; K, ist dann 
von K, und K, unabhingig. So kénnen wir offenbar fortfahren, bis 
wir ¢ unabhiingige, in bezug auf k unverzweigte Kérper vom Relativ- 
grad / erhalten haben, da das Zahlensystem (6) in §3 ?”'** verschiedene 
Zahlen enthilt. 

Wir haben jetzt noch nachzuweisen, daB es nicht mehr derartige 
unabhingige Kérper gibt. Wir miissen zu diesem Zweck die Unter- 
gruppen der Klassengruppe von k vom Grade /*-* und ihre Zusammen- 
gehérigkeit mit den im vorigen betrachteten primiren Zahlen @ etwas 
paher untersuchen. 

Die Klassengruppe von k war: 


(3) ef ++ (a= 0,1,---,M—1), hth t--- +h =. 
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Jede Untergruppe von k vom Grade /’~* liBt sich dann durch eine 
bestimmte Kongruenz 


(4) ft +++ +f2,=90 


charakterisieren, wo die /,,---,/, feste ganze rationale Zahlen bedeuten, 
die nicht simtlich durch / teilbar sind; d. h. man erhilt alle Klassen der 
Untergruppe und jede nur einmal, wenn man die Exponenten 7,,---, % 
in (3) alle Werte durchlaufen lat, welche der Kongruenz (4) geniigen. 
Man erkennt dies leicht, wenn man bedenkt, daB die Untergruppe als 
Abelsche Gruppe selbst eine Basis besitzt, und dann die Klassen dieser 
Basis durch ¢,,---,¢, darstellt. 

Eine leichte Abzihlung vermittelst (4) lehrt dann, daB es — 
verschiedene Untergruppen vom Grade /*-' in der Klassengruppe gibt; 
andererseits folgt aus der Existenz der Zahlen @,,---, @,, daB es 


mindestens — verschiedene unverzweigte Kérper vom Relativgrade / in 


bezug auf & gibt. Da nun aber zu zwei verschiedenen Kérpern nicht 
zwei gleiche Untergruppen gehéren kénnen, weil man sonst in der zu 
Anfang dieses Paragraphen ausgefiihrten Weise zu einem Widerspruch 
mit Satz 1 kommen wiirde, so lassen sich die verschiedenen unverzweigten 
Kérper und die Untergruppen eindeutig zuordnen. Daraus folgt zugleich, 
daB weiter keine unverzweigten relativzyklischen Kérper vom Relativgrad / 
in bezug auf & existieren kénnen und daf zu jedem solchen Kérper eine 
Untergruppe der Klassengruppe von k gehért, die genau den Grad /'~* hat. 


§ 8. 
Die genaue Anzahl der ambigen Komplexe und die Einheiten in 
den Korpern K. 


Satz 6: Die Anzahl der unabhiingigen ambigen Komplexe in 
K,(Vo,, k) (j= 1, 2,-->, é) 
ist gleich e — 1. 

Beweis: Wir werden im folgenden den Index j immer fortlassen, 
da die Ausfiihrungen gleichmiiBig fiir die e Kérper K,,---, K, gelten, 
und die in den vorigen Paragraphen gebrauchten Bezeichnungen an- 
wenden. Es mégen Q,,---, Q, die durch (1) in §6 definierten Komplexe 
aus K sein und A,,---, A, mégen Idealklassen aus den Komplexen 
Q:,--*, Q, sein. Es sind dann simtliche Idealklassen aus K in der 
Gestalt darstellbar: 


(1) c An eras. Aza) 
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wo ¢ eine Klasse aus k und F,(S), ---, F,(8) ganze, ganzzahlige Funk- 
tionen von S bedeuten. S ist die Substitution, durch die Yo in [Ya 
iibergefiihrt wird. Bezeichnet man nun die Klassen in k, in welche die 
Relativnormen der Ideale aus A,,---, A, hineinfallen, mit ¢,,---,¢,, so 
muB die Gruppe der Klassen in k, die c,,---,c, und auBerdem simtliche 
T'e? Potenzen von Klassen enthialt, vom Grade /’~-* sein. 

Wire aber a<e—1, so wiire dies offenbar unméglich; es ist also 
notwendig e>e—1 
und folglich wegen Satz 3: 

(2) a=e—l. 

Auch die Anzahlen v» und +* lassen sich jetzt leicht bestimmen, wie 
folgender Satz lehrt: 

Satz 7: Haben v, v*,e, e, und m’ dieselbe Bedeutung wie in den 
Siitzen 2 und 3, so gilt 
(3) v* = m’—e,+1, 

(4) v=m' 
oder in Worten: 

Jede Einheit in k ist Relativnorm einer Zahl aus K(Vo, k), dagegen 
sind nur (-%+1 Einheiten Relativnormen von Einheiten aus K. 

Beweis: Aus den Ungleichungen (2) in §4 und (11) in §5 
folgt, wenn man beachtet, daB a*, ¢ und f den Wert Null haben, und 
a=e—1 ist: 

(5) *>m'+1—4, 

(6) v>v*¥+e—1, 

also auch , 
v>m. 


Da v nicht gréBer als m’ sein kann, mubB v =m’ sein. Aus (6) 
folgt dann: 
v<m+1—4, 
also w 5 , 
egen (5) v® = m’—e,+ 1. 


Aus der letzten Gleichung schlieBt man noch, daB e, mindestens 
den Wert 1 haben muB, d.h. daB es sicher eine Klasse in k geben muf, 
die in k nicht Hauptklasse ist, aber in K in die Hauptklasse iibergeht. 


g 9. 


Konstruktion des unverzweigten Koérpers vom Relativgrad 7, wenn 
der Grundkérper keine 7 Einheitswurzel enthiilt. 


Wir haben in den vorhergehenden Paragraphen immer vorausgesetzt, 
daB der Grundkérper k eine J Einheitswurzel enthalte. Von dieser 
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beschrinkenden Voraussetzung haben wir uns jetzt zu befreien, indem 
wir folgenden Satz beweisen: 

Satz 8: Es sei k ein beliebiger algebraischer Zahlkirper mit der 
Klassenzahl ql, wo 1 eine ungerade Primzahl bedeutet und q zu 1 prim 
ist. Ist dann das System der q*" Potenzen der Idealklassen aus k in der 
Gestalt darstellbar : 


(C)y = Gi’ +++ ce (@;=—9,1,---, MY —1), h+---+h=h, 
so existieren in bezug auf k genau e unabhingige unverzweigte relativ- 
zyklische Korper vom Relativgrad |. Dasselbe gilt fiir 1=2, wenn der 
Korper K samt seinen konjugierten imaginiir ist. 

Beweis: Ich erinnere zunichst daran, daB wir wieder das System 
aller Klassen, deren g* Potenz in die Hauptklasse fallt, mit 1 bezeichnen 
und in diesem Sinne die Aquivalenz a~1 verstehen. Ist dann [' der 
kleinste Exponent, fiir den die Aquivalenz 

bw 
gilt, so soll 7‘ der zum Ideal 6 oder zu der betreffenden Idealklasse ge- 
hérige Exponent heiBen. Ferner sei noch auf folgende Bezeichnungs- 
weise hingewiesen, die weiterhin benutzt wird. Ist K ein beliebiger 
Oberkérper von k nnd fallen die Relativnormen der Ideale aus einer 
Klasse C in K in die Klasse ¢ in k, so werde ich kurz ¢ die Relativ- 
norm von C nennen und schreiben: 
C=WN, “ (ce). 

Wenn die Deutlichkeit nicht darunter leidet, kann bei N der obere oder 
der untere Index fortbleiben. 

Ich adjungiere jetzt zu dem Kérper k die /* Einheitswurzel € und 
bezeichne den Kérper (k,€) mit k’, dessen Relativgrad 7’ in bezug auf k 
als Faktor von /—1 zu / prim ist. Aus dieser Tatsache folgt leicht, 
daB jede Idealklasse aus k’ in der Form cC darstellbar ist, wo ¢ eine 
Klasse aus k bedeutet und C eine solche Klasse aus i’, die der Bedingung: 


(2) Ni (0)=1 

geniigt. Das gesamte Klassensystem von k’ ist also in der Gestalt: 

(3) (eC 

darstelibar, wo C eine beliebige Klasse mit der Eigenschaft (2) bedeutet. 


Zwischen den Klassen ¢,,---,¢, kann in k’ keine Aquivalenz von 
der Gestalt: 


(4) re OP : 9 
bestehen, wo OC, eine beliebige Klasse aus dem System C, und B eine 
beliebige Klasse aus k’ bedeutet, aufer wenn simtliche a; durch / teilbar 
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sind. Die Unméglichkeit von (4) erkennt man, wenn man auf beiden 
Seiten die Relativnorm in bezug auf k bildet. Es folgt daher aus § 7, 
daB e unabhiangige primiire Zahlen @,,---,@, in k existieren, welche 
unverzweigte relativzyklische Kérper vom Relativgrad / in bezug auf k’ 
definieren und respektive zu den durch die Kongruenzen: 

x, =0(I) 
definierten Untergruppen der Klassengruppe von k’ gehéren. Ich be- 
trachte jetzt den Kérper (K’, Vo,) und will zunichst zeigen, daB er in 
bezug auf & relativ-Abelsch ist. Bezeichnet man die erzeugende Sub- 
stitution der Relativgruppe von k in bezug auf k mit 

c= | o; 
so gilt: 
(5) v=—1, r =1(0. 
Da nun die Untergruppe der Klassengruppe von k’, zu der o, gehort, 


gegentiber s invariant ist, so muB dasselbe von dem Kérper (K, Vo,) 
gelten, d. h. es muB eine Beziehung: 


(6) sa, = af pI 
bestehen, wo a eine rationale ganze Zahl und # eine Zahl aus k be- 
deutet. Um zu zeigen, daB (k’, Yo,) in bezug auf k relativ-Abelsch ist, 


hat man nachzuweisen, daB die Kongruenz: 
(7) a=r/(l) 
gilt. Wir setzen zu diesem Zweck: 
(8) t= pr, =p = 
wo pt, pp,--- die verschiedenen in /’ aufgehenden Primzahlpotenzen 
bedeuten, und beweisen, daB die Kongruenzen 
aw=r(), 
(9) a =r(I), 


gelten. Aus der Gesamtheit derselben folgt leicht die Richtigkeit von (7), 
Denn da die Zahlen r,,7,,--- nicht simtlich einen gemeinsamen Teiler 
haben, so laBt sich die Gleichung: 

Wt Ww%+---=1 
durch ganze rationale y erfiillen und es folgt dann aus (9) 


annitwret: = 7rAithwnrt-: ‘(Q), 
d. h. 
a=ri(l). 
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Es geniigt, von den Kongruenzen (9) die Richtigkeit der ersten nach- 
zuweisen, da der Beweis fiir die tibrigen sich analog gestaltet. Zu diesem 
Nachweis miissen wir uns ein Primideal 8, in k’ verschaffen, das folgende 
beiden Eigenschaften besitzt: 1) es muB in einer Idealklasse liegen, die 
der Bedingung 2, + 0(l) geniigt, wo 2, den Exponenten von ¢, in der 
Klassengruppe von k bedeutet; 2) es mub s'$, = B, sein, wenn wir 
mit s’ die Substitution s" bezeichnen. Haben wir ein solches Primideal 
gefunden, so ist die Richtigkeit der Kongruenz: 

(10) a = r(l) 

in folgender Weise einzusehen. Nach den Annahmen iiber §, gilt: 


(11) (¢) +1 


und folglich, wenn wir die Substitution s’ auf (11) anwenden: 


(12) (4°) = cry”. 
Daraus ergibt sich die Giiltigkeit von (10). 
Wir haben also jetzt nur noch, um den Beweis vollstindig zu 


machen, zu zeigen, daB ein Primideal , in k’ mit den oben angegebenen 
Eigenschaften existiert. Wir betrachten zu diesem Zweck den Ober- 


kérper k, von k, der zu der Gruppe (s° mF (7 =0,1,---7,—1) gehért. 
Derselbe ist relativzyklisch in bezug auf k vom Relativgrad p} und be- 
sitzt einen Unterkérper Uk,, der relativzyklisch vom Relativgrad p, in 
bezug auf k ist. Ich behaupte nun, daB es in einer Klasse von k, die 
der Bedingung x, + 0(1) geniigt, ein Primideal gibt, das in Uk, und 
folglich dann auch in k, Primideal bleibt. Bezeichnet niimlich $, ein 
beliebiges Primideal aus Uk,, so gilt 


> way — 8 a th (s > 1) 


und daher 


waa (s > 1) 


e" (B,) 


gesetzt wird. Bezeichne ich pti alle Primideale in &, die in 
einer Klasse mit 2, + 0(J) liegen, mit ,, so folgt aus Satz 1: 


> aap 2 th (s> 1). 


Die — f(s) bleiben endlich, wenn sich s der Grenze 1 nihert. 
Da ‘> > = ist, so ergibt sich somit, daB unendlichviele Primideale 
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aus einer Klasse, die der Bedingung 2, +0(I) geniigt, in Uk, und 
deshalb in k, Primideale bleiben. Ist p, ein solches Primideal und §, 
ein Primfaktor desselben in k’, so erfiillt $8, die beiden oben angegebenen 
Bedingungen. 

Wir haben damit bewiesen, daB der Kérper (k’, Vo,) in bezug auf k 
relativ Abelsch vom Relativgrad /’l ist. Die Relativgruppe besitzt deshalb 
eine ausgezeichnete Untergruppe vom Grade l’, zu der der Kérper K, 
gehéren mége. KX, ist dann relativzyklisch vom Relativgrad / in bezug 
auf k und unverzweigt, wie sich leicht zeigen laé®t. Ginge nimlich das 
Primideal p aus & in der Relativdiskriminante von K, in bezug auf k 
auf, so miiBte p in K, in / gleiche Primfaktoren zerfallen. Wenn man 
dann p in (Kk, Vo,) zerlegt, so miBten sich die Primfaktoren in Systeme 
von je / gleichen anordnen lassen. Daraus wiirde folgen, daB es ein 
Primideal in k geben miiBte, das in (k’, Vo,) in l gleiche Primfaktoren 
zerfallt, was unméglich ist. Es ist also K, in bezug auf k unverzweigt. 

Verfahrt man jetzt in derselben Weise mit (k’, Vo,), (k’, Va,), oom 
wie wir es eben mit (k’, Vo,) getan haben, so erhilt man die Kérper 
K,, K,,---. Das System der Korper 


K,, K;, acl K, 


liefert dann e unverzweigte unabhiingige relativzyklische Kérper vom 
Relativgrad / in bezug auf k, womit unser Satz bewiesen ist. 


§ 10. 


Konstruktion der unverzweigten relativquadratischen Korper, 
wenn unter den konjugierten Kérpern des Grundkérpers k& reelle 
vorhanden sind. 


Die bisherigen Entwicklungen bezogen sich auf den Fall, daB J eine 
ungerade Primzahl ist; sie gelten, wie bereits erwaihnt ist, auch fiir /=—2, 
wenn noch die weitere Voraussetzung erfillt ist, daB der Grundkérper 
nebst allen konjugierten imaginir ist. Ist das nicht der Fall, so sind be- 
sondere Entwicklungen nétig, die in diesem Paragraphen gegeben werden 
sollen. Es geniigt jetzt, wenn man alle unverzweigten relativquadrati- 
schen Kérper erhalten will, nicht mehr der gewdhnliche Aquivalenzbegriff, 
sondern es ist der von D. Hilbert*) eingefiihrte schirfere Aquivalenz- 
begriff zugrunde zu legen, nach dem zwei Ideale nur dann iquivalent 
heiBen, wenn ihr Quotient als total positive**) Kérperzahl darstellbar ist. 


*) Rel. Abelsche Zahlk., § 5. 


**) Eine K6rperzahl heift total positiv, wenn ihre samtlichen konjugierten 
Zablen, soweit sie reell sind, positiv sind. 
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Es sei noch bemerkt, daB im folgenden, wenn von den zu k konjugierten 
Kérpern die Rede ist, immer der Kérper k einbegriffen ist. 

Wir nehmen an, daB der Grad des Kérpers k gleich m sei und daB 
sich unter den konjugierten Kérpern s reelle befinden. Wir haben dann zu- 
nichst noch eive fiir k charakteristische Zahl p zu definieren, wobei wir 
festsetzen, daB die zu einer Zahl « aus k konjugierte Zahl, die in dem 
mit k konjugierten Kérper k liegt, mit «” bezeichnet werden soll. 

Es sei ¢; eine Kinheit aus k, unter deren konjugierten sich wenigstens 
eine negative befindet und zwar sei dies <{“) in k*); es sei dann ¢ eine 
soleche Einheit, daB «{~) positiv und «{*) negativ ist; weiter sei «5 eine 
solche Einheit, daB «5 und ¢) positiv sind und ¢;) negativ usw. Die 
letzte auf solche Weise zu wiihlende Einheit sei <; es folgt dann, dab 
jede Einheit « in k, deren konjugierte in kh), .--, k@») positiv sind, auch 
in den noch itibrigen reellen Kérpern K*p+,), ---, kK» positive konjugierte 
Einheiten hat. Die Zahl p laBt sich auch in folgender Weise charakte- 


2 ° a . m 8 
risieren. Die Anzahl der Grundeinheitea von k ist m’— 1, wo m’ == ats 


ist. Nimn:t man zu diesen noch eine Einheitswurzel aus k hinzu, deren 
Quadratworsel nicht in k tegi, so erhilt man 2” Einheitenverbinde in /, 
unter denen sich mindestens 2”~-* Verbinde von total positiven Hinheiten 
finden. Ist s—p=—p' > 0, so wird diese Minimalzahl tiberschritten und 
es gibt in k genau 2”’-” Verbiinde von total positiven Einheiten. 

Aus den im vorstehenden fiir den Kérper k gemachten Annahmen, 
die keine Beschriinkung enthalten, folgt, daB man zu jeder Zahl @ in k 
eine Einheit « so bestimmen kann, daB die Zahlen (ea) ), ---, (ea)*p) 
positiv werden. Daraus ‘olgt, daB zwischen den Klassenzahlen 2" und 2” 
von k, von denen die erste im engeren, die zweite im weiteren Sinne ver- 
standen sei, die Beziehung besteht: 


2) a 2. 2, pp’ = 8s —p. 


Es mége nun das Klassensystem von k, wenn der engere Aquivalenz- 
begriff zugrunde gelegt wird, in der Gestalt: 


Pees edt: F iad dye (a,=0,1,---, 2% —1; y¥,=9, 1); A+ +h, +é=h, 


darstellbar sein, wo d,,---, d, solche Klassen bedeuten, die bei Zugrunde- 
legung des weiteren Aquivalenzbegriffes in die Hauptklasse fallen. Die 
Erhdhung der Klassenzahl in & bei der schirferen Fassung des Aquivalenz- 
begriffes kommt also dadurch zustande, daB erstens ¢’ neue Basisklassen 
zur Klassengruppe hinzutreten und daB zweitens e” = p'—e’ Basisklassen 
in k eine Verdoppelung ihres Exponenten erfahren. Die Bezeichnung der 
Klassen mége so gewahlt sein, daB dies die Klassen ¢,,---, ¢ sind. 
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Wir behaupten jetzt, daB genau e + e’ unabhdngige unverzweigte relativ- 
quadratische Korper in bezug auf k existieren. 

Zum Beweise bezeichnen wir die Grundeinheiten in k, zu denen noch 
eine Einbeitswurzel, deren Quadratwurzel nicht in k liegt, hinzugenommen 
m+s 

2 


ist, mit &,---+,é,, WO m= ist. Die Gesamtheit der Einheiten- 


verbiinde ist dann in der Gestalt: 

(1) ef or exm &2 

darstellbar, wo & alle Einheiten aus & durchliiuft; wir wollen uns dabei 
die Bezeichnung so gewihit denken, daB ¢,,,,---, &,, total positive Ein- 
heiten sind. Wir bezeichnen ferner mit r,, ---, r, Ideale aus den Klassen 
(,,***, ¢, und setzen 


2-1 ght he 41 P 
tT oe? Ue = 0.", L ia = Or’ +19 °° °s ve’ = Oe, 


wo die GréBen 9,,---, 0, Zahlen aus k bedeuten, die nicht Quadrate von 
Zahlen sind. Wir schreiben nun: 


Em’ +1 = 01) °° *y Emane = O 


und bestimmen m’+ e— p Primideale q, derart, daB: 


- —_ ‘t) i=—pt+l,---,m+e; . ) 
(*), 1, (2 2 1, j= 5. 2, ad ay m’ + e: t+) ‘ 
Man wihle darauf die Exponenten w so, daB 


(1) (e) 
Qp+itipti - > - TYp+1 = (%p41), 


mo 


(1) 
Qm' +e Ty'm' +e “+ Cates (2m’ +e) 


wird, WO %,,1,°°*, %»4- Zahlen aus k bedeuten. Bildet man jetzt das 
System von Zahlen 


sg gtm’ +e a ptt... am’ +e 
(2) o=é, SS es Moti ea 


indem man die v den bekannten e Bedingungen unterwirft, damit kein 


Faktor der Ideale r,,---,t, in der Relativdiskriminante von (k, Vo) in 
bezug auf k aufgeht, so enthilt dasselbe im ganzen 2?" +*-? Zahlen. Da 
nun im ganzen nur 2°”’-* Arten von Zahlen in & existieren, so gibt es 
e+ p’ unabhingige primire Zahlen von der Gestalt (2).*) Wir be- 
zeichnen mit: 

*) Primiir nennen wir eine zu 2 prime Zahl, wenn sie dem Quadrat einer Zahl 
aus k nach dem Modul 4 kongruent ist; dagegen fordern wir nicht, daB sie total 
positiv sei, wie D. Hilbert fiir die Aufstellung der Reziprozititsgesetze im Kérper 
k definiert hat. In diesem Sinne sind auch seine Ausfiihrungen auf p. 378 der Rel. 
Abelschen Zahlk., speziell Satz 9, zu berichtigen, da an dieser Stelle ebenfalls die 
obige Definition der primiren Zah] anzuwenden ist. 
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eine solche und untersuchen jetzt den Kérper K, = (k, Vo,). Es mégen 
die Exponenten v,, ---, ,, von Null verschieden sein, ferner mége o, in 
n der reellen Kérper kK), ---, k**) negativ werden und es mégen 1 Ideal- 
klassen aus k in weiterem Sinne in K in die Hauptklasse (in weiterem 


Sinne) tibergehen.*) Haben dann a*, a, v*, v dieselbe Bedeutung wie 
friiher, so gilt die Ungleichung: 


(3) a* <t—m'+rv*¥+n+e,—1. 
Man erhilt dieselbe, wenn man zuniichst in analoger Weise, wie es 


D. Hilbert**) fiir ungerades / ausgefiihrt hat, ein System von "3 -—* 


relativen Grundeinheiten von K, in bezug auf k konstruiert und dann 
ebenso wie in § 4 verfihrt. 

Um eine Ungleichung fiir a, die Anzahl der unabhingigen ambigen 
Komplexe in K,, zu gewinnen (bei ihrer Definition werde der weitere 


Aquivalenzbegriff zugrunde gelegt), bezeichnen wir die Anzahl negativer 
unter den Zahlen: 


oo), a), teey o'r 
mit ”,; die Anzahl negativer unter den Zahlen: 
@\P+1), teey ao” 

ist dann »—wn,. Sind ferner unter den Indizes i,,---,%, f aus der 
Reihe m’ + 1, ---, m’ +e vorhanden, so gilt: 
(4) asa*¥+vu—v¥+e—f—4¢. 

Die Uberlegungen zur Ableitung dieser Ungleichung sind véllig analog 
denen in § 5. 


Jede Zahl « nun, die Relativnorm einer Zahl aus K, ist, muB die 
Bedingungen ***); 


(=a) _— 1, (i= 1, 2, viet. 8) 


erfiillen. Denn ist o{) positiv, so ist das Vorzeichensymbol selbstver- 
standlich positiv; ist aber w{*) negativ, so folgt aus: 


oi) om (a, + a) a") (a, ae V of") = af — aw, 


*) Fir die Konstruktion der ersten e unverzweigten relativquadratischen Kérper 
gentigt der weitere Aquivalenzbegriff. 
**) Algebr. Zahlk., § 55, p. 572. 
***) Vgl. Hilbert, Rel. Abelsche Zahlk., § 6, p. 376. 
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daB «*) positiv ist; es ist also auch in diesem Falle das Vorzeichen- 
symbol gleich +1. Beachtet man dies, so ergibt sich: 
(5) v<m'—t+f—n,. 
Addiert man jetzt die Ungleichungen (3), (4) und (5), so folgt: 
(6) ase—1l+n—-n,. 

Um jetzt siimtliche Ideale aus K, darzustellen, definiert man in ana- 
loger Weise wie in § 6 die Ideale O,, O,,---, O, in K, und zeigt wie 
dort, daB fiir jedes Ideal 3 in K, eine Relation gilt: 

(7) Y= AjOh a OFe(S) 
wo A eine Zahl aus K,, j ein Ideal aus k, q einen ungeraden Exponenten 
und S, die Substitution Yo,|— Yo, bedeutet. 

Ist nun e > 0, so kann man offenbar, da e + p’ unabhiingige primiire 
Zahlen o zur Verfiigung stehen, m, so wihlen, daB die siimtlichen Zahlen 
or+),---, @ positiv werden. Es ist ‘ann » =, und folglich: 

ase—l. 

Aus der letzten Ungleichung schlieSt man mit Hilfe von (7), daB alle 
Primideale p in k mit der Eigenschaft ($) =1 in einer Untergruppe 
vom Grade 2*~* (oder 2”'-' bei Zugrandelegung des weiteren Aquivalenz- 
begriffes) der Klassengruppe von k liegen, die durch eine Kongruenz: 

4,%,+-++-+ 4,4, =0(2) 
definiert wird. Daraus schliebt man in bekannter Weise die Unverzweigt- 
heit von K,. In gleicher Weise wie XK, kann man noch e—1 unab- 
hiingige unverzweigte relativquadratische Kérper K,, ---, K, konstruieren 
durch Benutzung der primiren Zahlen @,, ---, @,, die ebenso wie @, die 
Eigenschaft haben, daB ihre konjugierten in den Kérpern K+», ---, k*® 
simtlich positiv sind. 

Wir haben jetzt noch p’ unabhingige primire Zahlen aus (2) zur 
Verfiigung und wollen zeigen, daB man mit ihrer Hilfe noch genau eé’ 
unabhingige unverzweigte relativquadratische Kérper in bezug auf k kon- 
struieren kann. Ich wihle zu diesem Zweck eine Zahl 6, aus der Klasse 
d, des Klassensystems dy --- dy’, die nicht Hauptklasse im engeren 
Sinne ist, und normiere 6, durch Multiplikation mit einer Eimheit so, daB 
die zu 6, konjugierten Zahlen in den Kérpern k*, .--, kp) positiv sind. 
Es mu dann unter den Zahlen: 

(8) der, ht ee 

sicher eine negative sein; man kann ohne Beschrinkung der Allgemein- 
heit annehmen, daB die erste unter ihnen negativ sei. Ferner wollen wir 
noch voraussetzen, daB die Klasse d, so gewiahlt sei, daB unter den 
Zahlen (8) méglichst wenige negative vorkommen. 
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Unter den p’ unabhiingigen primiren Zahlen aus (2), die noch zur 
Verfiigung stehen, gibt es nun keine einzige mehr, deren simtliche kon- 
jugierte in den Kérpern ke+2, ..., kK positiv wiiren. Denn sonst kénnte 
man noch einen unabhingigen Kérper von der Art der Kérper K,,---, K, 
konstruieren, was unméglich ist. Denn es existieren in der Klassengruppe 
von k im weiteren Sinne nur 2‘—1 Untergruppen vom Grade 2"’-', 
denen die 2°— 1 konstruierten unverzweigten Kérper eindeutig zugeordnet 
sind. Es folgt daraus, daB man stets eine primire Zahl ,,, von der 
Gestalt (2) angeben kann, so daB o?+1’ negativ und o?3?’, ---, wo? 
positiv ausfallen. Wir untersuchen jetzt den Korper K,,,— (k, Vo,,,) 
und behaupten, daB die Anzahl der ambigen Komplexe in ihm gréBer als 
e—1 ist. Wiire sie niaimlich gleich oder kleiner als e—1, so wiirde 
folgen, daB der Kérper K,,, zu einer Untergruppe der Klassengruppe von 
k gehért, zu der bereits ein unverzweigter Kérper konstruiert ist, was 
unméglich ist. Es gilt also fiir K,,,: 


ame, 
andererseits folgt aus (6), da n — n, = 1 ist, 
a<e, 
es ist also die Anzahl der ambigen Komplexe genau gleich e. Daraus 
schlieBt man, daB 
(9) v=m—t+f—n, 
ist; denn nach (4) ist » nicht kleiner und nach (5) nicht gréBer als die 


rechte Seite von (9). Die Ideale in K,,, lassen sich nun wieder in der 
Form darstellen: 


(10) Y= AjOAsy » + + OFS), 

wo die Bezeichnungen die analoge Bedeutung wie in (7) haben. Die 
Ideale ©,,---, 0, kann man sich so gewahlt denken, daB ihre Relativ- 
normen resp. in die Klassen ¢,,---, ¢, fallen. Ich behaupte jetzt, dab 
die Relativnormen von Zahlen aus K,,, nicht in die Klasse d’, fallen 
kénnen. Ist niamlich « die Relativnorm einer beliebigen Zahl A aus k, 
so gilt zuniichst fir jeden Index i: 


a Cn) =1 


Um unsere Behauptung zu beweisen, normieren wir a, d.h. wir ver- 
wandeln « durch Multiplikation mit einer geeignet gewihliten Einheit &, 
aus k in eine Zahl, deren konjugierte in den Kérpern k™, - - -, k?) positiv 
sind. Wir wollen zeigen, daB wir dies stets mit Hilfe einer Einheit be- 
werkstelligen kénnen, die selbst Relativnorm einer Zahl aus K,,, ist. 
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Bedeuten nimlich k™, . - ., k”? diejenigen unter den Kérpern k”, - - ., k?), 
in denen die zu @,,, konjugierten Zahlen negativ werden, so ist zuniichst 
klar, daB alle Einheiten & welche die Bedingungen: 

(12) (2) =1,---, (2) =1 


qi, Git 


§,o, E,@,+ 
(13) (Faget) 1, +++» (Faget) = 


befriedigen, Relativnormen von Zahlen aus K,,, sind. Denn alle Ein- 
heiten, welche diese Eigenschaft haben, miissen (12) und (13) erfiillen. 
Es kann daher héchstens m’— ¢ +f —m, unabhingige Einheitenverbinde 
geben, deren Einheiten Relativnormen von Zahlen aus K,,, sind; daraus 
folgt in Verbindung mit (9), daB alle Einheiten, welche die Bedingungen 
(12) und (13) erfiillen, Relativnormen von Zahlen aus K,,, sind. 

Es mégen nun unter den Zahlen a“ 


vorhanden sein, die mit: 
(14) a... tn? 
bezeichnet seien. Die gesuchte Einheit —, hat dann auBer den Be- 
dingungen (12) und (13) noch die weiteren: 
(15) gm... EE) negativ 
zu erfiillen. Um die Einheit &, bequemer darstellen zu kénnen, wollen 
wir noch iiber die Einheiten ¢,,---, ¢, in (1) eine besondere Verfiigung 
treffen. Wir wollen uns ¢, so gewihlt denken, daB 
i,j=1,2, ae 
j+i 
DaB diese Wahl, durch die die Ideale gq, nicht weiter beriihrt werden, 


stets méglich ist, erkennt man leicht, wenn man bedenkt, daB die Vor- 
zeichenanordnungen, die sich durch die Reihen: 


---, @?) im ganzen n’ negative 
petty ganze negati 


Pad vey ep) 

ergeben, wenn man ¢ alle Einheiten des Systems: 

ges + ep, (u=0, 1) 
durchlaufen liBt, alle tiberhaupt méglichen sind. Setzt man jetzt: 

t.= €x,° x, ° * * Ezy’ 

so ist &, eine Einheit der gewiinschten Art. Denn sie befriedigt die Be- 
dingungen (12) und (15). DaB sie auch (13) befriedigt, folgt daraus, 
daB alle Indizes z,,---, z,, von den Indizes y,,---, y,, verschieden sind. 
Denn aus (11) und (14) folgt, daB: 


ao, 2... gi) 
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positiv sind. Damit ist unsere Behauptung bewiesen, daB sich « mit 
Hilfe einer Einheit normieren la8t, die Relativnorm einer Zahl aus K,,, 
ist. Ich kann daher direkt annehmen, da8 « normiert sei. Fiele nun a 
in die Klasse d,’, so ware « mit 6, im engeren Sinne fquivalent und 
folglich «“?+” negativ. Da auch o 7+" negativ ist, so widerspricht dies 


der Relation: 
(“ @e+ a) oe 
1@p+1) 


Damit ist gezeigt, daB « nicht in der Klasse d,’ liegen kann, und deshalb 
folgt aus (10), daB alle Relativnormen von Idealen aus K,,, in einer 
Untergruppe der Klassengruppe von k vom Grade 2*-' liegen. Daraus 
schlieBt man in bekannter Weise, dab K,,, unverzweigt in bezug auf k ist. 

Ist ec’ >1, so kann man noch einen weiteren unverzweigten relativ- 
quadratischen Kérper in bezug auf k konstruieren. Wir nehmen zu diesem 
Zweck an, daB K,,, zu der durch die Kongruenz: 


y, = 0(2) 
definierten Untergruppe der Klassengruppe von k gehért, was offenbar 


durch nachtriigliche Abinderung der Bezeichnung der Klassen d stets 
erreicht werden kann. Es sei nun 06, eine Zahl aus einer Klasse d,’ des 


Systems d”---d%°, die nicht Hauptklasse im engeren Sinne ist, und 
zwar sei 0, normiert. Es muB dann unter den Zahlen: 


(16) ofr+9, hae & 

eine negative sein. Denn wiiren alle Zahlen (16) positiv, so miiBten auch 
alle Zahlen d“?+*), ..-, O° positiv sein, weil 6, so gewahlt sein sollte, 
daB unter den Zahlen (8) méglichst wenige negative vorkommen. Es 
wire dann 6, mit 6, fiquivalent, was der Wahl der Klasse d,’ wider- 
spricht. Wir nehmen deshalb an, die erste der Zahlen (16) sei negativ, 
und setzen auBerdem voraus, dab die Klasse d,’ so gewihlt sei, daB sich 
unter den Zahlen (16) méglichst wenige negative befinden. Wir wihlen 
dann unter den p’—1 noch zur Verfiigung stehenden unabhiingigen 
primaren Zahlen aus (21) eine solche ,,, aus, daB o{?+* negativ und 
o?+%),..., @?, positiv ausfallen. Durch Maultiplikation mit einer ge- 
eigneten Potenz von w,,, kénnen wir es offenbar auch noch erreichen, 


daB a ?+ positiv wird. Wir wollen also voraussetzen, daB unter den 
aan ( ) ( ) (4) 
2 2 Zz, 

@,PEY, OF, + - +, Og 


nur die zweite negativ sei. Es lassen sich dann fiir w,,, die ganz ana- 
logen Uberlegungen durchfiihren wie fir o,,,, womit die Existenz eines 
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zweiten unabhingigen unverzweigten relativquadratischen Kérpers in be- 
zug auf k bewiesen ist. Den angegebenen KonstruktionsprozeB kann man 
offenbar fortsetzen und zu den Kérpern K,, ---, K, noch weitere e’ Kérper 
K,41,°°*, K,4, konstruieren, so daB damit im ganzen e + e’ unabhiingige 
unverzweigte relativquadratische Kérper in bezug auf k gewonnen sind, 
deren Existenz wir beweisen wollten. 


§ 11. 
Der Aufbau des Klassenkérpers. 


Wir haben jetzt durch die Entwicklungen der vorstehenden Para- 
graphen die Bausteine gewonnen, aus denen wir den vollstindigen Klassen- 
kérper aufbauen kénnen. 

Es sei die Klassenzahl h von k gleich Wi te Mi, wo l,, ---, l; ver- 
schiedene Primzahlen sind; bei der Klassenzahlbestimmung ist der schiir- 
fere Aquivalenzbegriff zugrunde zu legen, nach dem zwei Ideale nur dann 
aiquivalent heiBen, wenn ihr Quotient eine total positive Kérperzahl ist. 
Wir konstruieren dann, wie bereits in der Einleitung angegeben, unver- 
zweigte relativ-Abelsche Kérper in bezug auf k von den resp. Relativ- 
graden Mi, tety Bi Durch Zusammensetzung dieser Kérper entsteht dann 
der vollstiindige Klassenkérper. Es geniigt, wenn wir hier die Konstruk- 
tion eines solchen Kérpers angeben. Wir setzen deshalb h = Ms -q, Wo 
q za l, prim sei, und verstehen unter /, eine beliebige Primzahl. 


Es sei wieder das System der g*" Poterzen der Idealklassen von k 
in der Gestalt darstellbar: 


(C), = cf + + + Ge, (z,=—0,1,---, Mi —1), hi +---+th  =h, 


und es werde wieder, wie friiher schon, um der einfacheren Ausdrucks- 
weise willen, das System aller Klassen, deren g* Potenz in die Haupt- 
klasse fallt, mit 1 bezeichnet. Es mége nun Kl derjenige unverzweigte 
Kérper vom Relativgrad J, in bezug auf k sein, der zu der durch die 
Kongruenz 2, = 0(l,) definierten Untergruppe der Klassengruppe von k 
gehért. Ist jetzt hy > 1, also cy +1 in &, so ist in KW die Aquivalenz 
¢, ~ Ch, wo C eine beliebige Klasse aus K{ bedeutet, unméglich. Denn 
aus der Annahme, daB K\ zu der genannten Untergruppe gehért, folgt, 
dab 
N,(C)~ eg --- ce in k, 


wo ¢ eine Klasse aus k und a,,---, a, ganze rationale Zahlen bedeuten. 
Es miiBte also auch gelten: 
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ch N,(O%)~ cleph -.- eh in k, 
und hieraus wiirde folgen, daB 
chsh chats ee -Geh~w in k, 


wo b,,---,b, wieder ganze rationale Zahlen bedeuten, von denen die 
erste nicht durch J, teilbar ist. Da die letzte Aquivalenz unmdglich ist, 
wenn c+ 1 in k, so ist auch die Aquivalenz c, ~ Ci in KW unméglich. 

Fithren wir den Begriff des Klassenverbandes ein als eines Systems 
von Klassen, das durch Multiplikation einer fest gegebenen Klasse mit 
den /,‘** Potenzen aller Klassen des Kérpers entsteht, und nennen Haupt- 
klassenverband denjenigen, der die /,°" Potenzen aller Klassen enthiilt, 
so kémnen wir die vorstehenden Entwicklungen dahin zusammenfassen, 
daB c, einen vom Hauptverbande verschiedenen Klassenverband in Kj! 
definiert. Es existiert dann, wie aus den Entwicklungen der vorigen Para- 
graphen folgt, in bezug auf Kj) ein unverzweigter relativzyklischer Kérper 
K® vom Relativgrad /,, der zu der durch die Bedingung ,Exponent von 
c, durch J, teilbar“ definierten Untergruppe der Klassengruppe von Ki) 
gehért. Bezeichnet man jetzt die erzeugende Substitution der Relativ- 
gruppe von K\) in bezug auf k mit S,, so folgt aus dem Umstande, dab 
die genannte Bedingung gegeniiber S, invariant ist, daB K{ ein relativ- 
Galoisscher Kérper vom Relativgrad /? in bezug auf k ist. DaB er auch 
relativ-Abelsch ist, folgt aus der Darstellung der Substitutionen seiner 
Relativgruppe, die die Vertauschbarkeit derselben ohne weiteres erkennen 
lat. DaB er endlich relativzyklisch sein muB, folgt aus dem Umstande, 
daB er nur einen relativzyklischen Unterkérper vom Relativgrad 1, in 
bezug auf k besitzt. Denn unter den Abelschen Gruppen vom Grade 2? 
besitzt nur die zyklische die Eigenschaft, daB sie nur eine Untergruppe 
vom Grade 1, besitzt. Ist nimlich eine Abelsche Gruppe vom Grade 2? 
nicht zyklisch, so ist sie in der Gestalt 


Sz SP (a, = 0, i. tery L— 1) 


darstellbar und besitzt daher mehr als eine Untergruppe vom Grade 1,. 

DaB K\ nur einen Unterkérper vom Relativgrad /, in bezug auf k, 
niimlich den Kérper K\, besitzt, ist nach der Konstruktion der Kérper 
beinahe selbstverstiindlich. BesiiBe nimlich K\* noch einen zweiten Unter- 
kérper K,, so wiire dieser unverzweigt vom Relativgrad /, in bezug auf 
k und gehérte daher zu einer bestimmten Untergruppe der Klassengruppe 
von k, die von der durch die Bedingung 2, =O(I,) definierten Unter- 
gruppe verschieden wire. K\) wiirde dann durch Zusammensetzung zweier 
in bezug auf k unverzweigter Kérper vom Relativgrad 1, entstehen, nim- 
lich der Kérper KY und K;. Das ist unméglich, wie aus folgender 
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Uherlegung hervorgeht. Das Klassensystem des Kérpers KY laBt sich 
nach § 6 in der Gestalt schreiben: 
OFS)... OFe(S0(c), 0, 

wo C,,---, C, Klassen aus K\) bedeuten, deren Relativnormen in k in 
die Klassen c¢,, ---, c, fallen; (¢), bedeutet das Klassensystem aus k, und 
C eine beliebige Klasse aus Kj". F,(S,),---, F,(S,) sind ganze ganz- 
zahlige Funktionen von S, vom Grade 1, — 2. Die Kérper Ky, ---, KW 
nun, die unverzweigt vom Relativgrad /, in bezug auf k sind und zu den 
Untergruppen 2, = O(1,), ---, 2, =O(l,) resp. gehéren, sind natiirlich auch 
in bezug auf K\" unverzweigt und gehiéren in Kj) resp. zu den durch 
folgende Bedingungen definierten e — 1 Untergruppen der Klassengruppe 


von Ky): 4 
F,(1) = 0), --+, F.) = 0). 

Denn die Relativnormen aller Klassen aus Kj}, die z. B. der Bedin- 
gung F,(1)=0(1,) entsprechen, liefern in k die durch die Bedingung 
2%, =O(1,) charakterisierte Untergruppe der Klassengruppe von fk, und 
analog fiir die tibrigen Indizes. Daraus folgt, dab K, in dem Kérper 
(KY, KY, ---, KW) nicht enthalten sein kann, weil K, in bezug auf 
Ky wa der durch die Bedingung ,,Exponent von c¢, durch 1, teilbar“ 
definierten Untergruppe der Klassengruppe von K‘) gehért. Damit ist 
gezeigt, daB KY) relativzyklisch vom. Relativgrad [? in bezug auf k ist. 

Ist hj auch gréBer als 2, also et ‘+1 in k, so kann man das Ver- 
fahren fortsetzen, und es gelingt auf dem angegebenen Wege, einen relativ- 
zyklischen Kérper vom Relativgrad a in bezug auf & zu konstruieren. 
In analoger Weise konstruiert man die unverzweigten relativzyklischen 
Kérper K), resy K) in bezug auf k, die resp. die Relativgrade 


pe ,-++, Me besitzen, indem man mit den Klassen Cy, ***, ¢, ebenso 
1 1 


operiert wie oben mit ¢,. Durch Zusammensetzung der e Kérper ent- 
steht ein unverzweigter relativ-Abelscher Kérper vom Relativgrad /': in 
bezug auf k. 

In entsprechender Weise erhilt man unverzweigte, relativ-Abelsche 
Kérper von den Relativgraden 2, teey Ms in bezug auf k. Durch Zu- 
sammensetzung aller dieser Kérper erhalt man einen unverzweigten relativ- 
Abelschen Kérper vom Relativgrad h in bezug auf k, dessen Relativ- 
gruppe offenbar seiner Entstehungsweise nach mit der Klassengruppe von 
k holoedrisch isomorph ist. Wir haben damit folgenden fundamentalen 
Satz bewiesen: 

Satz 9: Es sei k& ein beliebiger algebraischer Zahlkérper, 
dessen Klassenzahl gleich A ist, wenn wir zwei Ideale als iqui- 
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valent betrachten, deren Quotient als total positive Kérperzahl dar- 
gestellt werden kann. Es existiert dann in bezug auf k ein un- 
verzweigter relativ-Abelscher Kérper vom Relativgrad h, dessen 
Relativgruppe mit der Gruppe der Idealklassen in & holoedrisch 
isomorph ist. Dieser Kérper heiBe der Klassenkérper von k. 


§ 12. 


Zusammenhang mit der komplexen Multiplikation der elliptischen 
Funktionen. 


Ist der Grundkérper k ein imaginirer quadratischer Kérper, so liefert 
die Theorie der komplexen Multiplikation der elliptischen Funktionen 
einen Relativkérper K in bezug auf k, dessen Relativgruppe ebenfalls 
mit der Gruppe der Idealklassen von k holoedrisch isomorph ist.*) Es 
soll im folgenden kurz gezeigt werden, daB dieser Kérper KX, den wir als 
Klassenkérper der komplexen Multiplikation bezeichnen, identisch ist mit 
dem arithmetisch konstruierten Klassenkérper K in bezug auf k. Die 
Eigenschaft von K, auf die wir uns bei dem Identititsheweise stiitzen, 
ist folgende: Ist p ein Primideal aus k, das nicht in der Relativdiskri- 
minante von K aufgeht, und ist g der niedrigste Exponent, fiir den die 
Aquivalenz: : 

(1) pol 
in k gilt, so zerfallt p in K in ; verschiedene Primfaktoren, wenn mit 
h die Klassenzahl von k bezeichnet wird. **) 

Wir kénnen wieder ohne Beschriinkung der Allgemeinheit annehmen, 
daB die Klassenzahl von k gleich /* sei, wo / eine Primzah! bedeutet; 
denn man kann, wie auch bei der Konstruktion des Klassenkérpers aus- 
gefiihrt wurde, die einzelnen Untergruppen der Klassengruppe von k, 
deren Grade Potenzen verschiedener Primzahlen sind, fiir sich betrachten. 
Es sei also das Klassensystem von k in der Gestalt darstellbar: 


Chem-+-c% (a,—1,2,---, Ui) 
und dementsprechend das Klassensystem vqn k =(k,£) in der Gestalt: 
Ch CF? + + cre d, 
wo d das System von Klassen bedeutet, deren Relativiiormen in k in die 
Hauptklasse fallen. Es bedeute wie oben K den arithmetischen Klassen- 


*) Vgl. H. Weber, Elliptische Funktionen und algebraische Zahlen, Braun- 
schweig 1891, III. Teil. 
*) H. Weber, Le, p. 444 u. 445. 
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kérper und K den Klassenkérper der komplexen Multiplikation und 
es sel: a in 
(K, $) = K’, (K,o) = K’. 

Die Kérper K’ und K’ setzen sich dann jeder aus e¢ relativzyklischen 
Kérpern in bezug auf k’ zusammen, deren Relativgrade J,---, le sind. 
Wir nehmen an, daB die Bezeichnung der Klassen c so gewihlt sei, dab 
h, >h,--->h, sei. Es gibt dann in K’ e unabhiingige relativzyklische 
Kérper vom Relativgrad / in bezug auf i’, die durch Adjunktion von 
Vo,,-°°; Vo, erzeugt werden mdgen, und zwar midge @, zu der durch 
die Kongruenz z,;=0(l) definierten Untergruppe der Klassengruppe von 
kK gehéren. Ebenso enthilt K’ e unabhiingige relativzyklische Kérper 
vom Relativgrad 1 in bezug auf k’, die durch Adjunktion von /@,,-- -, 
Vo, erzeugt werden mégen, und zwar mége die Bezeichnung so gewihlt 
sein, daB (Vo, k’) als Unterkérper in einem in K’ enthaltenen relativ- 
zyklischen Kérper vom Relativgrad /' liegt. 

Es mége jetzt h,—h,=—--.=—h, sein und h,,,<h,. Ich fasse 
dann ein Primideal p aus /’ ins Auge mit den Eigenschaften: 


a) () at a1 


wobei die Primideale, die in der Relativdiskriminante von K in bezug 
auf k aufgehen, ausgeschlossen bleiben. Es gilt dann offenbar: 
pw 1 in F, 

wo diese Aquivalenz wieder die Bedeutung haben soll, daB py? in einer 
Klasse des Systems d liegt. Denn p liegt nach (1) in einer Klasse, die 
der durch die Kongruenzen: 

z,=0,---, 2, =0(l 
definierten Untergruppe der Klassengruppe von i’ angehért. Es zerfillt 
daher p in K’ in mindestens /’-":+! verschiedene Primfaktoren; daraus 
folgt, daB auch 


(2) @)=1,--(),—1 


sein mu. Wenn aber die Gleichungen (1) fiir alle Primideale aus i’ 
(mit Ausnahme einer endlichen Anzahl) die Gleichungen (2) zur Folge 
haben, so muB: 

Ky Doe (K, Vo,, Agee Va) — (K, Vo,, , Va,) 
sein.*) Operiert man jetzt mit K,’ so weiter, wie wir eben mit /’ 
operiert haben, so ergibt sich dadurch die Identitét von K’ mit K’. 
DaB dann auch K und K identisch sind, ergibt sich wieder daraus, daB 


*) Furtwingler, Reziprozitiitsgesetz, Satz 26, p. 28. 
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diese Kérper zu derselben Untergruppe der Relativgruppe von K’ in bezug 
auf k gehéren. Hiermit ist folgender Satz bewiesen: 

Satz 10: Ist k ein beliebiger imagindrer quadratischer Korper, so ist 
der auf arithmetischem Wege zu k konstruierte Klassenkirper identisch mit 
dem zu k gehirigen Klassenkirper aus der Theorie der komplexen Multi- 
plikation der elliptischen Funktionen. Der letzte ist daher unverzweigt in 
bezug auf k. 

§ 13. 
Existenz von unendlich vielen Primidealen in jeder Klasse eines 
Zahlkorpers. 

Avf Grund des Existenzbeweises fiir den Klassenkirper eines be- 
liebigen Zahlkérpers k kann man den Nachweis fiihren, daB in jeder 
Idealklasse von k unendlich viel Primideale liegen. Wir zeigen es zu- 
niichst fiir die Hauptklasse von K. Ist K der Klassenkérper von k und 
h die Klassenzahl von k, so zerfallen nur solche Primideale aus k in K 
in h verschiedene Primfaktoren, die in k in der Hauptklasse liegen. Ist 
%, ein beliebiges Primideal aus K, so gilt: 


1 1 

(1) > wap 8 at 10) (°>1), 
() 

Daraus folgt, wenn man mit p; ein beliebiges Primideal der Hauptklasse 

in k bezeichnet: . : : 

(2) P roy oh log — + f(s) (s > 1). 
) 

f(s) und f,(s) bedeuten Funktionen der reellen Veriinderlichen s, die fiir 

s=1 endlich bleiben. Aus (2) folgt sofort unsere Behauptung. 

DaB auch in jeder Klasse von & unendlich viele Primideale liegen, 
folgt durch einen ganz analogen Beweis, wie ihn Herr H. Weber in 
seinen Untersuchungen iiber Zahlengruppen in algebraischen Kérpern 
(Zweite Abhandlung, § 1) gegeben hat.*) Wir kénnen auf Grund der 
Weberschen Entwickelungen, da alle wesentlichen Voraussetzungen hier 
erfiillt sind, ohne weiteres folgendes Theorem aussprechen: 

Satz 11: Durchléuft », alle Primideale einer bestimmten Idealklasse 
des Korpers k, dessen Klassenzahl gleich h ist, so gilt: 

1 1 1 
> ay 8st lO: (s> 1) 
(»,) 
wo f(s) eine Funktion der reellen Veriinderlichen s bedeutet, die endlich 


bleibt, wenn sich s der 1 niihert. In jeder Idealklasse von k liegen daher 
unendlich viele Primideale. 


*) H. Weber, Uber Zahlengruppen in algebraischen Kérpern. Math. Ann. 49 
(1897), p. 83. 
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Die Reihenentwicklungen der Potentialtheorie. 
Von 
Emi Hire in Augsburg. 


Herr Bécher gibt in seinem Buche: ,,Uber die Reihenentwicklungen 
der Potentialtheorie* (Leipzig 1894) im Anschlusse an eine von Prof. Klein 
im Winter 1889—90 gehaltene Vorlesung eine zusammenfassende Ab- 
leitung der wichtigsten Reihenentwicklungen, welche hier in Betracht 
kommen. Die verschiedenen in der Potentialtheorie benutzten Ortho- 
gonalsysteme erscheinen dabei als Spezialfille des Systems konfokaler 
Zykliden. Die einzelnen Reihenglieder bez. die Konstanten in den die 
einzelnen Reihenglieder definierenden Differentialgleichungen werden durch 
das von Herrn Klein aufgestellte Oszillationstheorem*) festgelegt. Da- 
durch ist das formale Gesetz der Reihenentwicklung gegeben; doch findet 
sich bei Bécher kein Beweis fiir die Méglichkeit und Konvergenz der Ent- 
wicklungen. Der Konvergenzbeweis wurde spiiter von Herrn Jaccottet 
in seiner Doktordissertation: ,,Uber die allgemeine Reihenentwicklung nach 
Laméschen Produkten* (Géttingen 1895) in Angriff genommen, aber nicht 
zu Ende gefiihrt. In dieser Arbeit sollen nun die von Herrn Prof. Hilbert 
geschaffenen Methoden der Integralgleichungen**) auf diese Probleme 
angewendet werden. Es wird sich dabei der Konvergenzbeweis nahezu 
von selbst ohne jede Rechnung aus den viel allgemeineren Sitzen der 
obigen Theorie ergeben, ebenso liBt sich jetzt auch die Méglichkeit der 
Entwicklungen streng beweisen. Es handelt sich niémlich nur mehr darum, 
zu zeigen, daB die bisher hier bekannten Eigenfunktionen***) oder die 
ausgezeichneten Lisungen}), welche sich durch Integration gewéhnlicher 
Differentialgleichungen ergaben, alle tiberhaupt méglichen erschépfen. Fiir 
eine Anzahl von Fallen ist dieses nun schon lingst streng bewiesen, und 


* Der Name findet sich zuerst bei Klein in den Géttinger Nachrichten 1890, S. 90. 
**) Gottinger Nachrichten 1904, 8. 49—91 u. 8. 213—259. 
***) Hilbert, ib. S. 67. 

+) Pockels, Au+k*u=0, S. 33. 
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wenn das von Klein ausgesprochene Kontinuititsprinzip*), welches aus- 
sagt, daB bei stetiger Abinderung irgend welcher in diesem Probleme auf- 
tretender Parameter kein Eigenwert verloren geht, richtig ist, so gilt der 
Satz in allen Fallen. Da aber die Theorie der Integralgleichungen uns in 
den Stand setzt, die Abhangigkeit der Eigenwerte von den Parametern zu 
untersuchen, so liBt sich jetzt tatsichlich das Kontinuititsprinzip wenig- 
stens fiir die in Betracht kommenden Fille streng beweisen, nachdem ge- 
wisse von H. A. Schwarz**) zuerst aufgestellte Siitze iiber die Eigen- 
werte verallgemeinert sind. 

In Verfolgung dieses Gedankenganges wird in dieser Arbeit zunichst 
von der Méglichkeit der Entwicklung nach Kugelfunktionen ausgegangen, 
und es werden die Reihenentwicklungen nach den gewéhnlichen Lamé- 
schen Funktionen und den Eigenfunktionen behandelt, welche zu Gebieten 
auf der Kugel gehéren, die von vier konfokalen sphirischen Kegelschnitten 
begrenzt sind. Durch diese Beispiele soll nur die allgemeine Lésungs- 
methode***) vorbereitet werden, welche aber nicht von der Differential- 
gleichung der Kugelfunktionen ausgeht, sondern von einer anderen, neuen 
Differentialgleichung, welche wir Normalgleichung nennen wollen. Mit dieser 
lassen sich in der Tat alle vorkommenden Differentialgleichungen leicht 
in Verbindung bringen, und sie hat ferner die ausgezeichnete Eigenschaft, 
daB man ohne weiteres ersieht, da alle ihre Eigenfunktionen sich aus 
gewohnlichen Differentialgleichungen ergeben. In bezug auf ihre weiteren 
Eigenschaften ist auf die Arbeit zu verweisen. Es ist dann eine Leichtig- 
keit, die Méglichkeit der von Bécher gegebenen Reihenentwicklungen fiir 
das Zyklidensechsflach und das von 6 konfokalen Flichen 2. Grades be- 
grenzte Sechsflach zu erweisen; alle anderen Fille lassen sich auf analoge 
Weise behandeln. 


§ 1. 


Die Laméschen Polynome. 


In seiner 2. Abhandlung tiber Integralgleichungen gibt Herr Prof. 
Hilbert+) eine ausfiihrliche Ableitung fiir die Entwicklung nach Kugel- 
funktionen. Die hier gegebene Ableitung fiir die Laméschen Polynome 
schlieBt sich auf das engste daran an. 


*) Pockels, S. 95. 
**) H. A. Schwarz, Gesammelte Abhandlungen I, 8. 260. 
***) Die fiir die allgemeine Liésungsmethode selbst wesentlichen Sitze sind durch 
Kursivdruck hervorgehoben. 
+) Hilbert 1. c. 8. 241. 





Eun His. 


a+ y +2 = 1, 
z y? 2? . 
(1) a a ar a 
x? y? 
7 pe ew 9 
und 
—b<v<b<uce. 
Man hat also eine Kugel und zwei Systeme von Kegeln 2. Ordnung. 
Die von den Kegeln auf der Kugel ausgeschnittenen Kurven u = C,, 
v = C, fiihren wir als krummlinige Koordinaten ein und bilden den Aus- 
druck: 


95 — lee .o™ “155 
9 atl C Gu _ dv Aa *oe ou 


wobei 


ds* = edu® + 2fdudv + gdv’, 
p irgend eine Funktion von £, 7 ist. Also hat man in unserem Falle: 


anh — She sont por 


(b? — vw) (c?— v*) 


-@'—») (95+ x) 


— b*) (c* — p*) 


(3) 


und 
a2 az 
L(u) = ~ Gn + a) ’ 
™ du dv 
e d i d 
©) ‘Taw’ "yaw 
ist. Fiihrt man aber in bekannter Weise Polarkoordinatén fiir die Kugel 


ein, so erhalt man, wenn man noch p = Pa setzt: 
a /- ou 1 @*u\ 
6) L,(™) = 55 lame ao (*0® Fe) + ware ae! 
Die Greensche Funktion ist in bekannter Weise definiert. Es seien 
u, v irgend welche orthogonale Koordinaten auf einem singularititenfreien 
Flachenstiicke; u*, v* sei ein beliebiger Punkt, in welchem ¢* und g* 
im Linienelemente nicht verschwinden und nicht unendlich werden, 
dann ist die Greensche Funktion, fiir welche L(u) = 0 ist, von der Form: 


(7) 9(u, VY; u*,v*) —— > log (Fu = u*)?+ gv _ v*)*) + 71 (My v5; u*, v*), 


wobei y, auf dem ganzen Flichenstiicke regular ist und so bestimmt 
werden mu, daB gewisse vorgegebene Randbedingungen erfillt sind. In 
Punkten, wo e* und g* nicht die obigen Bedingungen erfiillen, ist die 
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obige Form etwas zu modifizieren, wie die kommenden Reispiele*) zeigen. 
Bei der Kugel fiihren wir als Randbedingung ein, daB y, auf der ganzen 
Kugel regular ist. ime solche Greensche Funktion gibt es aber unter 
Zugrundelegung von L,(u) = 0 nicht, wohl aber eine solche, fiir welche 
L,(u) = aa ist, und diese Funktion G(#, pm; #*g*) nennt man die er- 
weiterte Greensche Funktion**), und zwar mub 


222 


f fee, 9; #*,g*) > sin ddpde = 0 
0 0 


sein. Man findet dann 
G = —[x + alog (= cos © cos O° — sin # sin 9° cos (9 — 9”) 
®) 1 am ; - 9 @ 7 ) 
_ — a| log ( 5) + 1] ——2 [log sin’ + 1}, 


wobei @ die kleinste sphirische Entfernung der zwei Punkte @, p; #*,q* 
bedeutet. 

Die Eigenfunktionen von L,(u)+4u—0 sind dann identisch mit 
den Eigenfunktionen, welche zu der Integralgleichung gehéren: 


(9) 1 [ 9(9*, g*) G(®, 9; 9, 9%) dK = (9,9). 


Dabei ergeben sich die 4” als Wurzeln einer transzendenten Gleichung. 
Man bestimmt sie leicht direkt (z. B. vergl. Pockels, Au + k®u =0, 
8. 106) und findet 


») M+) 
(10) AM) "XT fir n=—0,1---, 


wobei 4” ein 2n-+ 1-facher Eigenwert ist. Daraus folgt aber dann, 
nach der Hilbertschen Theorie, daB jede zweimal stetig differenzierbare 
Funktion auf der Kugel nach den obigen Eigenfunktionen, den Kugel- 
flichenfunktionen, entwickelbar ist. 
Der Ubergang zu den za der Gleichung 
2 2 
(11) L(u) + ium (Ss + $5) +4u—0 


gehérigen Eigenfunktionen, den Laméschen Polynomen, ist jetzt leicht. 


*) Vergl. z. B. Formel (12) fiir die den Nabelpunkten auf dem Ellipsoide ent- 
sprechenden Pankte, welche im iibrigen die Anwendbarkeit der Hilbertschen Theorie 
nicht stiéren, wie man leicht durch Grenziibergang zeigt, nachdem man die vier 
Punkte durch kleine Kurven umgeben hat. 

**) Hilbert 1. c. S. 288. 





Esa His. 


ad 
xz = cost be? 


Vu* — d* Yo? — v? 
b Vc? — b? 7 
Ver— uw Ve?— v? 
eV — oO 
folgt, daB die erweiterte Greensche Funktion gegeben ist durch: 


G=— | = + x log 4(1 utero  Vut—b* Vb? — v? Vu*?—b* Vb*— v** 


y = cosgsin? = 


z=sing sin? = 


b? (ec? — b) 
VEX RYE AYER YER A) 
OE —~—~—~—~SPFN 


(12) 


Die Oktanten unterscheiden sich durch die Vorzeichen der Wurzeln. 
Die Eigenwerte sind dann dieselben wie oben, und man erhilt bekanntlich 
alle Eigenfunktionen wenn man setzt: 
(13) u= E"(u)- E,*(v), 
wobei F,"(u) der Gleichung*) geniigt: 


d*® E(u) d E(u) 
(u* — BF) (u? — c*) a” + w(2ut— bt) 


+ [(0? + *)v," — n(n + 1)u*| E(u) = 0. 
Es besteht dann ein analoger Satz wie oben iiber die Entwickelbar- 
keit von Funktionen nach diesen Laméschen Produkten. 


(14) 


§ 2. 
Die Eigenfunktionen fiir Gebiete auf der Kugel, welche von vier 
konfokalen Kegeln 2. Grades ausgeschnitten werden. 
Gegeben ist ein Rechteck auf der Kugel, welches von den Linien 
=, ¥=—%,, 1=— Uy, v=, begrenzt ist, wobei noch die Lage der 
Seiten in bezug auf die verschiedenen Oktanten festgelegt ist. Wir bilden 
dann eine Funktion, welche jetzt der Gleichung L(u) =O geniigt, fiir 
u*,v* logarithmisch unendlich wird und auf.dem Rande verschwindet. 
Um diese Funktion zu erhalten, denken wir unseren Bereich auf die 
—y-Ebene abgebildet, wobei wir die verschiedenen Oktanten durch pas- 
sende Vermehrung von £ und y um Perioden unterscheiden. Dem Be- 
reiche entspricht dann in der §y-Ebene ein von geraden Linien begrenztes 
Rechteck, dessen Seiten die Lingen a und b haben sollen. Unsere Glei- 
chung geht dann iiber in: 
(15) +550. 
on oe? on? 


*) vf ist bekanntlich durch eine algebraische Gleichung zu bestimmen (siehe 
z. B. Heine, Kugelfunktionen, Bd. 1). 
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Die Greensche Funktion, welche also jetzt die Form hat: 
(16) G(E, 4; &*,4*) = — k log (€ — &*)* + (y — 4*)*) + 9 (&, 0; &* 0"), 


laBt sich fiir unseren Fall in expliziter, wenn auch etwas komplizierter 
Form vermittelst elliptischer Funktionen darstellen.*) Gehen wir nun 
von unserem Rechtecke zu benachbarten iiber, indem wir a durch 
a(1+ 6) ersetzen, so kann man durch Potenzreihenentwicklung der 
Formel fiir G(&, 4; &*,*) zeigen, daB G(E, 7; &*,7*) eine analytische 
Funktion von o ist, daraus folgt aber, daB auch die Koeffizienten**) 
6, von 4 in 6(A) analytische Funktionen von o sind. Dasselbe gilt 
dann aber, da 6(4) gleichmiBig konvergiert, von jeder gerade ins Auge 
gefaBten endlichen Wurzel 4 von 6(4)=0, und es folgt der Satz, daB, 
wenn 0(A) =0 eine m-fache Wurzel 4™ hat, (4) fiir geniigend kleine 
Werte von 6 m benachbarte Wurzeln zu 4™ hat, die, ebenso wie die zu 
ihnen gehérigen Eigenfunktionen, sich als Potenzreihen in bezug auf 6 
darstellen lassen. Der Konvergenzbereich dieser Reihen ist natiirlich von 
dem Anfangswert 4”) abhiingig, und es kann vorkommen, dab, wenn 
wir 6 geeignet verindern, eine solche Wurzel in das Unendliche wiichst, 
wobei dann die dazugehérige Eigenfunktion verloren geht. Wenn also 
auch in einem Falle alle Eigenfunktionen sich beispielshalber als Lamé- 
sche Produkte bestimmen lassen, so diirfen wir nicht ohne weiteres 
schlieBen, daB dieses nun fiir alle anderen Rechtecke auch der Fall sein 
mu, denn wir diirfen zunichst die Méglichkeit nicht aus dem Auge lassen, 
daB gerade in dem betrachteten Spezialfalle alle anderen Eigenfunktionen 
verloren gegangen sein kénnten. Und in der Tat werden wir im folgenden 
auch auf solche Fille stoBen, in denen Eigenwerte verloren gehen, beziig- 
lich gewonnen werden. Es kommt also darauf an, zu zeigen, dab bei 
der vorliegenden Fragestellung in allen Fiillen die bekannten Eigen- 
funktionen alle erschépfen. Die bekannten Eigenfunktionen lassen sich 
nun in der Form E’(u)- E”(v) darstellen und zwar ist 


(17) o* —— (ae? + BE; 


wobei z= beziiglich », t=£ bez. yi ist. Um mit der Literatur in 

volle Ubereinstimmung zu kommen, setzen wir z?= z,; ferner wahlt man 

E’(u,) = 0, BE” (v,) = 0 und bestimmt 4 und B so, dab 

(18) Eth i, B)=0, 
E” (v,; 4, B) = 0. 


*) Harnack, Theorie des logarithmischen Potentials, 8. 78. 
**) Hilbert, 1. c. 8S. 58. 
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Das Oszillationstheorem zeigt dann, daB man zu jedem Wertepaare 
m,” A und B auf eine und nur auf eine Weise so bestimmen kann, daB 
E’(u) m mal, E”’{v) n mal in dem betreffenden Intervalle verschwindet. 

Ein einfacher Fall, in welchem diese Eigenfunktionen alle méglichen 
erschépfen, ist der Kugeloktant. Wenn wir nimlich diesen Bereich an 
den ihn begrenzenden Kreisen spiegeln, bleibt die Differentialgleichung 
unverandert, es folgt also: Die Eigenfunktionen fiir den Kugeloktanten, 
welche auf der Begrenzung verschwinden, sind unter den vorher be- 
sprochenen Eigenfunktionen enthalten, welche sich auf der ganzen Kugel 
regular verhalten, und es folgt in diesem Falle leicht, daB die durch das 
Oszillationstheorem gelieferten Eigenfunktionen alle méglichen erschépfen. 
Um nun auf andere Rechtecke tibergehen zu kénnen, beniitzen wir folgen- 
den wichtigen Satz, den wir im nichsten Paragraphen beweisen wollen: 
Wenn wir eine Rechteckseite nach auBen verschieben, so nimmt ein jedes 
gerade ins Auge gefaBte 1 ab; jedenfalls nimmt es nie zu. Nun mub A 
immer gréBer sein als Null. Wenn wir also fiir ein Rechteck im Inneren 
des Oktanten Eigenwerte hiitten, zu denen Eigenfunktionen gehéren, die 
von den Laméschen Produkten wesentlich verschieden, d. h. linear unab- 
hangig sind, so hiitten diese Eigenwerte auch fiir den Oktanten einen 
endlichen Wert und wir hiatten fiir den Oktanten Eigenfunktionen, die von 
den Laméschen Produkten wesentlich verschieden sind, was nach obigem 
nicht der Fall ist. Damit ist gezeigt, daB die Laméschen Produkte alle 
Eigenfunktionen erschépfen, die zu Rechtecken gehéren, die kleiner sind 
als der Oktant, und es gilt ein dem obigen analoges Entwicklungstheorem. 


§ 3. “ 
Einige Sitze tiber Eigenwerte. 

Wir haben im letzten Paragraphen den Satz erwihnt, daB die Eigen- 
fanktionen analytische Funktionen des Verschiebungsparameters sind, wenn 
wir dem Punkte £7 des 1. Recht- 

7 ecks den Punkt §(1+ 6), 7 
zuordnen (vergl. Fig. 1). Des- 
gleichen folgt aus einem all- 
gemeinen Satze der Integral- 
gleichungen, daB unsere Eigen- 
funktionen im Inneren beliebig 
oft differenzierbar und eben- 
so auch auf dem Rande nach 
der Normalen stetig differen- 
zierbar sind. Auf den Beweis 
dieses Satzes komme ich bei 


te 
EN 
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anderer Gelegenheit zuriick; er liBt sich mit elementaren Hilfsmitteln 
fiihren. 


Sei nun: 
2 2 
(19) Spt Fat A@—v)u— LW) + ae —o)u =o. 


Dann hat man: 


(20) f(t —uL@)) dédy =f (w ct «) ds. 


Dabei ist das linke Integral tiber das geradlinige Rechteck in der £y- 
Ebene zu nehmen, das rechte Integral iiber die Randlinien; oe phe 
bedeuten die Ableitungen nach der in das Innere gerichteten Normalen. u ver- 
schwindet auf dem Rande des kleineren Rechtecks, » auf dem des daraus 
durch Verschiebung entstandenen. Wir umgeben die Nulllinien*) von 
wu und wv mit Streifen, so daB auBerhalb derselben u und wv dasselbe Vor- 
zeichen haben. Wenn o klein genug gewihlt wird, kénnen diese Streifen 
beliebig schmal gemacht werden. v gehére nun zum Eigenwerte 2’. Dann 
hat man 


—(A— 24’) J vu (u — v)dédy = — fos ds, 


v(& 4) =u (i 1) + o*u, (& 1); 


u (Eg, 2) = uC, 0) + ouQ(E, 0) = oy En), 


wenn §, 4 auf der Rechteckseite AD liegt. Ferner ist noch 
A=’ + 0%4, + OF4,+--. 


Also hat man: 


= ora f(a —v)dtdn+---——o" fue" de — of fine ds. 


Nun ist entweder 4’=41 oder 4,+0; dann aber ist entweder « oder 
B=y,. Sei z B. «< #; dann ist entweder « = y,; oder 


fs c“ ds =0, und y,= 8. 
Nehmen wir z. B. den ersten Fall, dann ist 


A, few — v)dédy =f», a "14 | he ds + 6; 


die linke Seite hat einen endlichen, von Null verschiedenen Wert, die 
rechte Seite ist ihr gleich, abgesehen von GréBen «, die mit o beliebig klein 
werden. AufSerhalb der Streifen hat die eckige Klammer dasselbe Zeichen 


*) Mit Ausnahme des Randes. 
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wie 2“; da wir die Streifen beliebig verkleinern kénnen, so folgt, daB die 
on? 


rechte Seite >0O wird fiir sehr kleine o, also ist auch 4,>0, ’’< 2. 
A nimmt also mit wachsendem Bereiche immer ab. 

Es soll nebenbei bemerkt werden, daB dieser Satz durch dieselben 
geometrisch-physikalischen Anschauungen evident wird, wie das Kleinsche 
Oszillationstheorem*), jedoch nur fiir die dabei auftretenden Eigenfunk- 
tionen, wihrend der obige analytische Beweis zeigt, daB der Satz fiir 
alle iiberhaupt miéglichen LEigenfunktionen gilt, woraus dann erst aus 
den Untersuchungen des letzten Paragraphen folgt, daB die durch das 
Oszillationstheorem gelieferten Eigenfunktionen eben alle méglichen sind. 

Um uns also den Satz nachtriglich noch plausibel zu machen, gehen wir 
aus von: 

(1) SFY —— (ul + BE(n); ¢ i = (vi + B)E"(v). 

Dann erhalt man fiir die Oszilla- 
tionszahlen m,n zwei Hiillkurven, 
welche uns Fig. 2 schematisch zeigt. 
Diese Kurven sind eingehiillt von den 
Geraden: y= wi+ B bez. y=vi+B, 
die beiden gemeinsame Tangente liefert 
das zu m,n gehérige Wertepaar 4, B. 
Wird nun eine Rechteckseite nach 
auBen verschoben, so riickt entweder 
die untere Hiillkurve nach oben oder 
die obere Hiillkurve nach unten, ge- 
rade wie bei einer Verkleinerung der 
Oszillationszahlen m beziiglich n**); 
in beiden Fallen wird die gemeinsame 
Tangente flacher liegen als vorher, 
d. h. 4 nimmt ab. 

Wir behandeln einen anderen Fall. Wir lassen das Rechteck fest 
und betrachten die — 


(22) fs + Gat [— HG, 1) + Au») If = 0 








Fig. 2. 


Es sei k*(&, 4) tiberall positiv, O0<r<1. Dann ist die zu 
a é 
(23) oh + £4 — (En) —0 


*) Eine ausfihrliche Darstellung davon siehe Bocher 1. c. 8. 120, das dort Ge- 
brachte wird als bekannt vorausgesetzt. 
**) Das letztere siehe Bécher S. 128. 
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gehérige Greensche Funktion, die bekanntlich in diesem Falle immer 
existiert, eine analytische Funktion von t, was man wie oben vermittelst 
der Theorie der Integralgleichungen leicht zeigt, und es folgt dasselbe 
fir die Eigenwerte 4 und die dazu gehérigen Eigenfunktionen. Wir 
setzen t= tT, + @ und es sei a >; ferner sei 


(24) A=mAgt ably te-+, U =U + au +---, 

wobei u, die zu einem beliebigen Wertepaar A, und 1,, u, die zu A und t 
gehérige Eigenfunktion von (22) ist. Dann folgt: 

(25) « fk2(En)ujtd&dy — etd, [(u — v)uedédn = 0, 


also ist g@=1; 4, >0. Wir haben also den fiir die Verwertung der im 
nichsten Paragraphen eingefiihrten Normalgleichung fundamentalen Satz: 
I. Wenn in der Differentialgleichung 


(22) fe t Fat [— hE, 1) + A(u— v= 0 


das 1. Glied in der eckigen Klammer verkleinert wird, wéichst i. 
Wir beweisen noch einen andern Satz. Sei 


(26) oh + £4 + ak. (En)f = 0, 
wobei k,(&, 7) eine Funktion ist, die immer positiv sein soll und reguliir 
in bezug auf a, sowie auch der Kiirze wegen in bezug auf £ und y. Sei 
y(&, 4; &*y*) die Greensche Funktion fiir cf ~ as =0, so ist die zu 
unserer Gleichung gehérige Integralgleichung 

FE, 1) = 9(En) + afr 03 S*y*) h(E y*)p(&, u*) db dy*, 


also ist der Kern eine analytische Funktion von « und dasselbe gilt von 
den Eigenwerten und den dazu gehérigen Eigenfunktionen. Es ist also 


K(6, 0) = ko(En) + aky(En) +--+ 
A=Agt aA +---> u=Uy + ofut+-:--, 
wenn u, die zu 4, und ky, u, die zu 4 und k, gehérige Eigenfunktion 
von (26) ist, und wir finden: 
thy [ugrke(En)déay + oA f uth, (§n)dbdn = 0. 


Ist nun tiberall &,(E, 7) > 0, so folgt, da 4>0 ist, daB 4, < 0 ist. 
Wir haben also den Satz: 





Ex Hix. 
IL. Wird in der Differentialgleichung: 
(26) Sh+F4 + ak,(En)f—0 


k,(&,) vergriéBert, so nimmt i ab. 


§ 4. 
Aufstellung einer Normalform, auf welche die vorkommenden 
Differentialgleichungen zuriickgefiihrt werden kénnen. 


Wir gehen jetzt zu der Untersuchung der Differentialgleichung tiber: 


az oe 
(27) oh +54 + auf = 0. 


Wir versuchen, diese Gleichung durch Funktionen zu integrieren, die 
die Form u(§)v(y) haben. Wir finden dann: 


(28) nD + (au + B)u(f) = 0. 


(29) ee") _ Bo(y) = 0. 


on 

Als Randbedingungen nehmen wir wieder die des Verschwindens auf 
dem Rande. Die Eigenfunktionen von (29) lassen sich dann sofort als 
einfache trigonometrische Funktionen angeben, die Eigenwerte B sind da- 
durch vollig bestimmt und zwar so, daB man in (28) zu jedem Eigen- 
werte B von (29) 4 auf unendlich viele Weisen so bestimmen kann, dab 
man Eigenlésungen von (28) erhiilt. 

Sei nun f(u,v) eine Funktion, die der Einfachheit halber als beliebig 


oft nach mw und y differenzierbar angenommen wird. Dann ist 


an 


(30) f(u, v) = >" a,v,(n); 


‘ a=l 
wobei 


(31) a, =f Fu v)v,(4)4an; 


a, ist also noch abhangig von uw und nach den Voraussetzungen tiber 
f(u, v) in eine Reihe*) nach Eigenfunktionen von (28) entwickelbar, wenn 
man in (28) B durch B, ersetzt. Wir finden dann: 


(32) (u, ») = > >” fF, v)r9 (1) thy n(8) AEA - 047) yn(€)s 


eine Reihe, die absolut und gleichmiibig konvergiert und welche wir 


*) Hilbert 1. c. S. 226. 
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also beliebig umordnen kénnen. Da v,(y)u,,,(§) auch Eigenfunktionen 
von (27) sind, da ferner nach dem in Fourierscher Weise gebildeten 
Koeffizientengesetze gleichmiBig konvergierende Nullentwicklungen un- 
méglich sind, so folgt noch bei geeigneter Spezialisierung von /(u, v), 
daB (27) tiberhaupt keine wesentlich anderen Eigenfunktionen haben kann. 
Es folgt also der Satz: 

Ill. Alle Eigenfunktionen der Normalgleichung 


o? az 
(27) tat 54+ Auf = 0 


lassen sich durch das Oszillationstheorem bestimmen. 
Wir kénnen aber jetzt leicht diesen Satz auf die Eigenfunktionen der 
Gleichung 


a2 oe? 
(33) Fat S54 Au —»)f—0 


iibertragen. In der Tat, wir setzen up —v=—u+a—yv—ay; und fihren 
den Parameter o ein, so dab wir erhalten: 


a2 2 2 2 

(84) Fh4+ 54 + at a—owta)f—0— 75+ 24 + aw—ov/f. 

Wir richten a so ein, daB »-+ a> 0; dann nehmen nach dem II. Satze 
des § 3 die A, welche immer 
reell und gréBer als Null sind, mit | 
wachsendem 6 zu; ein fiir o=0 
unendlicher Eigenwert ist also 
auch fiir «6=1 unendlich; (33) 
kann also keine anderen Eigen- 
funktionen haben, als die durch 
das Oszillationstheorem  geliefer- 
ten. 

Von (33) gehen wir schlieBlich 
tiber auf: 











Fig. 3. 


(35) oh + S45 + [—eu—') + Au —v)] f= 0. 


Nach Satz I des § 3 nimmt 4 mit wachsendem g zu und wir haben 
den grundlegenden Satz: 


IV. Alle Eigenfunktionen der Differentialgleichung: 
: : 2 
(36) fi + $5 + [-e@'—v*) + Au—v)]f=-0 
lassen sich durch das Kleinsche Oszillationstheorem bestimmen. 
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Wir wollen jetzt noch die verschiedenen oben erwihnten Oszillations- 
theoreme durch Zeichnungen erdrtern. In Fig. 3 ist t, die sich aus dem 
Kleinschen Oszillations- 
r theorem fiir o=—1 zw 

(34) ergebende gemein- 
same Tangente der beiden 
Kurven. Fiir 6 <1 er- 
halt man jedoch 2 ver- 
schiedene Tangenten an 
beide Kurven, die sich auf 
der y-Achse schneiden, fiir 
o=0 t,undt,. Fig 4 
entspricht dem vorher 
vermiedenen Falle u > 0, 
v<0. Bewegt man die y-Achse nach rechts, so zeigt Fig. 5, daB man 
statt der einen Tangente t', zwei Tangenten t’, und t”, erhilt, also statt 
des Tangentenpaares t,,t, zwei Paare t,,t’,, und t,,t’,. Das bedeutet 
einen Gewinn von Eigenwerten. Fig. 5 fiihrt bei der analytischen Unter- 











Pig. 4. 














ai 


Fig. 5. 


suchung auf die von Herrn Professor Hilbert in seinen Vorlesungen be- 


handelten Integralgleichungen 3. Art. Alle diese Fille bestitigen unsere 
Satze tiber die Eigenwerte. 
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§ 5. 
Die Integration der Potentialgleichung a + - + a =( fir ein 
ven sechs konfokalen Flichen 2. Ordnung begrenztes Gebiet. 
Ausdehnung auf Zyklidensechsflache. 


Wir haben jetzt nur noch das in der Literatur gegebene Formel- 
material fiir unser Problem, welches von Herrn Prof. Klein*) in dem in der 
Einleitung auseinandergesetzten Sinne ausfiihrlich behandelt wurde, zu- 
sammenzustellen und umzuformen, um die Sitze des § 4 anwenden zu 
k6nnen. 

Es sei in einem rechtwinkligen Koordinatensysteme: 

















wobei wir nebenstehendes Schema zugrunde legen, in welchem die Zahlen 
die Indizes der e bedeuten. 





Statt der Potentialfunktion fiihrt man die Potentialform ein: 


(37) V(u, », 0.) = Ve,— 4) —) (0 — &) ¥(u, », @)- 
Setzt man nun 








du 
d —_= a we S 
é 2V(e, —u)*(e,—# (u—e)(u—e)’ 


dy= ; dy , 
2V(e, —»)*(@ —») (—»)(»—4e) 








de 
d 8S — —————————E—E eS 
¢ 2V(e — e,)*(e —¢) (@ — &) (e— 4)’ 
ties dt ; 
2 («© —e,)* (© — ee) (©§ —&) (& — é) 








*) Klein, Annalen Bd. 18. Unsere Bezeichnung ist analog der von Bocher fiir 
das Zyklidensechsflach beniitzten, das in der allgemeinen Theorie auftretende e, 
fallt hier mit e, zusammen, welches doppelt zihlt. 


4* 





52 Ev His. 


so geht die i ait fiber in 
(e—») 5 oe +(u— e) 5 % + (v—p) 


penmemne—pl? ip sus octiahdens 


wobei =’ (e;) = 2e, + e, +e, + @; ist. 

Die Gleichung (39) bleibt bekanntlich unveriindert, wenn man die zu- 
grunde gelegte Fliche durch eine beliebige Kreisverwandtschaft trans- 
formiert. 

Wir haben dann als Aufgabe, eine Potentialform zu bestimmen, 
welche auf fiinf Flichen verschwindet, auf der sechsten vorgegebene 
Werte*) annimmt. 

Wir zerlegen versuchsweise w(u, v, 9) in Faktoren, E(u), E’(v), Eo), 
wobei dann 


(39) 


@eE 


(40) ae =(- 242 2'(e)e*4+ Ar +B]E, 


wenn t = u,v, @ ist. 
Sei die sechste Fliche 9 = gy, ° bilden wir die Gleichung: 


(41) $64 544+[-F—w) +4 2eut—o) + Au») | f= 0, 


welche durch E(u) - E’(v) befriedigt wird. Setzen wir, was immer er- 
laubt ist, 2e;=—0, so hat unsere Gleichung die Form (35) und die 
E(u)- E’(v) erschépfen alle Eigenfunktionen von (41). Man kann also 
jede zweimal stetig differenzierbare Funktion f(u, v), welche die Rand- 
bedingungen erfiillt, in eine Reihe nach Laméschen Produkten entwickeln. 
Um dieses Resultat auf die anderen Fille ausdehnen zu kénnen, ist 
wesentlich, daB auch hier die € entsprechende GréBe die Form it, die y 
entsprechende die Form t hat. Anderenfalls kénnte man sich wohl da- 
durch helfen, daB man B das eine Mal durch — B ersetzt. Allein wir 
kénnen die obige Forderung immer erreichen auf Grund folgenden Satzes.**) 
Unsere Fliichenschar geht, abgesehen von einer Kreisverwandtschaft, in 
sich tiber, wenn man statt r 5 statt e, sare setzt. Unter Zu- 
grundelegung dieses Satzes wiihlen wir fiir das zweischalige Hyperboloid 
das Schema: 
IL 
a 
i 3 4 





*) Auf den Fall, daB die vorgegebenen Werte auf dem Rande verschwinden, 
148t sich der allgemeine Fall durch wiederholte Anwendung des Verfahrens bringen. 
**) Klein bei Bécher, 8. 58. 
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wobei die w-Schar zweischalige Hyperboloide, die v-Schar einschalige 
Hyperboloide, die g-Schar Ellipsoide darstellt. Um die einschaligen Hyper- 
boloide auszuzeichnen, wihlen wir das Schema: 


Wl 
4 # 4. 4 4 
+ + ' ' 
4 5 1 3 





Bei dem Zyklidensechsflach geht die Untersuchung analog, man hat 
nur statt des doppelt zu ziahlenden e, je einfach zihlend e, und e, ein- 
zufihren, die auch konjugiert imaginaér sein kénnen. Fiir alle diese 
Falle gilt also der Satz: Sei f(u,v) eine zweimal stetig differenzierbare 
Funktion, welche auf dem Rande des Rechtecks verschwindet. Das Rechteck 
liege auf der Fliche 9=r,. Dann konvergiert die Reihe: 


(uy ») = >” >+ Am» Ein (%2) Em x(t) Ein,n(2); 
1 1 
absolut und gleichmaBig, wobei 
- E,, E dgd 
(42) B,, _ SILO =F) Emu Em n(O)AE an Ann B24 (r). 
SI @— (Ee, Be, 0) db dy 
Wir bilden daraus die Reihe: 


LS G= MH Enn WE, »*)dé dn 
o- >} > - 


E™ (rs) f fe—» (Bn, WE, ,@)) aban 
Er,» (u) Emm,n (v) Em,» (@)- 
Wir gehen nun voriibergehend zu der Potentialfunktion V zuriick, 
indem wir die linke und rechte Seite mit einem Faktor multiplizieren, 
der im allgemeinen die Form*) hat: 


S&S 
R, 


Vs e; “ 


wobei wir uns das System so eingerichtet denken, daB der Faktor inner- 

halb des Gebietes einen endlichen Wert hat, der von Null verschieden 

ist. Es sind dann alle Bedingungen des Harnackschen Satzes**) erfiillt, 

und es folgt, daB die durch die Reihe dargestellte Funktion im Inneren der 

Potentialgeichung AV = 0 geniigt und gleichmiBig in die Randwerte tiber- 

geht. Analog verhilt sich die Sache in den anderen fiinf Einzelproblemen. 
_ Augsburg, Juli 1905. 


*) Vergl. wegen der Bez ‘chnung Bocher, S. 146. 
**) Berichte der Sachs. Ges. 1886. 
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Sulla risoluzione apiristica delle congruenze binomie secondo 
un modulo primo. 


Di 


Micuete Creoiia a Palermo. 


1. Il problema che ci proponiamo di risolvere nella presente nota, 
@ il seguente: Data una congruenza binomia 
(1) x*=a (mod. p), 
essendo p un numero primo dispari ed a un numero intero arbitrario non 
divisibile per p, determinare un polinomio in a, che fornisca una soluzione 
della congruenza (1) per ogni residuo n-ico del modulo p. 

La questione risoluta da recente per il caso in cui » sia una potenza 
di 2*) non @ stata finora trattata in generale. 

Si pud supporre, senza ledere la generalita, che il grado m della con- 
gruenza (1) sia un divisore di p—1, nel quale caso perché la (1) sia 
possibile occorre e basta che sia 

p-l 
(2) a" =1 (mod. p). 
Diremo che un polinomio della forma 


(3) A, + A,a + Aja? +--+ + Ap- a 


1 


@ una soluzione apiristica della (1), quando, per ogni numero a@ soddis- 
facente alla condizione (2), esso @ una soluzione della congruenza (1). 


*) Tonelli, Rend. della R. Acc. dei Lincei, a. 1892, 1° sem., p. 116; a. 1898, 
1° sem., p. 259. Si veggano anche le nostre note nel Rend. della R. Acc. di Napoli, 
a. 1908, fasc. 5°; a. 1904, fasc. 3° e 4°; a. 1905, fase. 1° e fase. 5°. — Per il caso di 
m = 2 una formola non diversa da quella da noi comunicata alla R. Accademia di 
Napoli (Rendiconti, fasc. 1°, gennaio 1905; v. formola (8) della presente nota) hanno 
dato in questi »Annalen¢ (v. 62, p. 409—412) i Sigg. Tamarkine e Friedmann. 
Anche per questo caso noi qui daremo formole molto pit vantaggiose. — Per la lettera- 
tura sulla teoria delle congruenze si vegga la nostra monografia: Theoria de congruen- 
tias intra numeros integro, Revue de Math., publiée par G. Peano, Torino 1905. 
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La determinazione dei coefficienti A, di una soluzione apiristica @ 
fondata sul seguente concetto. 

2. In un sistema completo di resti secondo il modolo p, possono 
scegliersi pot numeri, e non pid, le cui potenze n'™* siano tutte incon- 
grue fra loro (mod. p): un tal sistema lo diremo un sistema completo di 
ni™ grado (mod. p). 

Per determinare un sistema completo di n'™° grado distribuiamo in 
quadro i numeri di un sistema completo di resti (mod. p), (i quali for- 
mano un gruppo secondo il modolo p) rispetto ai numeri 


(A) 1, M1» Yas ***» Ynaay 
formanti un sistema completo (gruppo) di soluzioni deila congruenza 


(4) x" =1 (mod. p), 
nella maniera seguente: 


1, V2) 
a, a V1» M,7e,°** 
as, M3 V1 As Yq) ° 


game, 





ent 69 at Fee Get. 
E chiaro che per ottenere un sistema completo di n'™° grado bastera 
scegliere un numero e uno solo di ciascuna riga del quadro B. Ne ri- 
, = 
sulta anche che in un sistema completo di resti (mod. p), esistono n “ 
sistemi completi di n'™° grado. 
Per n = 2, risulta subito che i numeri 


. p-—1 
(C) 1, 2, 3, al a 7a 


formano un sistema completo di 2° grado, qualunque sia p. 

3. Qual parte rappresentino i numeri di un sistema completo di n'™ 
grado nella risoluzione delle congruenze binomie di grado n, apparisce 
subito dal seguente teorema fondamentale: 

Se i numeri 
(D) "12 "a9 °° *y Tp-1 


formano un sistema completo di n'™ grado (mod. p), posto 
(5) A,=—n (n-" Ss ie 2-1 ) (mod. p), 
a polinomio 
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p-l 


-1 
(6) A, + 4a + Aya?+---+A,-1 a" 


é una soluzione apiristica della congruenza binomia (1). Inoltre, per ogni 
a residuo n-ico di p, esso é@ congruo all’ associato*) di quel numero del 
sistema (D) che soddisfa alla congruenza 
“= - (mod. p). 
Sia r, quel numero del sistema (D) che verifica la (1) e poniamo 


-1 
ant 


x = >’ A,a* (mod. p). 
k=0 
Per Vipotesi (5) si ha 


h=1 

Quando h percorre il sistema degl’ indici 1, 2, 3, ---, e—! , il pro- 
dotto rr, percorre un sistema completo di n'™° grado, e incontrera quindi 
uno e un sol numero fh, tale che sia 

(Tos, )" =1 (mod. p). 

Per tal valore h, si ha 
(To J *— 1 
(ToT%,) — 1 
mentre i termini della somma (7), corrispondenti agli altri valori di h, 
sono divisibili per p, onde si ottiene 


1 —1 
", a’ = ss — (mod. P), 


oe 
= (mod. p). 


Innalzando ambo i membri di questa congruenza a potenza n'™, si 
ottiene 
£o" =a (mod. p). 


Il teorema @ dunque dimostrato. 


*) Due numeri «, a, si dicono associati (mod. p), quando sia aa, = 1 (mod. p). 


L’associato di un numero a + 0 (mod. p) si indica anche con < (Gauss). 
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4. Per »=2, indicando con s, la somma delle potenze r'™* dei 
numeri del sistema (C), si ottiene la seguente soluzione apiristica della 
congruenza binomia quadratica: 


p-3 


(8) 4=-2 i: + s,a+ s,a7+ s,a8+---+ eee (mod. p). 


Se poi s’introducono i numeri B, di Bernoulli, definiti dall’ egua- 
glianza simbolica 


(B+1y—-BPe=r, 
osservando che, per note proprieté di questi numeri, si ha 


pete. + PZ) =—2(1—-4,) oH (mod. p), 


la (8) si esprimera in modo elegante, ed introducendo i numeri di Ge- 
noechi G, = (2° — 1)B_,, i quali sono interi, si potra dire in forma con- 
cisa che lo sviluppo simbolico secondo le potenze di Ya dell’ espressione 


4 log (1 — ; @Va)+Va, 


arrestato alla potenza di esponente p—1, é wna solusione apiristica della 
congruenza binomia quadratica. 

5. Col teorema del n. 3 si pud dire risoluta la questione di trovare 
una soluzione apiristica di una congruenza binomia, anzi, potendo ricon- 
dursi la risoluzione di una congruenza binomia qualunque a quella di 
congruenze binomie di grado primo, pud anche dirsi che per risolvere col 
nostro metodo una congruenza binomia qualunque non occorrono tentativi. 
Difatti, quando » @ primo, le soluzioni della congruenza (4), che servono 
alla costruzione di un sistema completo di n'™° grado, sono tutte, tranne 
quelle congrue a 1, le soluzioni della congruenza 


-14 gr-984...4+74+1=0 (mod. p), 


che @ riducibile a congruenze binomie di grado inferiore a n. 

In pratica perd il metodo riesce assai lungo e faticoso. Converra 
invece applicare le speciali formole di risoluzione dei nn. seguenti assai 
pid semplici nella forma, e sottomettersi alla determinazione per tentativi 
di aleuni elementi che in dette formole si trovano. 

6. E facile dimostrare che, decomposto p—1 in due fattori primi tra 


loro me ®—*, il primo dei quali sia multiplo din, se y e 8 sono due 
numeri appartenenti rispettivamente agli esponenti m e p—t secondo il 
modolo p, i numeri 
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formano un sistema completo di n'™ grado. 
Applicando allora il teorema del n. 3, si pud porre 


ee 1 1 
" ee (nk—1)— ne (nk—1) 
(y'd*y"'-1 = — 7 —3 ¢ . = i 


A,=—" D4 a 


nk 
r=0 s=0 7 tthe é “se 





-1 
" 


(mod. p), 
. bao p—i : 
donde segue, se @ nk=1 (mod. —): 


(nk —1) = 

ia ps 9 end 

A, =— nk , (mod. Pp), 
, = 


m 
e se non @ nk=1 (mod. ?=*): 
m 
A,=0 (mod. p). 
Ne risulta che se u é¢ una soluzione della congruenza 


— p32 
nk=1 (mod. =F 
Vespressione 


(9) 


é una soluzione apiristica della congruenza binomia di n'™ grado. 


Per applicare la (9) non occorre che la conoscenza di y. Giova poi 
osservare che essendo 


= 98 (n—1) = 
n 


1, v",? ae 7 


un sistema completo di soluzioni apiristiche della congruenza z"=1 (mod. p), 
da una soluzione della congruenza (1) potra dedursi un sistema completo 
di soluzioni di essa. 

Se » @ primo con 2—*, si pud assumere m =n, e dalla (9) si de- 
duce il risultato noto che se m é primo con P —* , & a una soluzione 
apiristica della congruenza x" =a (mod. p). 
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Se si assume m=p—1, e quindi «4 =0, si dedurra dalla (9) che 
se g & una radice primitiva di p, wna soluzione apiristica della congruenza 
binomia di n'™ grado é 


2-3 5 


( ca 1) adtaewies 
ad g 2 gene mh 1 
7. Liespressione (9) pud essere tuttavia semplificata nella forma 
quando si osservi che esiste sempre un numero y, appartenente all’ es- 
ponente m (mod. p), che verifichi la congruenza 
p-i 


a” =y (mod. p). 
Allora, mutando y in y, nella (9), e notando che, posto 
un—1l—=w»? — :. 
si ha 
(u+22—) n-1 ™ -»= 
71 =r", y=? (mod. p), 
risulta dalla (9) quest’ altra soluzione apiristica della congruenza binomia 
di n'™° grado 


2-3 


_ 
a0 rel) Sa. 
s=0 


8. La risoluzione di una congruenza binomia di grado n, (mod. p), 
si pud sempre ridurre alla risoluzione di congruenze binomie di grado 
primo. Ora se » @ un numero primo ed »” la massima potenza di n, 
che divide p — 1, essendo @ un non residuo »-ico qualunque di p, si pud 

e-: 
assumere y= @ ” (mod. p). 

La determinazione di un numero @ non presenta difficolté in pratica. 

In particolare, per » = 2, si ottiene che se @ ¢ un non residuo qua- 
dratico di p, una soluzione apiristica della congruenza binomia quadratica é 

‘ p+2—-1 wt «— 
(11 —.¢@ **" <___., 
(11) g-* > (2241) 2—* 
—— 7 —1 

Per esempio, se p @ della forma 8m + 5, si pud assumere w = 2, @ 
perd una soluzione apiristica della congruenza binomia quadratica, secondo 
un modulo p della forma 8m + 5, é 


p+3 pr p-1 p-1i 


(12) =a’ fp @ 41—(¢*_ 
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9. In pratica, per la determinazione delle soluzioni minime positive 
(radici) della congruenza binomia, converrd assumere per m il minimo 
valore possibile, cioé il prodotto delle potenze dei fattori primi di m, con 
quell’ esponente col quale entrano in p—1. Se u,v, w,--- sono i di- 
versi fattori primi di m, i quali entrano in p—1 alle potenze di grado 
r, 8, t,--+- rispettivamente, si determineranno i numeri @,, @,, @w, -- 
rispettivamente non residui u-ico, v-ico, w-ico, --- di p, e si assumera 


p-l 


: a, +++ (mod. p). 
Posto poi 


e=: 


a"= A, y—-1=4M", Y=N, M.=y***—1 (mod. p), 
i numeri J, si otterranno con la relazione ricorrente 
M, = N(M,-1+1)—1 (mod. p). 

Indicando poi con M il minimo comune multiplo dei numeri 


M,, M,, M,, =f ae Mn _» 


e con M Iassociato di M secondo il modolo p, posto 


la (10) assumera la forma 


* @ [(M, + 1)*- 


dalla quale si otterranno le soluzioni minime positive con facile calcolo. 
10. Per applicare il metodo ad un esempio, determiniamo una solu- 
zione apiristica della congruenza 


z*=a (mod. 73). 


Possiamo assumere m= 9, u = 3, »=1. Un non residuo cubico di 
73 @ 2. Infatti si ha 


2=8, 2=—9, 2=—72=1, 2%=8, 2*=—9 (mod. 73). 


Possiamo quindi porre 
y =2*=37 (mod. 73). 
Intanto si ha 
N=2*=—9, 
M,=7’ —1=2—-1=36, M,=-—9-37-1=- 22, 
M,=9-41—1=3 (mod. 73). 
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Il minimo comune multiplo dei numeri 36, 42, 3 @ M = 252 e il 
suo associato @ congruo a 31 (mod. 73). Onde si ha 


M M =z 
0= 7 UH7-31=-2, 1=y iu — 6-31 = 33, 


U, = a M =—24 (mod. 73). 


Adunque una soluzione apiristica della congruenza data é 
21a*(— 2 + 33a* — 24a"). 


Per a= 7, essendo 7 un residuo cubico di 73, questa espressione, 

da subito come radice della congruenza z*=7 (mod. 73), il numero 13. 

Le altre due radici si ottengono prendendo i resti (mod. 73) dei prodotti 
= ‘ 

di questo numero per y" = 2%=—9Q, e per y " =8: esse sono 29 e 31. 


Palermo, marzo 1906. 








B. Muopziesowsx1. 


Uber aufeinander abwickelbare P-Flachen. 


Von 


B. Muiopziesowsk1 in Moskau. 


1. 


In seinen Arbeiten iiber Differentialgeometrie*) beschiftigte sich 
Peterson eingehend mit einer Kiasse von Flaicher, denen nachher A. VoB 
(Mathematische Annalen 39) den Namen P-Flichea beilegte. Sie werden 
durch die Eigenschaft gekennzeichnet, ein konjugiertes Liniensystem zu 
besitzen, dessen Linien zugleich Beriihrungslinien der der Flaiche um- 
beschriebenen Kegel und Zylinder sind. Solche Linien, lings deren eine 
Fliche von Kegeln oder Zylindern beriihrt wird, wollen wir nach Peterson 
konische resp. zylindrische Linien dieser Fliche nennen. Somit kénnen 
wir die P-Flachen als diejenigen Flichen erkliren, die ein konjugiertes 
System konischer oder zylindrischer Linien besitzen. 

Nehmen wir die Parameter der beiden Linienfamilien dieses Systems 
als GauBsche Koordinaten auf der P-Fliche an, so erhalten nach Peterson 
die Gleichungen dieser Fliiche die Form 

a+e b c 

(1) w= Ts) teat em ret, 
worin a, b, c, 1 Funktionen von u und «a, f, y, 4 Funktionen von » sind. 
Die Spitzen der Kegel, die die Flaiche lings der Linien u = const. be- 
riihren, haben die Koordinaten 

da db ae 

= =| = 

aoa? a 

du du du 

Ebenso hat man fiir die Koordinaten der Spitzen der Beriihrungs- 
kegel lings der Linien v == const. die Ausdriicke 

*) Zeitschrift der Moskauer Mathematischen Gesellschaft, Bd. I, Il und die 
Monographie ,,Uber Kurven und Flichen“ (Moskau u. Leipzig, 1868). Uber Peterson 
s. Stickel in Bibliotheca Mathematica, 3. Folge, Bd. IJ und meinen Aufsatz in den 
Annales de la Faculté des Sciences de Toulouse, 2. sér., t. V. 
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da dp dy 
dv dv dv 
di’? ai? ada 
dv dv dv 
, dl a. : . 
Verschwinden 7 und = identisch coder fiir bestimmte Werte von u 


und v, so gehen die entsprechenden Kegel in Zylinder iiber, deren Er- 
zeugende die Richtungen * : rid : rd resp. se gf ; an haben. Alle diese 
Beziehungen sind in der erwiahnten Arbeit von A. VoB angegeben. Bei- 
laufig sei bemerkt, dab die Form der Gl. (1) die geometrisch evidente Tat- 
sache bestitigt, daB die Klasse der P-Flichen gegeniiber den kollinearen 
Transformationen des Raumes invariant ist. 

Es ist merkwiirdig, daB fast alle bedeutenden Ergebnisse, zu welchen 
Peterson auf dem Gebiete der Theorie der Biegung der Flichen gelangte, 
sich auf die Biegungen von P-Flichen beziehen. Aus einer Stelle seiner 
ersten russischen Abhandlung lat sich schlieBen, daB Peterson allgemeine 
Methoden fiir das Auffinden solcher Biegungen besaB, und daB diese 
Methoden in Verbindung mit seinen allgemeineren Untersuchungen tiber 
konforme Abbildung stehen; leider sind die beziiglichen Untersuchungen 
Petersons unveréffentlicht geblieb®n. 

Bei meinen Untersuchungen tiber die geometrischen Arbeiten Peter- 
sons ist es mir gelungen, die Frage nach den aufeinander abwickelbaren 
P-Filachen vollstindig zu beantworten. Da ich aber von der konformen 
Abbildung keinen Gebrauch mache, so vermute ich, daB meine Methode 
mit der Petersonschen nicht identisch ist. Ich will hier die von mir er- 
haltenen Resultate kurz darlegen, als Auszug aus meiner in der ,,Zeit- 
schrift der Moskauer Mathematischen Gesellschaft“, Bd. 24 veréffentlichten 
Arbeit. 

2. 


Die acht Funktionen a, -- -, 4, die in den Gl. (1) auftreten, lassen Ver- 
inderungen zu, bei welchen héchstens die Lage der entsprechenden 
P-Filache, nicht aber ihre Form sich andert. Wir kénnen namlich alle 
acht Funktionen mit einer Konstanten multiplizieren; dann kénnen wir 
zu jeder Funktion, z. B. zu a, eine beliebige Konstante hinzuzufiigen und 
zugleich dieselbe Konstante von der entsprechenden Funktion « abziehen. 
Diese beiden Transformationen sind ohne EinfluB weder auf die Form der 
P-Fiiche, noch auf ihre Lage. 

Ubt man ferner zwei gleiche orthogonale Substitutionen mit kon- 
stanten Parametern auf a, b,c und «, B, y aus, so entspricht das einer 
Drehung der Fliche um den Koordinatenanfang, eventuell verbunden mit 
einer Spiegelung an demselben. Fiigt man endlich zu den beiden Funk- 
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tionen eines Zihlers, z. B. a und a, die Glieder des Nenners 7 und 4, 
multipliziert mit einer Konstanten / hinzu, so entspricht das einer Ver- 
schiebung der Fliiche parallel der 4-Achse um die Lange k. 

Bei der Lésung der Frage nach den Biegungen einer Fliche diirfen 
wir die verschiedenen Lagen dieser Fliche als untereinander identisch an- 
sehen. Daher werden wir in die Gleichungen einer P-Fliche alle die 
Vereinfachungen einfiihren kénnen, die durch die hier aufgezihlten Trans- 
formationen erreichbar sind. 


3. 


Es ist leicht einzusehen, wie sich eine P-Flache gestaltet, wenn 
einige der in (1) auftretenden Funktionen sich in Konstanten verwandeln. 
Sind Zahler und Nenner in (1) durch eine homogene lineare Relation 
mit konstanten Koeffizienten verbunden, so geht die P-Fliche in eine 
Ebene iiber; das tritt speziell ein, wenn einer der Ziahler identisch ver- 
schwindet. Dieser Fall soll von unseren Betrachtungen ausgeschlossen 
werden. Wenn ferner eine der Funktionen, z. B. a, zu einer Konstanten 
wird, so kénnen wir diese Konstante zu @ hinzufiigen und a gleich Null 
setzen, so daB wir allen Funktionen im (1), die konstant sind, den Wert 
Null beilegen werden. 

Unter den P-Flaichen kénnen auch abwickelbare Linienfliichen vor- 
kommen und zwar nur Zylinder und Kegel. Nehmen wir die geradlinigen 
Erzeugenden einer solchen Fliche als Linien v = const. und wihlen 
im ersten Falle die z-Achse parallel den Erzeugenden des Zylinders, so 
verschwinden a, 6, 1; ebenso wenn im zweiten Falle der Koordinatenanfang 
in die Spitze des Kegels verlegt wird, verschwinden a, b,c. Fiihren wir 
eine Koordinatentransformation aus, so sehen wir, daB (1) eine abwickel- 
bare P-Flache darstellt, wenn zwischen a, b, c, 1 oder a, 8, y, 4 drei lineare 
homogene Relationen bestehen. Da die Biegungen der abwickelbaren 
Flaichen wohlbekannt sind, so werden wir diesen Fall von unserer Be- 
trachtung ausschlieBen. Wir wollen daher im folgenden voraussetzen, dab 
von den acht Funktionen in (1) héchstens nur je zwei Funktionen des- 
selben Arguments verschwinden, wobei auBerdem zwei zusammengehérige 
Funktionen, wie a und «, / und / nicht gleichzeitig verschwinden diirfen. 


4. 


Da auf einer P-Fliche die Linien (uv) und (v) ein konjugiertes System 
bilden, so geniigen die Ausdriicke fiir z, y, z in (1) der Gleichung 


ns a 
(2) ore 12) 0# 12) 0@ 


za. = _— = ° 
Cuce {4 ou 2)0v 





Aufeinander abwickelbare P-F lichen. 
Eine direkte Berechnung aus (1) liefert 


12 log (2 +4 12 log (+2 
(3) (ii--— t's ~ - 
woraus beiliufig folgt, daB Gl (2) fiir die P-Flichen gleiche Invarian- 
ten hat. 
Ersetzen wir in (3) die Christoffelschen Symbole durch ihre Aus- 
driicke in den Koeffizienten des Linienelements der P-Fliche, so bekommen 
wir nach einer einfachen Rechnung 


2 [EC + a") +2F0 +1) 4-0, 
a [G(U + a)*] + 2F (1 + 4) a 0. 


Daraus folgt, daB E, F’, G in der Form dargestellt werden kénnen 


a+1)-* an 1 _1 @N 
C= Fer Fo eet" ga 
wo N eine Funktion von u, v ist, die sich aus (1) leicht bestimmen laBt. 
Wir haben nimlich fiir eine P-Fliche 


E q | > (3) é Sate 


™ +a .. re ts. 
du ian 


di - d «\2 
G dv > (as) 6 Sato" | 
Cee a te ven 
L840 6du 
1 a S@+a) 


“20+ duoo t+.” 








wobei die Summenzeichen sich auf die drei Koordinaten erstrecken. Aus 
der Vergleichung dieser Formeln mit den vorangehenden kommt 


day? da)? 
(6) N= —— -{\72 du + 2 (i) | ; 
au dv 


Die Integrationskonstante ist hier ohne Bedeutung, da sie aus den 
Formeln (4) wegfiillt. 

Die Formeln (4)—(6) haben keinen Sinn, wenn / oder 4 zu Kon- 
stanten werden. Wenn wir jedoch diesen Fall als einen Grenzfall be- 
trachten, so sehen wir, daB die Formeln (5) auch hier bei dem Grenz- 
iibergange bestimmte Ausdriicke liefern, die mit den fiir diesen Fall direkt 
berechneten selbstverstindlich zusammenfallen. 


Mathematische Annalen. LXIII. 5 
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5. 


Wir gehen nunmehr zur Untersuchung tiber, ob eine P-Fliche sich 
in der Weise verbiegen lift, daB das konjugierte System konischer Linien 
(u), (v) nach dem Verbiegen konjugiert bleibt. Solche konjugierten Systeme, 
die auf zwei aufeinander abwickelbaren Filichen sich gegenseitig ent- 
sprechen, heiBen nach Peterson die Basis der Biegung. 

Es ist leicht einzusehen, dab, wenn bei einer Biegung der P-Flache 
das konjugierte konische System (u), (v) konjugiert bleibt, die Linien 
(u), (v) notwendig konisch resp. zylindrisch bleiben. In der Tat behilt 
Gl. (2) fiir alle aufeinander abwickelbaren Flachen dieselbe Form, da die 


Symbole ro : ts nur von den Koeffizienten des Linienelements ab- 


hingen; ersetzt man diese Symbole durch ihre Werte (3), so laBt sich 
(2) auf die Form bringen 
H*(PC+] _ 9 
Oudv I 
Hieraus folgt, daB die Gleichungen einer auf die Fliche (1) mit der 
Basis (u), (v) abwickelbaren Fliche folgende Form haben miissen 
a’ +a v+e +7 
(1’) ius > Ee es i 
wobei a’, b’, c’ neue Funktionen von u, a’, Bf’, y’ solche von v sind. Das 
sind aber Gleichungen einer neuen P-Flache, auf der die Linien (w), (v) 
wieder konisch oder zylindrisch bleiben. Soll also eine P-Fliche derart 
verbogen werden, da8 ihr konjugiertes System konischer Linien zur Basis 
der Biegung werde, so kann diese ihre Biegung nur eine P-Flache sein. 


6. 

Untersuchen wir, unter welchen Bedingungen (1) und (1’) zwei auf- 
einander abwickelbare P-Flichen darstellen. Zuvérderst bemerken wir, 
daB in diesen Gleichungen derselbe Nenner / + 4 auftritt. Wir bilden 
dann die Koeffizienten E’, F’, G’ des Linienelements der Fliache (1’) 


a 1 (és) 7 


du 


@ ate) 
~ +9 ou I+: 


E’ 

a 
ade a) @S@+e) 

ay -. °&xw« 

=_— 

F i a S@+e’) 
“2043 dude =T+a 


di 
G’ 
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Aus der Vergleichung von (5’) mit (5) kommen wir zu den folgenden 
Bedingungen fiir die Abwickelbarkeit zweier P-Flachen auf konischer 


Basis: 
a Soter- Serer D(H) - SG) 


Ou t+i4 








ror- Bese 2G 


a Sa+e*— S@+e) 
~— wa °7? 

Die letzte Gleichung braucht nicht beriicksichtigt zu werden, da sie aus 
den beiden ersten folgt; wir wollen sie jedoch im folgenden beibehalten. 
Schreibt man sie in der Form 

2 > -— Sz’ 
a” “Cs 0, 

so sieht man, daB sie aus dem bekannten Satze von Kénigs (Comptes 
Rendus, Bd. 116) folgt. 

Wir wollen die dritte Gleichung (7) in der Form schreiben 


(8) Za + aP— Za +aP=—(1+Aa\(m+y), 


wobei m eine Funktion von u, w eine Funktion von v ist. Alsdann er- 
halten die beiden ersten Gleichungen die Gestalt 


da\? da\? dl dm 
‘ SH-De-ae, 
‘ da\? d«\? did 
(as) ~ 2 (Ge) ~ Te ae 

Wir schlieBen hieraus: 

Um zwei aufeinander abwickelbare P-Flachen zu finden, muB man 
acht Funktionen von uw und ebenso viele Funktionen von v bestimmen, 
die den Gleichungen (8), (9) identisch gentigen. Die Gleichungen (1), (1’) 
stellen dann die beiden Fliachen dar. 

Die Gleichungen (7) gelten nur unter der Bedingung, dab / und 4 
keine Konstanten sind. Jedoch behalten die Gleichungen (8) und (9) 
auch in diesem Falle ihre Giiltigkeit; man kann sich davon entweder durch 
einen Grenziibergang oder durch direkte Rechnung tiberzeugen. 

Die Gleichungen (8), (9) geben zu einer interessanten Bemerkung An- 
lab. Da dieselben bei der Vertauschung von / mit m, 4 mit mw unver- 
aindert bleiben, so kénnen wir folgenden Satz aufstellen: 

. 5* 
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Sind zwei aufeinander abwickelbare P-Flichen gegeben, von denen 
die eine aus der anderen nicht durch Drehung um den Koordinatenanfang 
oder durch Spiegelung an demselben entstanden ist, so erhilt man zwei 
im allgemeinen neue aufeinander abwickelbare P-Flichen, indem man in 
den Gleichungen der gegebenen Flichen den Nenner / +4 durch m+ u 
ersetzt. 

Die hinzugefiigte Beschrinkung ist nétig, damit m+ u nicht iden- 
tisch verschwinde. 

Ubrigens tiberzeugt man sich durch eine einfache Rechnung, dab, 
wenn die beiden gegebenen P-Flichen zueinander kongruent oder sym- 
metrisch sind, dasselbe auch fiir die beiden abgeleiteten Flaichen eintritt. 
Entsteht dagegen das erste Flichenpaar durch eigentliche Biegung, so 
gilt dasselbe auch fiir das zweite Paar. 


7. 


Die Gleichungen (8), (9) kénnen auf eine symmetrischere Form 
gebracht werden. Zu diesem Zwecke fiihren wir je zwei neue Funktionen 
von « resp. v mittels der Gleichungen 
l=n’' +n, m=n' —n, 


(10) 


A=v+v, p=v —-v. 


ein. Dann gehen die Gleichungen (8), (9) iiber in 
Z(a + a)? + (n+ v)? = La’ +a)? + (n’ + v’)’, 


> (ae) + Gea) - (aa) + (ai) 
> (ae) + Ge) — S (ae) + (as) > 


oder kiirzer, wenn wir die Summenzeichen beiderseits auf alle vier Glieder 
erstrecken, in 


(11) D(a +a)? =— Z(a + a’)*, 
da\? da\? 
2 (an) = & (au) 
“YT (d a\? da'\? 
> (as) 7 > (as): 
Dies sind die Fundamentalgleichungen unseres Problems. 
Hat man ein Paar aufeinander abwickelbarer P-Flichen, so ent- 
spricht demselben eine Lisung der Gleichungen (11), (12). Hat man 


aber umgekehrt eine Lésung dieser Gleichungen, so kann man daraus 
nicht nur ein einziges Paar, sondern unendlich viele Paare aufeinander 


(12) 





Aufeinander abwickelbare P-Flichen. 69 


abwicke'barer P-Flichen ableiten. In der Tat, bringen wir alle Glieder 
jeder dieser Gleichungen auf die linke Seite, so bekommen wir drei ko- 
grediente 8-gliedrige quadratische Formen. Dieselben kénnen durch un- 
endlich viele lineare Substitutionen in sich selbst transformiert werden, 
wodurch neue Lésungen der Gleichungen (11), (12) entstehen, welche zu 
neuen Paaren aufeinander abwickelbarer P-Flaichen fiihren. 

Man soll jedoch nicht glauben, alle diese Flichenpaare seien von den 
urspriinglichen wesentlich verschieden. Wenn man z. B. das Vorzeichen 
eines der Glieder (a + «), (b+ 8), (c+ y) abindert, so entspricht dieser 
Substitution bloB die Spiegelung der ersten Fliiche an einer der Koordi- 
natenebenen. Anderen speziellen Substitutionen entsprechen Verschie- 
bungen und Drehungen einer oder beider Flichen. Unwesentlich ist ferner 
eine lineare Transformation von n+ v und »’ +’ mit der Determinante 
+1, weil durch dieselbe die beiden aufeinander abwickelbaren P-Flichen 
durch: zwei ihnen ihnliche ersetzt werden, indem der gemeinsame Nenner 
1+ A nur einen konstanten Faktor erhilt. 

Dagegen gibt der Zeichenwechsel von n+ yv oder n'+¥y im all- 
gemeinen eine wesentliche Verinderung der P-Flichen, indem dadurch 
1+4 mit m+ yp vertauscht wird. Ebenso werden die Flichen wesentlich 
verindert durch solche Transformationen, bei denen die ersten drei 
Glieder der beiden Seiten, z. B. a + a und a’ + a’, beteiligt sind. 


8, 


Wir haben in § 3 gesehen, daB, wenn in (1) zwischen den Funk- 
tionen a, b, c, 1 oder a, B, y, A mehr als zwei lineare Relationen bestehen, 
die entsprechende P-Fliche eine abwickelbare Fliche ist. Wir wollen 
jetzt untersuchen, unter welchen Bedingungen derselbe Umstand bei den 
Gleichungen (11), (12) auftritt. Dazu ist notwendig, daB diese Gleichungen 
bei jeder linearen Substitution nur solche Funktionen a---1, a@---Ad 
liefern, die durch mehr als zwei lineare Relationen verbunden sind. Dieser 
Umstand tritt aber sicher ein, wenn zwischen den acht Funktionen einer 
Art mindestens sechs lineare Relationen stattfinden. Wir wollen z. B. vor- 
aussetzen, daB die acht Funktionen a---m, a’---m’ sechs linearen Glei- 
chungen geniigen. Wenn wir aus diesen Gleichungen sechs Funktionen 
durch die zwei tibrigen ausdriicken und diese Ausdriicke in die erste Glei- 
chung (12) eintragen, so bekommen wir eine homogene quadratische Re- 
lation zwischen den Ableitungen dieser beiden Funktionen. Diese quadra- 
tische Relation la8t sich in zwei lineare auflésen und liefert dann nach 
dem Integrieren eine siebente lineare Relation zwischen den bdeiden Funk- 
tionen. Somit lassen sich alle acht Funktionen von w durch eine von 
denselben ausdriicken, in welchem Falle, wie in § 3 gezeigt worden ist, 
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die entsprechenden P-Flichen auf eine Ebene abwickelbar sind. Es zeigt 

sich sogar, daB dieser Umstand schon bei fiinf Relationen zwischen den 

acht Funktionen desselben Arguments eintritt, doch ist es mir bisher 

nicht gelungen, davon einen allgemeinen Beweis zu erbringen. Wir wollen 

daher auch die Méglichkeit von fiinf linearen Relationen voraussetzen. 
Differentiieren wir (11) nach « und v, so kommt 


da d« da d«& 
(13) BS" wee 


Erteilt man hier der Verinderlichen » verschiedene Werte, so ent- 


stehen zwischen den acht Ableitungen nach u, —3 vee ~ , ebensoviele lineare 


Relationen; in derselben Weise entstehen lineare Relationen zwischen 


gees, ae wenn wir « einzelne Werte beilegen. Man iiberzeugt sich 


leicht, daB die Gesamtanzahl der unabhingigen Relationen beidér Art 
gleich der Zahl der Glieder der vorstehenden Gleichung, d. h. gleich 8 
ist. Da mehr als fiinf Relationen einer Art sicher zu den auf die Ebene 
abwickelbaren P-Flaichen fiihren, welche wir von unserer Betrachtung 
ausgeschlossen haben, so bleiben nur noch zwei Méglichkeiten tibrig: Wir 
kénnen entweder je vier Relationen zwischen den Funktionen von u und 
denen von v haben, oder drei Relationen der einen Art und fiinf der 
anderen. Wegen der Gleichwertigkeit der beiden Parameter u und v 
kénnen wir im letzteren Falle annehmen, daB die Funktionen von u 
durch drei, die von v durch finf Relationen verbunden sind. 

Wir wollen zuerst den Fall betrachten, daB die Anzahl der Rela- 


tionen zwischen fo ee od gleich 4 ist. Wir schreiben dieselben in der 


Form 


da db de dn ,da , av , dc rdw 
Prdut haut au tau du TH aw tt de TS ae? 


(14) - kind ip de cet Sere Se 
d ,da 
Bagot =P ates, 
mit den 32 konstanten Koeffizienten p,, - - -, s,'. 
Wir setzen vorliufig voraus, daB diese vier Gleichungen in bezug auf 
dq av dé | a guflésbar sind. Betrachten wir dann die beiden 


D(a)» & (ae) 


quadratischen Formen 


und ersetzen in der zweiten die Ableitungen —d -++ durch ihre Ausdriicke 
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in - -++ aus (14), so erhalten wir zwei definite Formen in den niamlichen 


Veriinderlichen i see o- Diese beiden Formen kénnen bekanntlich durch 
eine reelle lineare Substitution in Summen von Quadraten verwandelt 
dA dB dC aN ‘ 

dn? du’ du? da bezeichnen 
wollen. Alsdann verwandeln sich die beiden Summen in 


Ce) (2+ 0+ Cay 


a A\? a By? acy: aN\? 
in? (aa) + hat (a) + 5 (Ge) +e (Ge) » 
wobei alle h reelle endliche Zahlen sind. Setzen wir 
dA dA’ dB dB’ dC dN dN’ 


werden, deren neue Argumente wir mit 


und 


dC 
5) AgQw a gwd Sana Maem ae? 


so nehmen die beiden Formen die Gestalt 
d A\? dA\? 
D (au) & (an) 
an. Fiihren wir dieselbe Transformation in Gl. (11), (12) aus, behalten aber 
statt A, A’--- die alten Bezeichnungen a, a’--- bei, so aindern diese Glei- 
chungen ihre Form nicht, da unsere Transformation die Quadratsummen 
auf den beiden Seiten in Quadratsummen iiberfiihrt. Die Gleichungen (14) 
werden aber durch die nachstehenden ersetzt 
} da da db av de dc dn adn 
‘du du? "du du? “Sdu~ du? “*du~ du’ 
Bisher hatten wir vorausgesetzt, daB Gl. (14) in bezug auf =. . ~ 


aufléshar ist. Sollte diese Bedingung in einzelnen Fiillen nicht erfillt 
sein, dann kénnen wir die Koeffizienten von (14) etwas abiandern und 
dann zu unserem Falle als zur Grenze tibergehen. Man sieht leicht ein, 
daB bei diesem Grenziibergange unsere orthogonale Substitution nie 
unméglich, sondern héchstens unbestimmt werden kann, in welchem Falle 
wir aus der unendlichen Menge méglicher Substitutionen eine beliebige 
auswihlen kénnen, um den linearen Relationen (14) die Form (16) zu 
geben. Der einzige Unterschied besteht darin, daB in diesem Falle 
einige von den Zahlen h,, ---, h, unendlich oder unbestimmt werden, was 


iibrigens fiir das Folgende gleichgiiltig ist. Wird z. B. in der Gleichung 
h, te = cd die GréBe h, unendlich, so ist die Gleichung durch - =0 


zu ersetzen; wird h, aber unbestimmt, so hat man die beiden Glsichungen 


da da’ 


(16) h h 
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Ist ferner die Anzahl der Gleichungen (14) bloB gleich 3, so kénnen 
wir denselben eine beliebige vierte lineare Gleichung hinzufiigen, die wir 
nach Ausfiihrung der orthogonalen Substitution wieder fallen lassen. 


9. 


Wir kénnen die Bedingungen (16) auf drei verschiedene Formen 
zuriickfiihren. Betrachten wir eine Relation 


da da 
(17) ot du’ 


so sind drei Falle zu unterscheiden, je nachdem der absolute Betrag von h 


S1 ist. Ist 2. B. |h|>1, so kénnen wir in (11), (12) statt (a + a) 
und (a + ning folgende Ausdriicke einsetzen 


Ta Mata)—W@ +e), GR slot) Me +e) 


wodurch my (11), (12) keine wesentliche dieiiee erleiden. Be- 
zeichnen wir aber diese Ausdriicke wieder mit (a + a), (a’ + a’), so nimmt 
unsere Relation (17) die einfache Form 

da 

7,70 
an. Ebenso verwandelt sich (17) bei |h|' <1 in 

da 

ia = ©. 

Ist endlich |h| = 1, so kénnen wir immer h = + 1 setzen, da wir in 
(11) nétigenfalls die Vorzeichen der einzelnen Glieder verindern kénnen. 
Somit kénnen die Bas og (16) zwischen den Ableitungen der acht 
Funktionen a, - ‘ nach « immer auf die drei Formen zuriickgefiihrt 
werden: ; : 
(18) B-% Bo BF 
Wir wollen nun voraussetzen, daB zwischen den Ableitungen der 

Funktionen a,---,n' tatsichlich eine gewisse Anzahl von Relationen von 
der Form (18) besteht. Fiihren wir diese in (13) ein, so bestehen keine 
weiteren linearen Beziehungen zwischen den iibrig gebliebenen Ableitungen 
nach u; es miissen daher die Koeffizienten dieser Ableitungen identisch 
verschwinden. Untersuchen wir, welche Beziehungen zwischen den Ab- 
eo nach v daraus entstehen. Kommt irgend eine Ableitung nach u, 


z. B. , in den Bedingungen (16) nicht vor, so bleibt sie auch in (13) 
bestehen und ihr Koeffizient muB verschwinden; wir haben somit 


da 
=. 
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Geniigt dagegen a der Bedingung — = 0, so verschwindet diese Ab- 


a 


leitung aus (18), und ihr Koeffizient $* in (13) bleibt frei. Sind endlich 
a und a’ durch die Relation 

da dda 

du du 


verbunden, und eliminieren wir mittels derselben aus (13) die Ableitung 


: on @ ‘ d f 
- , so erhilt den Koeffizienten is - = und es folgt 


da de 
dv dv 
Folglich kénnen die Beziehungen zwischen den Ableitungen nach v 
in dreifacher Form dargestellt werden: 


da da’ da da 
(19) n-% GZr* 2-= 
Von den Beziehungen (18), (19) zwischen den Ableitungen der Funk- 


tionen a,---,v kénnen wir zu den Beziehungen zwischen diesen Funktionen 
selbst tibergehen. Aus 


folgt 


a = k = const. 
Da aber a in (11) nur in der Verbindung a + @ auftritt, so kénnen wir 
k za @ hinzufiigen und setzen 
(20) 
Ebenso fiihrt 


zu 
(21) 
wobei die beiden Beziehungen a = 0, « = 0 niemals zusammen eintreten 
diirfen. 
Bestehen endlich die beiden Relationen 


da da da de 
(22) Je" Ze? de” de? 
die, wie wir oben gezeigt haben, immer gleichzeitig vorkommen, s0 er- 
geben dieselben 
ata=a+a’'+2k, 
wobei k eine Konstante ist. 
Diese Gleichung kann durch zwei andere ersetzt werden 


(23) at+a=—-G@+a+k, a@+a =—a+a—k, 
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wo @, & zwei neve Funktionen von wu resp. v bezeichnen. Setzen wir diese 
Ausdriicke in (11), (12) ein, so verschwinden die entsprechenden Glieder 
aus (12), wihrend in (11) auf den beiden Seiten die Ausdriicke 
2@+a)k, —2(@+a)k 
bleiben. Ist k = 0, so verschwinden auch diese. Ist aber k von Null ver- 
schieden, so kénnen wir in (11) ka, ka durch @, @ ersetzen, was dem 
Werte k= 1 entsprechen wiirde. Somit kann man immer in (23) ent- 
weder k = 0 oder k = 1 setzen und es folgt aus (22) entweder 
at+e=adt+a 
oder 
a+a—-l=a@+a+l. 


10. 


Nunmehr sind wir imstande, alle Lisungen der Gleichungen (11), 
(12) und damit alle aufeinander abwickelbaren P-Flichen anzugeben. 
Wie wir sahen, kénnen aus jeder Lésung dieser Gleichungen unendlich 
viele neue Lisungen abgeleitet werden mittels linearer Substitutionen, die 
diese Gleichungen in sich iiberfiihren. Diese Substitutionen setzen sich 
zusammen aus orthogonalen Substitutionen, welche auf jede Seite dieser 
Gleichungen ausgetibt werden kénnen, und aus einer Substitution, durch 
welche Glieder der beiden Seiten miteinander verbunden werden. Wir 
kénnen namlich in (11), (12) die Ausdriicke 


ata, a@+a’ 
durch 


(24) gatat+h(a +e), h(a+a)+ g(a +e) 


ersetzen, wobei die Konstanten g, h durch die Bedingung 
g-—-h=1 


verbunden sind. 

Alle Lésungen der Gleichungen (11), (12), die auseinander durch 
lineare Transformationen erhalten werden kénnen, wollen wir zu einer 
Gruppe rechnen, und es geniigt, aus jeder Gruppe nar eine Lésung zu 
finden, um alle iibrigen zu haben. Jede Gruppe von Lisungen wird durch 
die Beschaffenheit der linearen Relationen charakterisiert, die nach § 8 
zwischen den Funktionen in (11) stattfinden miissen. Durch geeignete 
lineare Transformationen kénnen wir diese Relationen auf die Formen 
(20), (21), (23) bringen, und die Zahl der Relationen jeder Form ist es, 
die die verschiedenen Gruppen von Lésungen voneinander unterscheidet. 

Die Untersuchung aller hier méglichen Fille bietet keine Schwierig- 
keiten; wir wollen hier bloB ihr Endergebnis angeben. Es zeigt sich: 
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wenn wir nar solche P-Flaichen haben wollen, die auf die Ebene nicht 
abwickelbar sind, so ist notwendig, daB zwischen den Funktionen von 
wu und denen von v je vier lineare Relationen bestehen; von diesen darf 
héchstens ein Paar die Form (23) haben. 

Es lassen sich daher alle Liésungen der Gleichungen (11), (12) in 
zwei Gruppen verteilen, je nachdem in der beztiglichen linearen Relation 
die Form (23) vorkommt oder nicht. Jede Gruppe zerfallt in Unter- 
gruppen, die sich durch die Verteilung der Relationen der Form (20), 
(21) zwischen den beiden Seiten von (11) unterscheiden. Es wird sich 
jedoch zeigen, daB diese Untergruppen sich voneinander nicht wesentlich 
unterscheiden, da sie durch lineare Substitutionen, allerdings mit imagi- 
niren Koeffizienten, ineinander tibergehen. 


11. 


Wir wollen nun die erste Gruppe der Liésungen betrachten. Hier hat 
ein Paar von Relationen die Form (23); wir wollen dieselbe auf die 
Glieder n+ v, n+ y’ beziehen und setzen 

nt+v—k=n+r+k=—fi+y, 
indem wir die Konstante k unbestimmt lassen, um auch den Fall k = 0 
einbegreifen zu kénnen. Die iibrigen sechs Relationen verteilen sich auf 


die tibrigen Glieder der Gleichung (11). Als erste Untergruppe betrachten 
wir die, bei der unter den drei Relationen von der Form (20) sich zwei 
auf die eine und eine auf die andere Seite der Gleichung (11) beziehen. 
Dann miissen die Relationen (21) sich umgekehrt verteilen. Somit haben 
wir in diesem Falle folgende Beziehungen 


nt+uv=nf+r+k, w+rvr=—i+7—-k, 
(I, 1) a=0, }=0, c=0, 
a=0, p=0, 7» =0. 
Die Gleichungen (11), (12) verwandeln sich hier in 
a? +B? + 7? + 4k(i + ¥) = a!? + B24 C3, 
da\? db\? dc \? 
(25) (an) + (Ga) = (Ge) > 
dy\? (da’\? , (df'\3 
(a) = (ae) + ae)” 
Wahlen wir hier fiir a, b, «’, 8 beliebige Funktionen, so werden aus 
den beiden letzten Gleichungen c’, y durch Quadraturen bestimmt, worauf 


sich aus der ersten Gleichung % + ¥ ergibt; den verschiedenen Werten 
der Konstante k entspricht hier eine Schar ahnlicher Flachen. 
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Beziehen sich alle drei Relationen von der Form (20) auf die eine 
Seite der Gleichung (11), so entsteht die zweite Untergruppe 


n+uv=—nit+v+kh, n+r=—H+7—-k, 
(I, 2) a=0, '}=0, c=0, 
a=(0, p=0, y=0. 
Die Gleichungen (11), (12) nehmen hier die Form an 
a+b? +e+4 4k(i+ 7) =o? + B+ y'2, 
da\? db\? de\? 
(26) (Za) + (Ga) + (Ze) = 9 
da’\?, jdf’\?, (dy'\? 
(Cr) + (F) + (=) =e, 

Es ist leicht zu sehen, daB dieser Fall in den vorhergehenden leicht 
transformiert werden kann. Ersetzen wir in (26) ¢, y durch ic’, iy und 
bringen diese Glieder auf die anderen Seiten der Gleichungen, so erhalten 
wir (25); letztere Transformation ist aber ein Spezialfall von (24) fiir 
g=0,h=—i. 

Es ist zu beachten, dab, obwohl die Gl. (26) nur imaginire Lésungen 
zulassen, wir jedoch auch hier reelle P-Flachen erhalten kénnen. Wir kénnen 


nimlich wu, v als konjugiert komplexe Verinderliche betrachten und a, b, ¢ 
konjugiert zu ia’, if’, iy’ wihlen. Wenden wir dann - alle Glieder 


von (26) auger #+ ¥, die Transformation (24) mit g = —, h= = an, 
so verwandelt sich die erste dieser Gleichungen in vi v2 
(a+ ie) + (b+ ipy+ (e+ iy) + 8kai+y 
— (ia + w+ (id + BY + (ie +7) 


Alle Glieder sind hier reell und kénnen zur Bestimmung zweier reeller 
P-Flachen dienen. 


Als Beispiel wollen wir setzen 


a+a=—2sinu, b+B=—2cosu, c+y=—2Ginv, n+v—uv?+0'*+1, 
a+e=2Gojv, b'+ pf =—2v, e+y7=—2u, n+r=—uv?+?—1, 
hier haben wir 

a=0, )=0, c=0, 

a=0, p=0, ¥=0, 

nt+v—=n+r +2, 

also den Fall (I,1). Die Gleichungen (11), (12) werden identisch be- 
friedigt, und wir haben nach (10) 


L+A=2(u?+ 0%), m+u=——2. 
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Dann liefern (1), (1°) zwei folgende aufeinander abwickelbare P- 
Flachen 
sin u cos u Gin v 
u? +o? “wpe *~ wpe 
Coj v , 


I= 


, 


a’ 


0 u 
“e+e Ire % “wep 


Vertauschen wir 1+ 4 mit m+ und multiplizieren mit —1, so be- 
kommen wir ein anderes Flichenpaar 

z=sinu, y=cosu, z= Gin», 

a =Coju, y =», o = &. 

Diese Gleichungen stellen zwei Zylinder dar. Wenden wir aber auf 
dieselben die Transformation (24) an, so bekommen wir zwei aufeinander 
abwickelbare Translationsflichen 

r=sinu, y=gceosu+hv, z= Sin», 
a =Cojv, y =heosu+gv, “=u, 
g —l? =1. 


12. 


Wir wenden uns jetzt zu der zweiten Gruppe von Liésungen, bei 
der keine der linearen Relationen die Form (23) hat. Hier entstehen 
ebenfalls Untergruppen, die davon abhingen, wieviele Relationen von der 
Form (20) jeder Seite der Gleichung (11) entsprechen. Es kénnen nim- 
lich entweder jeder Seite je zwei Relationen entsprechen, oder einer Seite 
drei und der anderen eine, oder endlich kénnen alle vier Relationen sich 
auf eine Seite beziehen. Das liefert folgende drei Untergruppen: 


a =0, b'=0, c=0, n=0, 
a=0, p=0, y=0, vw =—0, 
Die Gleichungen (11), (12) ergeben hier 


(II, 1) 


+0474 r=? + f+ ¢%?4+n%, 
da? db\? dc’\2 dn 2 
(27) (aa) + (Ge) — Ga) + (Gu) 
dy\? , (dv\2? (/de\? , (dp? 
(52) + (a) — (Ge) + (F)- 
Die erste Gleichung zerfillt in zwei andere 
2 2 =. "2 
(28) ’+0P+k=—¢c? +n", 
yt+v=—a?+ Br+k, 
wobei k eine Konstante bezeichnet. 
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Differentiieren wir die erste Gleichung (28) und verbinden sie mit 
der zweiten Gleichung (27), so bekommen wir 


coro (G+ (i) - (a5 +83) 
~ rw 9 [+ aN] (a+ 6 Se) 
(35 — E)—@as— od)" #(GD+ GO) 


Zieht man hier beiderseits die Quadratwurzel aus, dividiert durch die 
erste Gleichung (28) und integriert, so bekommt man 


ofS VB a 
arctg & — J Vara) +10) + ies 


Diese Formeln, zusammen mit (28), driicken c’, n’, a’, 6’ durch a, b, y, v 
aus. Die bei der Integration auftretenden Konstanten entsprechen ortho- 
gonalen Substitutionen in c’, n’ und @’, pf’. 


oder 





Die beiden anderen Untergruppen sind die folgenden: 
a=0, }=0, ¢=0, n=O, 
a=0, B=0, y=0, v=, 

f+ +4 P= a? + B24 7? +n, 


(ae) + (Ga) + (Ga) = Ge) > 
(“2)'+ (GE)'+ (6z)"= (ey 
a=0, ’=0, ¢=0, n’'=0, 


ink. Det, sat, ond 
f+ 4+ 84 n= a? + B24 24+ v4 


(aa) + (au) + (Ga) + (aie) = 
(as) + (ae) + (ae) + (Ge) =o 


Diese beiden Untergruppen kénnen aus der ersten (II, 1) durch die- 
selbe imaginare Transformation abgeleitet werden, durch die wir (I, 2) 
aus (I,1) erhalten haben. Obwohl in (Il, 3) nur imaginire Lésungen 
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méglich sind, kénnen wir auch hier reelle P-Flichen erhalten. Dazu 
miissen wir, ahnlich wie in (I,2), u,v konjugiert imaginaér nehmen und 
mgleich die Funktionen a, b, c, » konjugiert imaginir zu ia’, ip’, iy’, 
iv’ wihlen. 

Als Beispiel nehmen wir 
at+a=—Ginku, b6+f6=—sinkv, c+y=coskv, n+v—kCoju, 
a+ea =—kGinu, b+ 6 —ksinv, c+ 7 =Cojku, n’+ v'=—keosv, 


wobei k eine Konstante ist. 
Hier ist 
b=0, c=0, V=—0, n’'=0, 
a=0, v=0, oc’ =0, 7’ =0, 


was, abgesehen von der Bezeichnung, dem Falle (II, 1) entspricht. Man 
tiberzeugt sich, daB diese Werte den Gleichungen (11), (12) geniigen. 
Berechnet man 1+ 4 aus (10), so bekommt man aus (1), (1) die Glei- 
chungen der beiden aufeinander abwickelbaren P-Flaichen 


oon a _ nko =~ __coske 
Cof u + cosv’ Y = Goju+ cose’ * = Gofu + cosv’ 
k Sin u , k sin v , ch ku 


v = Gojutecose’ ¥ ~ Coju+coso’? * ~ Eoju+ cosv’ 


(29) 


wobei zur Vereinfachung alle Ausdriicke mit k multipliziert worden sind. 
Uben wir auf c+, ¢ +’ die Transformation (24) aus, so ent- 
stehen allgemeinere Gleichungen, indem die Ausdriicke von z, 2 die Form 
erhalten 
_ hGojku+ gcoskv ,  gSojku+heoskv 
(29’) #=~Coju+ coon’ ~~ Coju+tcosr ’ 
g—h=1. 


Diese Gleichungen sind von Peterson 1866 angegeben worden. Sie 
kénnen augenscheinlich noch weiter verallgemeinert werden, wenn man 
die Transformation (24) auf die beiden tibrigen Koordinatenpaare an- 
wendet. 


13. 


Aus dem Vorhergehenden laBt sich schlieBen, daB im allgemeinen 
eine P-Fliiche in eine andere von ihr wesentlich verschiedene P-Flaiche 
nicht verbogen werden kann. In der Tat, ersetzt man n, n’, v, v’ durch 
ihre Ausdriicke (10), so folgt aus § 8, daB die acht Funktionen a, a’, 
b, b’, c, ¢, l, m durch vier lineare Relationen und ebenso die acht tibrigen 
Funktionen «, a’, B, p’, y, 7’; 4, w durch vier andere lineare Relationen 
verbunden sind. Durch eine entsprechende Veriinderung der Lage der 
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beiden P-Flichen in bezug auf den Koordinatenanfang kann man aber 
stets erreichen, daB die Funktionen /, m, 4, u nicht mit den tibrigen Funk- 
tionen linear verbunden seien. Tritt z. B. in einer linearen Relation die 
Summe a+kl auf, so verschieben wir die erste Flaiche parallel zur 
az-Achse um die Linge k. Dann muf man den Ausdruck z = Tea durch 
den anderen 
(a+ kl) + (a+ki) 
na +2 

ersetzen. Somit kommt an die Stelle von a die Summe a+ kl, und in 
unserer linearen Relation mu8 umgekehrt a + kl durch a ersetzt werden. 
In dieser Weise kann / aus jeder linearen Relation entfernt werden, 
welche eine der Funktionen a, a’, b, b’', c, ¢ enthilt, Ebenso iiberzeugt 
man sich, daB eine lineare Verbindung von m mit diesen sechs Funk- 
tionen vermieden werden kann. Differentiieren wir nimlich (8) nach u 
und v, so folgt ahnlich wie in § 8, dab, wenn a mit m linear verbunden 
ist, und diese lineare Gleichung die einzige ist, in der a und m zusammen 
auftreten, eine zweite lineare Relation vorhanden sein muB, die « mit 
4 verbindet. Aus der letzteren kann man aber 4 wegschaffen mittels des- 
selben Verfahrens, welches oben auf / angewandt wurde; dann wird auch 
m aus seiner Verbindung mit a verschwinden. 

Da die Funktionen a, b, c, 7 im allgemeinen durch keine linearen Re- 
lationen verbunden sind, so lassen sich aus den vier linearen Relationen 
zwischen a, a, b, b’, c, ¢, l, m die Funktionen a’, b’, c’, m durch a, b, ¢, l 
ausdriicken, wobei nach dem Vorangehenden die Ausdriicke fiir a’, b’, ¢’ 
nur a, b, c, nicht aber / erhalten. Setzen wir diese Ausdriicke in (9) ein 
und beachten, daB wir zwischen a, b, c, 1 keine spezielle Abhingigkeit 


voraussetzen, so folgt daraus, daf durch unsere Substitution = (s¢)’ 


in > (54) iibergeht. Diese Substitution entspricht folglich einer Dre- 
hung der urspriinglichen P-Fliche um den Koordinatenanfang, eventuell 
verbunden mit einer Spiegelung, so dab die zweite P-Fliche der Form 
nach von der ersten nicht verschieden ist. Nur solche P-Flichen kénnen 
in andere P-Flichen verbogen werden, deren Gleichungen mit den Lé- 
sungen (I, 1)—(II, 3) in §§ 11, 12 in Verbindung stehen. 


14. 


Bisher hatten wir nach Paaren von aufeinander abwickelbaren P- 
Flichen gesucht. Wir wollen nun untersuchen, ob es soleche P-Flachen 
gibt, die kontinuierlich in andere P-Flichen verbogen werden kénnen 
unter der Bedingung, daB das Liniensystem (u, v) bei dem Verbiegen der 
Fliche ein konjugiertes System bleiben soll. Mit anderen Worten: wir 
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fragen nach solchen kontinuierlichen Scharen von aufeinander abwickel- 
baren P-Flichen, bei denen es konjugierte Liniensysteme gibt, die auf allen 
Flichen der Schar einander entsprechen. 

Es mdgen die Gleichungen (1’) eine solche Flichenschar darstellen. 
Dann miissen a’, a’, b’, B’, c’, y’ Funktionen eines ,,Biegungsparameters“ ¢ 
sein, die wir in bezug auf ¢ differentiierbar voraussetzen wollen. Einem 
speziellen Werte ¢, dieses Parameters entspricht eine bestimmte Fliche 
der Schar, die durch (1) dargestellt werden mége. Dann ist es zur Lé- 
sung unserer Aufgabe nétig, die Gleichungen (8), (9): 


(8) Z(a+alP?— D(a +a’)? =—(1+ 1) (m+ ym), 

da\2 da\? dl dm 
2 (an) — 2 (Ge) ~ de Fe 

da\? da\? die du 
(ae) — 2 (Ge) ~ 36 ae 
auf solche Weise zu lésen, daB die Funktionen a’, «’, b’, B, c, »’, m, wu 
von ¢ abhingig seien, nicht aber a, a, b, 6, c, y, l, 4. Da wir gesehen 
haben, daB 7, m, 4, uw mit den itibrigen Funktionen durch keine lineare 
Relationen verbunden sind, so sind nur folgende Arten von Relationen 
zwischen diesen tibrigen Funktionen méglich: 

1) a=0, a =0; 2) a=0, a’ =0, 
3) a=h-'a, a=he’; 4) a+a=—a +a +k, 

wobei h, k von ¢ abhiingen. 

Setzen wir diese Relationen in (8), (9) ein, so ergibt eine einfache 


Untersuchung, auf die wir hier nicht eingehen wollen, daB unsere Auf- 
gebe nur dreierlei Lésungen zuliBt. Es sind die folgenden: 


(9) 


(A) a=a=0, b==0, y=y=0, A4—=u=0. 
Hier nehmen Gl. (8), (9) die Form an 


e+ P+ e= ao’? + 2 +24 Im, 
dc\? (de \2 dl dm 
(a5) — (Ga) + du ae? 
da\?, /dB\? (de’\?, /dp’\? 
(55)'+ (FE) (Se) + (GY: 
Die erste Gleichung zerfiillt in die beiden anderen: 
e=c*+ilm+h, 
oF + BP =o? + pf? —h, 


wobei h eine Konstante ist. Verfihrt man hier wie in (II, 1) $12, so 
bekommt man 
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¢ JV Ui (7) — aie +] au, 
wig -f VEE") lee 


Te +h 





dv. 





1 


Ersetzen wir hier r v ; durch ¢, ce, l und tragen diese Ausdriicke 


in (1) ein, so bekommen wir folgende Gleichungen mit dem Biegungs- 
parameter h: 

a=lVa?+ p+ heosg, 

y=—lV e+ PB +hsing, 


»- (VE) —h (Ga) ae 
pf Vice 5—0a5) +A L(a5) + (G5) ) 


a+ p+ h 

Die Linien u = const. sind hier der zy-Ebene parallel; es sind Be- 
riihrungslinien der umgeschriebenen. Kegel, deren Spitzen auf der z- Achse 
liegen. Die Linien v = const. sind ebene Kurven, deren Ebenen durch 
die z-Achse hindurchgehen; sie sind Beriihrungslinien der umgeschrie- 
benen Zylinder, deren Erzeugenden parallel der xy-Ebene verlaufen. 

Die Flichen (30) kénnen aus Rotationsfliichen erzeugt werden. Hat 
man eine Rotationsfliche 


z=leosg, y=/lsing, -- {VG PY au, 


wobei @ den in (30) angegebenen Wert hat, so braucht man nur die Ab- 


stiinde ihrer Punkte von der Rotationsachse im Verhiiltnis Ya? + 6? +h: 1 
zu verandern, um die Fliaiche (29) zu haben. 


Diese Flichen sind von mir im Bulletin des Sciences Mathématiques 
2. sér., t. 15 ausfiihrlich behandelt worden. 


Setzt man in (30) «a = cosv, 8 =sinv, so entstehen die bekannten 
Biegungen von Rotationsflichen. Setzt man aber 


a=Acosv, B= Bsinv, c=Csinu, | =—cosu, 
wobei A, B, C Konstanten bedeuten, so hat man aus (30) 
az = cos u VA? cos*v + B’ sin? v + h cos, 
y = cosu VA* cos*v + Bsin® v + hsing, 
(31) z= [VC cos*u —hsin®u du, 


VA? B* + h(A* sin® v + B* cos* v) a 
sia A? cos*® = B* sin?o +h 











Aufeinander abwickelbare P-Flachen. 
Fir h = 0 haben wir 
z= Acosucosv, y= Beosusinv, z= Csinu. 
Demnach sind (31) Biegungen von Mittelpunktsflichen 2" Ordnung. 

Wir gehen nun zur zweiten Lésung unserer Aufgabe iiber: 

(B) a=h'a, a=he, b=V=—0, yoy =0, 14+A—1. 

Die Gleichungen (8), (9) verwandeln sich in 

a (1 —h*?) +e? (1 —h-*2) + P+ P= Pf +c%+m+y, 
da\? de\? dc’ \? 
(ja) A —) + (3) = (3a) > 
da\? 2 dp\? (/d6’\? 
(ie) a — ae) + (3) = (FEY 

Aus den beiden letzten Gleichungen bestimmt man durch Quadra- 
turen c¢ und f’, worauf die erste Gleichung m-+ uw liefert. Die Glei- 
chungen (1) ergeben dann 

z=ah-+ ah-', 
‘dp\? , "ie (oo 
(32) y= {VE + (1 +h-*) (5) dv, 
lc\2 ve (aa\? 
= Vie + (1 — h¥) (5%) du. 

Diese Gleichungen stellen aufeinander abwickelbare Translations- 
flichen dar, mit dem Biegungsparameter h. Dieser Fall kann als Grenz- 
fall des vorangehenden betrachtet werden, der entsteht, wenn wir in (30) 
die z-Achse ins Unendliche riicken lassen, wie das in meinem oben 
zitierten Aufsatze im Bulletin des Sciences Mathématiques gezeigt worden 
ist. Das konjugierte System (u, v) besteht hier aus zwei Scharen von 
zylindrischen Linien, die parallel zu den zy- und xz-Ebenen verlaufen. 

Die dritte Lésung entspricht den Voraussetzungen 
(C) a=h-'a, a=he'’, b=h-'V", B=hp,, c=h-'c", y=—hy’, l+A—1. 

Hier erhalten (8), (9) die Form 

(+P + e)(1—M) + (+ B+ PA —I-D—msty, 
da\? db\? de\ 
(ia) + (Ga) + (Ga) = 
‘da\2 ap \? dy\? 
(7) + Ge) + Ge) =o 
Die beiden letzten Gleichungen zeigen, daB die Linien u = const, 


und v = const. Minimalkurven sind; da sie ein konjugiertes System bilden, 
6* 
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so sind die dieser Lésung entsprechenden Flichen Minimalflichen. Um 
reelle Flichen zu haben, miissen wir « und v konjugiert imaginir nehmen, 
fiir a, b, ¢ und a, B, y drei Paare konjugierter Funktionen dieser Ver- 
anderlichen wihlen und h = &* bei reellem & setzen. Dann geben (1) die 
Gleichungen von aufeinander abwickelbaren Minimalflichen 


33) a=@ateta, y=e*bte"B, z=—e*e+ ety, 
) y 


mit k als Biegungsparameter. 

Die Fille (A), (B), (C) sind, abgesehen von Kegeln und Zylindern, 
die einzigen, bei denen eine kontinuierliche Biegung von P-Flichen in 
andere P-Flichen méglich ist. Dieselben sind bereits 1866 von Peterson 
angegeben worden. 





Sr. Bocumiéex. Relativbiquadratische Zah)kérper. 


Zur Theorie des relativbiquadratischen Zahlkérpers.*) 
Von 


Srernan BocuyiCex in Agram (Kroatien). 


In W. Lietzmanns Inaugural-Dissertation: ,,Uber das biquadratische 
Reziprozititsgesetz in algebraischen Zahlkérpern“ (Géttingen 1904) be- 
finden sich Satze, die einen Teil des Beweises des biquadratischen Rezi- 
prozitiitsgesetzes in algebraischen Zahlkérpern ausmachen. Wir kniipfen 
an diese Dissertation an. 

Im ersten Teile der vorliegenden Arbeit soll als Grundkérper k ein 
beliebiger Oberkérper des durch die Einheitswurzel i = Y—1 definierten 
Kérpers k(i) mit ungerader Klassenzahl genommen und fiir ihn die Sitze 
iiber die primaren Primideale und das spezielle biquadratische Reziprozi- 
tiitsgesetz in der Gestalt 


(CF) — (Gj) 2 oder 8) 


allgemein bewiesen werden. 
Im zweiten Teile wird dann angenommen, daB fiir den Kérper k 


auch das Gesetz (F)) = () 


als richtig nachgewiesen sei, und auf Grund dieser Annahme das allge- 
meine biquadratische Reziprozitiitsgesetz in Hilbertscher Fassung fiir den 
Kérper k bewiesen. 


lL. Teil. 


§ 1. 
Die Relativdiskriminante des Kérpers K(// x). 
Es sei k ein beliebiger Oberkérper des Kérpers k(i) und u eine 


ganze Zahl in k, die nicht das Quadrat einer ganzen Zahl desselben 
Kérpers k ist. 


*) Kroatisch erschienen in den Sitzungsberichten der Siidslavischen Akademie 
der Wissenschaften und Kiinste in Agram, Bd. 163. 
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Bezeichnet man mit Dy- . die Relativdiskriminante des Ké6rpers 
K (Vu, k) in beaug auf k, ferner mit Dy. _ die Relativdiskriminante des 
Kérpers K (Wu) beztiglich K(Vu,k) und schlieBlich mit Dy; , die Re- 
Jativdiskriminante von K (Vu) in bezug auf k, so gilt die Beziehung 


(1) Dy, De Myce (Ph. va) 


wobei unter N);, die Norm in K(Yu) genommen in bezug auf k zu 
verstehen ist. 


Demzufolge enthilt Dy- , nur diejenigen Primideale des Kérpers & 
als Faktoren, welche in mindestens einer der Zahlen 
Din vie Ph. va) 


aufgehen. Es kann leicht gezeigt werden, daB jeder Primfaktor des 
Kérpers k, welcher in D Vit aufgeht, auch in N Vit (Ds. va) aufgehen 


mu. Durch solche Primideale miissen jedoch noch nicht simtliche Prim- 
faktoren von De- ' erschépft sein; es kann vorkommen, daB Dy- . auch 
My 4; 
solche Primfaktoren enthilt, welche nicht in Dy ,, wohl aber in 
By,» Ph. vz) 


aufgehen. 


Uber diejenigen Primideale p, die za 1+ prim und in Dy- ; als 


Faktoren enthalten sind, vergleiche man Satz 5 der Lietzmannschen Dis- 
sertation. 

Uber diejenigen Primideale, die in 1 + i aufgehen, wollen wir folgen- 
den Satz beweisen: 

Satz 1. Es sei { ein in 1+ genau zur /™ Potenz aufgehendes 
Primideal des Kérpers k; es sei ferner uw eine genau durch die a” Potenz 
von [ teilbare ganze Zahl in k, die nicht das Quadrat einer ganzen Zahl 
desselben Kérpers k ist; schlieBlich sei { ein in { aufgehendes Prim- 
ideal des Kérpers K (Yu); so ist die Relativdiskriminante Dy. , dann und 
nur dann prim zu |, wenn die Beziehungen 


(2) waa’, (+e), 


wry 
(2*) Va=a, (i**) 
statthaben, wobei « eine ganze Zahl in k, & eine ganze Zahl in K (Vu) 
bedeutet und a eine gerade positive ganze rationale Zahl ist, die sich 
durch 4 teilbar erweisen wird. 


Ist (4) = +1, so ist dazu notwendig und hinreichend, daB u dem 
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Biquadrate einer ganzen Zahl in k nach dem Modul [*'+* kongruent 
werde; ist hingegen (£) =-—1, so ist dazu notwendig, dab uw dem Bi- 
quadrate einer ganzen Zahl in k nach dem Modul [*'+* kongruent werde; 
diese Bedingung ist jedoch nicht ausreichend und wir werden spiiter (man 
vergleiche hierzu Satz 22) auch eine solche aufstellen. 

Beweis. Die Beziehungen (2) und (2*) folgen sofort aus der 
Theorie des relativquadratischen Zahlkérpers, wenn man die Gleichung (1) 
beachtet. 

Nun sei weiter (“)— + 1: dann zerfiillt das Primideal { im Kérper 


K(V) im zwei voneinander verschiedene Primideale {[, S{ nach der 
Gleichung 


{=—1[- SI, 


wobei unter S die Substitution S-=(Yu:— Vu) zu verstehen ist. Aus 
(2*) ergibt sich leicht die Gleichung 
(3) waa, (f+), 
Wir beachten jetzt die Beziehung 
my, (1°) =n (lt), 
wo e eine beliebige positive ganze rationale Zahl bedeutet und unter 
ny, die Norm genommen in K (Vu), unter » die Norm genommen in k 
zu verstehen ist. Dieser Beziehung zufolge ist die Anzahl der unter- 
einander inkongruenten Reste des Kérpers K (Vu) beziiglich des Moduls 
{* genau gleich der Anzahl der untereinander inkongruenten Reste des 
Kérpers k in bezug auf den Modul [°. Es sind aber zwei untereinander 
nach dem Modul [° inkongruente ganze Zahlen a, 6 des Kérpers k auch 
nach [* inkongruent, denn wiire 
a=, (I), 
so wiirde hieraus weiter folgen, daB auch 
a=, (SI*) 
sein muB, und es miiBte dann, weil {* und SI relativ prime Ideale sind, 
auch «=f nach [° sein. Da auch umgekehrt zwei untereinander nach 
dem Modul {* inkongruente ganze Zahlen a, 6 des Kérpers k gewiB auch 
nach {* inkongruent sind, so kann jede ganze Zahl a des Kérpers K (Vu) 
einer ganzen Zahl « des Kérpers k nach [* kongruent gesetzt werden. 
Tun wir dies insbesondere in der Kongruenz (3), indem wir 


a=a, ({*+-) 
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annehmen, so ergibt sich z 
pHa, (+2) 
und hieraus 


= ¢, (S{s+ *); 


beides zusammengenommen liefert den Beweis fiir die Behauptung des 
Satzes 1. 


Die Umkehrung ergibt sich wie bei Lietzmann, pag. 16. 
Nun sei weiter (5) = —1, so bleibt { in K(Vu) unzerlegt. Wir 
schreiben (2*) folgendermaBen 
(4) Vax(etevey, (("*#), 
e+eVu 
t 


7" 
wobei eine ganze Zahl in K (Vu), @, 6, t ganze Zahlen in / sein 
sollen. Es sei das Primideal { in den Zahlen o, 6,1 der Reihe nach 
genau zur 7, s**, #" Potenz enthalten. Da ere Ve eine ganze Zahl 
sein soll, so muB es auch °— * VE sein, folglich auch ihre Summe “¢ 


und ihre Differenz Sere. Hieraus ist zu entnehmen, dab 


(5) r+21>t, s+$+21>¢ 
sein mub. ’ 
Weiter mu N,- , (° ts ve ) a = eine ganze Zahl sein, woraus 


wegen (4) die Beziehung 
(v8) 
(6) e—on=0, \l 
folgt. Nun folgern wir aus (4) die Kongruenz 
__ eens 1 4e 
() -Ve=(e=evey, (e'**). 
Addiert man (7) zu (4), so ergibt sich 
2 2 214+— 
eter 20, (f"* 3), 
somit muB 
21+ 42% 
(8) e+ op =0, ( } 
sein, woraus wir weiter die folgende Kongruenz ableiten: 


, : ("+7 **) 
e—oe*n=—2e'n, \I . 
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Vergleicht man diese Kongruenz mit (6), so ersieht man unmittel- 
bar, dab 


(9) s—t—2-1 


sein muB. In ahnlicher Weise schlieBen wir, indem wir (8) auf die Form 


re*t) 
onu—e’=— 29’, \I 


bringen, durch Vergleichung mit (6), dab 
(10) r=—t+i—l 


ist. 
Nachdem die Beziehungen (9) und (10) festgestellt sind, leiten wir 
aus (2) die Kongruenz 
21+ 
Vu=a, (; ’ ) 


ab und iiberzeugen uns leicht von der Richtigkeit der folgenden Kon- 


gruenz: 
Ve= ey. (""*#), 


Bestimmen wir nun eine ganze Zahl # in k, so dab 


ote* ay ("'*7) 


wird, was hier méglich ist, so kénnen wir die Beziehung 


Va=pr, (t"*3) 


aufschreiben. Da aber auch 


= 21+—< 
rm Vu = B*, ( :) 
sein muB, so ergibt sich schlieBlich 
(11) u= pf, (rs), 
wie Satz 1 behauptet. 

Umgekehrt kann aber nicht geschlossen werden, daB aus (11) die 
Kongruenzen (2) und (2*) folgen, es kann vielmehr vorkommen, dab die 
Kongruenzen (2) und (2*) nicht erfiillt werden kénnen, obwohl die Be- 
ziehung (11) statthat. So sind beispielsweise im Kérper der imaginiren 
Zahlen k(i) die Zahlen 1 + 4i und — 3 beide kongruent 1 nach 4. Im 
Kérper K (V1 + 42) besteht die Beziehung 

Kh ata eT . ree 
vita (Ete) (4); 


1+i ? 





90 Sr. Bocuniéex. 
folglich ist die Relativdiskriminante Ds 7 prim zu 1+i. Die Re- 
lativdiskriminante Ds—, ‘i ist hingegen teilbar durch 1+%. In der 
Tat ist die ganze Zahl 
An2titat+of—3+y—3 
2 


des Kérpers K (vy— 3) nicht mehr teilbar durch 1+, ihre Norm 
N. ta (A) jedoch genau durch 2 teilbar, woraus zu folgern ist, dab 


3, ki) 





das Primideal 1+ des Kérpers k(i), welches in K(VY— 3) unzerlegt 
bleibt, im Kérper K (V—3) das Quadrat eines Primideals wird, weil es 


wegen (=z) =-—1 nicht in zwei voneinander verschiedene Primideale 


des Kérpers K (/— 3) zerfallen kann. 
Wir wollen hier nun noch den folgenden Satz iiber die Relativ- 
diskriminante Dy. : ableiten: 
iat 


Satz 2. Es seien p, u* zwei beliebige ganze Zahlen des Kérpers k, 
die nicht dem Quadrate ganzer Zahlen desselben Koérpers & gleich sind, 
und es sei das in 1+ 7% aufgehende Primideal { des Kérpers & in den 
Zahlen uw, u* genau in der a“ Potenz enthalten. Besteht dann die Be- 
ziehung 
(12) w=e*, (Ut), 
so sind die Relativdiskriminanten Dy- i Ds. , entweder beide zugleich 
prim zu [ oder beide zugleich durch [ teilbar. 

Beweis. Es sei die Relativdiskrimiaante Ds. , ma { prim. Soll 

fad 

jetzt bewiesen werden, daB auch die Relativdiskriminante Dy". , ma t 

ue, 
prim sein muB, so geniigt es zu zeigen, dab die Relativdiskriminante 
Ds_, , ma { prim ist, weil der Kérper, der durch Zusammensetzung der 

ue, . 

Korper K (Vu) und K (/u*) entsteht, mit dem Kérper, der sich durch 
Zusammensetzung von K(//u) mit K (Vuu*) ergibt, identisch ist. 

Es sei ferner { ein Primfaktor von { im Kérper K (Vuu*); es gibt 
dann in diesem Kérper K (Vuu*) eine Zahl @, so dab 
(13) a =e, ([4?+2) 
wird, weil die Relativdiskriminante desjenigen Kérpers, der durch Zu- 
sammensetzung der Kérper K (Vuu*) und K (Vu) entsteht, in bezug auf 
den Kérper K(Vuu*) zu [ prim ist. Nach Voraussetzung (12) ist aber 

up* =u’, ({8#+22) 
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daher muB - 
uu* + w)(Vuu* — u) =0, (+2) 
sein. Folglich ist entweder 


Var +u=0, (+e) 
Vew*—w=0, (B+) 


Es gibt daher, wie man mit Hilfe von (13) schlieBt, eine Zahl 8 in 
K (Vun*), s0 dab 


oder 


Vuu* =p, (t+*) 
wird, d. h. die Relativdiskriminante Ds , ist zu { prim, w. z. b. w. 
Me, 
Da auch umgekehrt in derselben Weise folgt, daB die Relativdiskri- 


minante Dy- zu { prim sein muB, wenn es Ds. ’ ist, so ist damit 


Satz 2 bewiesen. 


§ 2. 
Die Zerlegung der Primideale des Kérpers k im Kérper K (jx). 


Betreffs der Zerlegung der Primideale des Kérpers k im Kérper 
K (Vu) verweisen wir auf die Lietzmannsche Dissertation. Es mége je- 


doch darauf hingewiesen werden, daB im Falle (*) =—1 die Beziehung 


(¥#) _=-—1 méglich ist, so daB das Primideal { in K (Vu) unzerlegt 
y Vu 

bleibt. 
Das Symbol ((4)) ist folgendermaBen zu definieren: 


Definition 1. Es sei w eine ganze Zahl des Kérpers k, die nicht 
das Quadrat einer Zahl in & ist, und [{ ein in 1+2 zur 7, in w zur 


a" Potenz aufgehendes Primideal in k. Dann soll ((£)) = 0 sein, wenn die 


Relativdiskriminante Ds . durch [ teilbar ist; ferner sei (( : )) =+1, 
Hy 


wenn « dem Biquadrate einer ganzen Zahi in k nach dem Modul [*'+¢+! 


kongruent ist, und ((4)) =-—1, wenn w dem Biquadrate einer ganzen 


Zahl in k nach {*'+*, aber nicht mehr nach [*'+*+! kongruent ausfiallt; 
ome u , u u . 

schlieBlich ((4)) =+i, wenn ((4)) +0 und (*) = — 1 ist. 
Bei Anwendung dieser Definition gilt fiir die Zerlegung der Prim- 


ideale des Kérpers k Satz 10 der Lietzmannschen Dissertation; ebenso 
Satz 11. 





Sr. Bocuniéex. 
§ 3. 
Der Begriff des biquadratischen Normenrestes und das 
biquadratische Normenrestsymbol. 

Hinsichtlich dieser Begriffe vergleiche man § 6 und §7 der Lietz- 

mannschen Dissertation. 
§ 4. 
Die relativen Grundeinheiten des Kérpers K({/u) in bezug auf den 
Korper K()‘n). 

Der Kérper k vom Grade 2m sei nebst seinen konjugierten Kérpern 
k’, ---, k®™-» imaginir. Wir beweisen folgenden Satz: 

Satz 3. Das System der relativen Grundeinheiten des Kérpers 
K(Vu) in bezug auf den Kérper K(Vu) laBt sich stets in der Gestalt 
4 H,, SH,,---, H,, SH,, 
darstellen, wo H,,---,H,, gewisse Einheiten in K(Vu) sind, und S die 
Substitution (Vu:iV/u) bedeutet. 

Beweis. Es sei ¢,,---,&,,_, eim System von Grundeinheiten des 
Korpers K(V/u) und E, eine solche Einheit in K(Vu), daB das System 
E,, &:5°**, fem—1 ein System von unabhiingigen Eimheiten vorstellt; dann 
miissen auch die Hinheiten E,, SE,,é,,---, &,,-; ein System von unab- 
hingigen Einheiten darstellen. Wir machen die gegenteilige Annahme 
und denken uns Ej'*”"* —@, wo a,, b, ganze rationale Zahlen bedeuten, 
die nicht beide 0 sind, und é eine Einheit in K(Vu) vorstellt. Beachten 
wir nun die Identitat 

(a, + b,S) (a, — 6,8) + 0°. + S*) = a? + 0,’, 
in welcher die Summe a,?+ ),? der gemachten Voraussetzung gemaB 
nicht verschwinden kann, so folgt hieraus sofort, wenn man beachtet, 
daB £;*™ eine Einheit in K(Vu) darstellt, eine Beziehung von der 


Form 
2452 o 
EP 1 é*, 


wo é* eine Einheit in K(Vu) ist, was unserer Annahme zuwiderlauft. 

Nunmehr wihlen wir eine Einheit E, in K (Vu), so daB E,, E,, 
El, &,--°-,&m-1 ein System unabhingiger Einheiten bilden, und be- 
weisen in ahnlicher Weise, daB dann auch die Einheiten E:, E:, Ei, ES, 
> °°*> €gm—-, VOneimander unabhingig sind. So fortfahrend, gelangen 
wir zu 4m — 1 Einheiten 

E,, E; fi, °°*y Samat (s=1,2,---, m), 

die ein System von unabhiingigen Einheiten bilden. Die Anzahl der 
Grundeinheiten in K(//u) betrigt aber auch 4m—1, und wir kénnen 
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auf Grund dessen ebenso wie Hilbert*) (H. A. Z. § 55, Seite 274) zeigen, 
daB man immer eine Potenz 2” von 2 finden kann, so da8 ein Ausdruck 
von der Form 

(1) ee .. . - Efnttn *10] 

nicht anders eine 2" Potenz einer Kinheit in K(/u) werden kann, 
als wenn die ganzen rationalen Zahlen a,,---,a@,,, 6,,---,b,, samtlich 
gerade sind; und ebenso, daB der Ausdruck (1) nicht anders eine 
(1—S)*" symbolische Potenz einer Einheit in K(Ve) werden kann, 
als wenn die ganzen algebraischen Zahlen a, + b,4,---,@» + »¢ simtlich 
durch 1 — i teilbar sind. 

Weiter bilden wir analog wie Hilbert ein System von Linheiten 
H,,---, H,, folgendermaBen: Es sei e, die gréBte ganze rationale Zahl 
>0O von der Art, daB ein Ausdruck von der Gestalt (1) eine (1—S)"” 
symbolische Potenz einer Einheit ist, ohne da siimtliche Zahlen 
a, + b,i,---+, a, +5, ¢ durch 1 — i teilbar sind; wir nehmen an, es sei 
ein solecher Ausdruck 

lea ieee Etm thn [é] Led oe. 
WO ,,°*-,@,, 0,,°+-+, 5, ganze rationale Zahlen bedeuten und etwa 
a,+,i nicht durch 1—/i teilbar sein mége; [é] hat die friihere Be- 
deutung und H, ist eine gewisse Einheit des Kérpers K (Vu). In ahn- 
licher Weise bestimmen wir H,,---,H,,. Man vergleiche hierzu durchweg 
H. A. Z. § 55 

Dann bilden die Einheiten H,, SH,,---,H,,, SH,, eim System von 
relativen Grundeinheiten des Kérpers K(Vu) in bezug out K(Vu). Davon 
iiberzeugt man sich leicht, wie bei H. A. Z. § 55. Man hat dabei nur zu 
beachten, daB H® *%S wenn a,+b i durch 1 —i teilbar ist, das Pro- 
dukt aus einer symbolischen (1 — S)* Potenz einer Einheit in K (Vu) 
mit einer Einheit in K(Vu) vorstellt. 

Mit Hilfe der eben bestimmten relativen Grundeinheiten H,, SH,, --- 
H,,, SH,, beweist man nun den folgenden Satz: 

Satz 4. Bedeutet H,, SH,,---,H,,, SH,, ein System von relativen 
Grundeinheiten des Kérpers K (Vu) in bezug auf K(Vu), dann gilt fir 
eine beliebige Einheit E in K (Vu) jedesmal eine Gleichung von der 
Gestalt 
(2) OF on oo w: H?” on tn S Ta], 

‘wobei f eine ungerade ganze rationale Zab ist; @,,--+*,@,, b,,°++, 6, 
bedeuten gewisse ganze rationale Zahlen und [é] eine Einheit in K (Vu) 
oder eine solche Einheit in K (Vu), deren Quadrat in K(Vu) liegt. 


*) D. "‘ Hilbert: Bericht tiber die Theorie der algebraischen Zahlkérper. 
Jahresbericht der Deutschen Mathomatiker-Vereinigung 1897 (zitiert mit H. A. Z.). 


, 
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Der Beweis dieses Satzes schlieBt sich genau an H. A. Z. § 146 an 
und wir wollen ihn deshalb iibergehen. 


Im Kérper K(Vu) besteht nur dann eine solche Einheit, deren 
Quadrat in K(Vu) liegt, wenn Vu von der Gestalt Ea? ist, wobei E eine 
Einheit und @ eine ganze Zahl in K(Vu) ist. In diesem Falle wird 
man [é] in der Form 

[=] = 4 (Vé) 


darstellen kénnen, wobei % eine Einheit in K(Vu) bedeutet und e einen 
der Werte 0 oder 1 vorstellt. 

Gleichung (2) wird demnach, wenn Yu nicht von der Gestalt £2 
ist, die Form 
(3) Ee! a= H® +,8 ae Hin tn? 7 
und, wenn Vu = Ea ist, die Form 
(3*) EY HENS. Hit Om’ a (V5) 
annehmen. 

Mit Hilfe der Gleichungen (3) und (3*) beweisen wir nun den 
folgenden Hilfssatz: 

Satz 5. Es mégen die obigen Bezeichnungen beibehalten und iiber- 
dies die Relativnormen Ny- ‘ der relativen Grundeinheiten des Kérpers 

My 


K(Vu) in bezug auf k, namlich 
= Ny. (H,), -* Ves (H,,) 


gebildet werden; dann laBt sich jede Kinheit « in k, welche die Relativ- 
norm Ny —) einer Einheit E des Kérpers K (Vu) ist, in einer der Formen 
Ms 


(4) ems: an" (Nyz,. )P 
oder 
(4*) em +++ tn” (Nyz,x CP (—€ - SE) 
darstellen, wo die Exponenten %,, ---, u,,,¢ gewisse Werte 0, 1 haben 
und 7% eine Einheit in K(Vu) bedeutet. Gleichung (4) gilt, wenn Vu 
nicht von der Gestalt a? ist, und (4*), wenn Vu die Form Vu = £&a* 
besitzt. 

Beweis. Um diesen Hilfssatz zu beweisen, bilden wir die Relativ- 
normen NV, _ : auf beiden Seiten der Gleichungen (3) und (3*). Es er- 

“ 


gibt sich, wenn &= Ny. , (E) gesetat wird, 
My 


(* edie fmt °m) NT 37) |2 
(5) fm gt”... gmt Ni) 
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beziehungsweise 
(5*) fm gt... aim tn Ne a)? (—E- 88). 


Hieraus folgen sofort Gleichungen von der Form (4) und (4*), wenn man 
beachtet, daB ¢, ;,,---, jm gewiB auch Relativnormen N)~ , von Ein- 
heiten in K(Vu) darstellen. 

Bedeutet nun 7,,---, %m ein System von relativen Grundeinheiten 
des Kérpers K(V/u)*) (man sehe H. Rq. Z. § 14), und setzt man 


a= Vue (Ms) ty On= Ny, 2m)» 


so kann bekanntermaBen jede Einheit # in k, welche der Relativnorm 
Ny, einer Einheit in K(Vu) gleich ist, in der Gestalt 


=O) «++ Om Ny, (CED 


dargestellt werden, wobei v,,---, v, gewisse Werte 0, 1 bedeuten und 


[¢] eine Einheit in & vorstellt oder eine solche Einheit in K(Vm), deren 
Quadrat in k liegt. 
Demnach besteht der Satz: 


Satz 6. Es seien H,, SH,,---, H,, SH, relative Grundeinheiten des 
Kirpers K(Vu) in bezug auf K(Vu), ferner 7,,---, ij relative Grund- 
einheiten des Kérpers K(Vu)- Setzen wir dann 


t= Ny, (Hid) +++» tm = Nye (Hn); 
o,= Nyi,e (%)s +++) On = Nyj,x Mim), 
so kann jede Einheit « in k, welche die Relativnorm Ny. , vou einer 
My 


Einheit in K()/u) ist, in einer der Formen 


capes atpats ab (0D) 
oder 


ema may” «om {Nye (LoD }* (—E- SEY 


dargestellt werden. Hierbei haben die Exponenten «,,---, tm, U,,°**, my 
gewisse Werte 0, 1; [£] und & haben dieselbe Bedeutung wie oben. Die 
erstere dieser Gleichungen gilt, wenn Vu nicht von der Gestalt €a* ist, 


die letztere hingegen, wenn Vu = Ea? ist. 


*) D. Hilbert: Uber die Theorie des relativquadratischen Zahlkérpers. Mathem. 
Annalen Bd. 51 (zitiert mit H. Rq. Z.). 
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§ 5. 
Die ambigen Komplexe des Kérpers K(V/u). 


Bedeutet ¢ eine beliebige Einheit in k, so soll das System von Ein- 
heiten, welches aus dem Produkte «&* entsteht, wenn £ alle Einheiten 
des Kérpers k durchliuft, ein quadratischer Einheitenverband, hingegen 
das System von Einheiten, welches aus <&* entsteht, wenn £ wieder alle 
Einheiten des Kérpers k durchliuft, ein biquadratischer Einheitenverband 
genannt werden. 

Wir machen nun fir die Folge iiber den Kérper k vom Grade 2m, 
der nebst seinen konjugierten Kérpern k’,---,k®"-" imaginir ist, noch 
die Annahme, die Klassenzahl h sei im Kérper k ungerade. 

Indem wir dann den Begriff der ambigen Idealklasse und des ambigen 
Komplexes wie bei Lietzmann (L. § 9) fassen, wollen wir zuniichst den 
folgenden Satz beweisen: 

Satz 7. Es sei die Anzahl der verschiedenen Primideale des Kérpers k, 


welche in der Relativdiskriminante Dy- ‘ des Kérpers K (Vu) aufgehen, 
i My 


gleich ¢, + #4, und es seien hiervon genau ¢, in der Relativdiskriminante 
Dy,,, des Kérpers K (Yu) als Faktoren enthalten; ferner mdgen die- 
jenigen Einheiten in k, welche Relativnormen Ns , You Einheiten in 


/ i, . 
K(j/u) sind, 2* verschiedene biquadratische Einheitenverbinde bilden: 
dann gilt, wenn wir die Anzahl aller ambigen Komplexe in K(Vu), die 
aus ambigen Idealen entspringen, mit 4 bezeichnen und 


t, a. a 
t= +4, v= oy 


setzen, fiir a* die Beziehung 
a* < t+ o* — m — 1. 

Beweis. Wir nehmen zunichst an, daB die Zahl uw, die den Kérper 
K (Vu) bestimmt, nicht das Produkt einer Einheit in k mit dem Quadrate 
einer Zahl in k ist. 

Darnach gilt fiir jede Einheit « in k, welche Relativnorm N. tes einer 
Einheit in K (Vu) ist, nach Hilfssatz 6 eine Gleichung von der Form 

a “in or" =e” ed 

wo € eine Einheit in & und die Bedeutung der iibrigen GréBen aus Hilfs- 
satz 6 zu ersehen ist. 

Unter den Einheiten @,,---, #,, wird es eine bestimmte Maximal- 


anzah! v,* voneinander quadratisch unabhiingiger geben, es seien dies etwa 
#,,--+, ®», so daB keine Relation von der Gestalt 
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a eee or = ¢? 
stattfinden kann, wenn man unter € eine EKinheit in & versteht und den 
Exponenten 4,,---, @,+« beliebige Werte 0, 1 erteilt, auBer es sind saimt- 
liche Exponenten a,, ---, a,,+ gleich Null. 

Dann kann jede Einheit # in k, welche Relativnorm Nyz,, einer 
Kinheit in K (Vu) ist, eindeutig in die Form 

a= 0% aye oes 

gebracht werden, wo € eine bestimmte Einheit in k& ist und die Ex- 
ponenten a,,---, @,,« gewisse Werte 0,1 haben. Infolgedessen wird man 
jede Einheit #*, welche das Quadrat der Relativnorm Mi, , einer Einheit 
in K (Vu) ist, eindeutig in der Form 


oa" ... ohn" of 
darstellen kénnen. 
Nun nahmen wir an, daB diejenigen Einheiten in k, welche Relativ- 
normen N. $ , You Einheiten in K (Vu) sind, insgesamt 2“* biquadratische 


My 
Einheitenverbiinde bilden. DemgemiS wird man unter den Einheiten 
N1>***> Um Genau v,* — w* — v,* Einheiten bestimmen kénnen, es seien dies 
etwa 7,,°-*, %e,*, 80 daB jede Einheit ¢ in k, welche Relativnorm Ny. , 
einer Einheit in K (Vu) ist, auf eine und nur auf eine Weise in der 
Form 
= ny cee ney ot” oes ane’ tt 


dargestellt werden kann, wobei die Exponenten a,, ---, a+, b,, +--+, Da« 
gewisse Werte 0,1 haben und £ eine EHinheit in k bedeutet. 

Wir wenden dies insbesondere auf die Kinheiten 1.+41, +++, %_j 
@.241,°°*, &, an. Es sei 


a, a) 
Ns = y," eS 12° @ 


20, 
1 
(s=o,*+1,-- » ); 
= OP sa. one, 


(s) 
2 ORE, 
2 


(u=v,* +1,---, m), 


wo £,, £, bestimmte Einheiten in & sind und die Exponenten a, b gewisse 
Werte 0, 1 haben. 


Hieraus folgt, daB die m — v,* Ausdriicke 


H =H,Hr*” -.. Hoan 


(s = v,* + 3 eee, m), 
Mathematische Annalen. LXIII. 


(s) —_ a) 
—o. oF let = . 


(1) 
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Einheiten in K (Vu) vorstellen, deren Relativnorm Ny. ‘ gleich 1 ist. 
Ebenso sind die m — v,* Ausdriicke = 


(uw) 


&,! = a, a; a, eee O° Be," bu 4 


(2) 
(u = v,* + 1,---,m), 
Einheiten in K (Vu), deren Relativnorm N,- , gleich 1 wird. 
Somit wird man stets ganze Zahlen M,, u, in K (Vu) beziehungs- 
weise in K (Vu) finden kénnen derart, daB die Gleichungen 
H,’ - M}- ., @,/ _ p-%, 


(s=v,*+1,---,m; u=—v,*+1,---, m) 


(3) 


statthaben. Man vergleiche hierzu H. A. Z., § 54. Die Ideale (M,), (u,) 
sind dann, ebenso wie M=(f/u) und 7 =(Vu), ambige Hauptideale des 
Kérpers K (Vu). 

Nun bezeichnen wir die ambigen Primideale des Kérpers K (Yu) mit 
d,,---, d,, und die in diesen Idealen aufgehenden Primideale des Kérpers 
K (Vu) entsprechend mit 9,, - - -, D,,. 


_. AuBer diesen ambigen Primidealen 
kénnen im Kérper K({/u) im allgemeinen noch solche Primideale vor- 
kommen, deren Quadrate Ideale in & sind. SchlieBlich kann es in 
K (Vu) auch noch solche Primideale $ geben, die zwar nicht ambig sind, 
deren Produkt aber mit dem relativ konjugierten Ideal S$ ein ambiges 
Ideal D = ¥- SP ergibt. Es mégen unter D,, 41, ---, D4, zum Teile die 
auBer den bereits angefiihrten in K (/u) noch vorhandenen ambigen Prim- 
ideale, zam Teil solche Produkte D = $%- S$ verstanden werden. Dann 
wird man die Hauptideale (M), (Ms-+1), =~") (Mm); (it) (@me+t)» ***y Gm) 
stets in der Form 
(M)=D* --- Diats dP oes dij, 
a, a. =, =A) 2 
(M,) = ya eee Din + di eee ds, 1°; 
p= dy +++ Di, 


(5) (Hu) in 5” — i is, 


(s=v,*+1,---,m; u=0,* + 1,---,m) 


(4) 


darstellen kénnen, so daB die Exponenten a, b, c gewisse Werte 0, 1 
haben und j, j, j,, j, Ideale in k bedeuten. 

Wir wollen nun nachweisen, da diese Relationen voneinander un- 
abhingig sind, d. h. daB keine Beziehung 
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(6) (M)*(Mo,+41)’a*+2 -- + (Mm)ém (4) (fee 4n) ett» ++ (Wn) m = j* 


bestehen kann, wobei die Exponenten ¢, é,,++1, +++) @my y Co*+iy °°") Gm 
irgendwelche Werte 0, 1 haben und j* ein Ideal in & ist, auBer wenn 
C= Cyegs = = Om =O = Cneg i = +>, =O und j* = 1 ist. 

Zu diesem Behufe erheben wir (6) in die h* Potenz und erhalten 
(7) me" Mfrs" +2" te Mir eee + or um =, 


wo « eine ganze Zahl aus k und E eine Einheit aus K ist. Indem wir 
(7) symbolisch mit 1 — S potenzieren, erhalten wir 
(Mi~*)¢* (Mire year+ ay ee (Mi-5)¢m* (pt—S)e (Wise y)omr+e —— (ui—5\*m* 
A 
oder nach (3) 
j-es Hi‘ge ta" a4 H’ém" (— 1)" atte es am" = 1-5. 

Fihren wir nun fiir H)++:,---,Hi, die Werte aus (1) ein und be- 
achten dann die in Satz 3 ausgesprochene Eigenschaft der Einheiten 
H,,---, H,,, so erkennen wir sofort, dab die Exponenten ¢,,+41,---, m 
simtlich gleich 0 sein miissen. Ebenso iiberzeugen wir uns, daB auch 
die Exponenten ¢),+41,°--,@, samtlich gleich 0 sein miissen, wenn wir 
fiir #,+41,--+,@,, die Werte aus (2) einsetzen und dann die Eigenschaft 
der relativen Grundeinheiten @,, - - -, #,, beachten (man sehe hierzu H. Raq. 
Z., § 14). Es ist also jetzt noch zu zeigen, daB auch e= ec =O sein * 
muB. Aus (7) folgt M@’+** — cE, oder wenn man mit 4 potenziert 


pee +oh — AES 


Da nun E* eine Einheit in & sein muB, so ergibt sich aus unserer 
speziellen Voraussetzung iiber uw, dab e =e’ =O sein muf. Es kann da- 
her keine Relation von der Gestalt (7) bestehen. Dann folgt @ber, daB 
man mit Hilfe der Gleichungen (4) und (5) 2m—w*+ 2 unter den 


Idealen D,, ---, Di 4%, 0,,°-+, D, — es seien dazu etwa D,,---, D,, 
d,,:+:,d,, wo o+ 7 = 2m — w* + 2 ist, geeignet — durch die tbrigen, 
die wir mit B,, ---, Be:,4:,-2m4+w*-2 bezeichnen, in der Gestalt 


D, _ (B,) Bo" 


oes B24), +4 -2m+ue—2 i 
24 +h—2m+w*—2 


(8) bv = (F,) Br ++ B+ amser—2j,, 


24, +t,.—2m+wt—2 


(s=1,2,---, 6; u=1,2,---,7) 


darstellen kann, wobei die Exponenten a”, b“) gewisse Werte 0, 1 haben, 
B,, f, Hauptideale in K (Vu), j,, ju Ideale in k bedeuten. 
7° 
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Um dies einzusehen, haben wir auBer der bewiesenen Tatsache, daf 
eine Beziehung (6) nicht bestehen kann, wenn nicht simtliche Exponenten 
€, Cot 415 **"y Cmy &y Coe 417° m gleich Null sind und j* = 1 wird, nur noch 
den Umstand zu beriicksi ishtign, daB die Quadrate der Ideale D,, ---, Di, 41; 
(M), (M..+41), -- +, (Mm) Ideale in K (Yu) sind, die durch die Substitution 
S —(Vu):i Vu) ungeindert bleiben, und daB die Biquadrate von 

(M), (Mo,++1), ae (Mn), 
wie auch die Quadrate von D,.,:, ---, D, Ideale in k werden. 
Aus (8) ergibt sich sofort die Beziehung 


a*¥ <4 340 m—-1. 


Die Abiinderungen, welche der Beweis in den ausgeschlossenen Fillen, 
wo gw das Produkt einer Einheit in k mit dem Quadrate einer ganzen 
Zahl in k ist, zu erfahren hat, sind leicht zu treffen. Man tiberzeugt sich 
auch in diesen Fiillen von der Richtigkeit des Satzes 7. 

Wir wollen das erhaltene Resultat auf beliebige ambige Komplexe 
des Kérpers K (Vu) ausdehnen, indem wir folgenden Satz beweisen. 

Satz 8. Es sei die Anzahl der verschiedenen Primideale des Kérpers 
k, welche in der Relativdiskriminante D ie aufgehen, gleich ¢, +4 und 
es seien hiervon genau ¢, in der Relativdiskriminante D)~ , als Faktoren 
enthalten; ferner mégen diejenigen Einheiten in k, welche Relativnormen 
Ny, von Einheiten oder gebrochenen Zahlen in K (Vu) sind, 2” ver- 
schiedene biquadratische Verbiinde bilden: Dann gilt, wenn wir die An- 


zahl aller ambigen Komplexe in K | i u) mit 4¢* bezeichnen und 


w 


t=t,+ 2, v= 
setzen, fiir a die Beziehung 
ax<t+v—m-—l1. 


Beweis. Wir behalten die Bezeichnungsweise des vorigen Satzes 
bei. Dann wird man offenbar w — w* Einheiten £,,---, e—«* im & finden 
kénnen, die Relativnormen WN. to. von gebrochenen Zahlen in K (Vu) 

My 
sind, so daB eine Beziehung von der Form 
";" ie " a” eee ie e ~~ TT - § = 3. 
wo & eine Einheit in k bedeutet und die Exponenten 
Gy, ***y Ao, b,; nn a Dory “Oyy * *y Co — wt 
beliebige Werte 0, 1 haben, nur dann bestehen kann, wenn simtliche Ex- 
ponenten a,,---, de*, b,, +++, Dee, Cy °°*, Co—we gleich O sind und &=—1 
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wird. Wir denken uns die Einheiten ¢,,---, £ —.+ so bestimmt, daB fiir 
fw, CL-we-1, °°, @ der Reihe nach Beziehungen von der Gestalt 


a”) nO 


a, oe .. gr 92 — ... ) a 
1 10 ¢ at S TAA 3 5. 1, 
(s=w — w*, w— w* —1,---, 1) 
statthaben, wobei die Exponenten a, b, ¢ gewisse Werte 0,1 haben und 
§, Einheiten in & vorstellen. Dann wird man jede Einheit ¢ in k, welche 
Relativnorm N. tes einer ganzen oder gebrochenen Zahl in K (Vu) ist, 
Ky, 
eindeutig in die Form 


ok nor or”... oe Se wn w ps 


o,* 1 w— w* 


7 


bringen kénnen, wo die Exponenten 4a,, -- -, @e,*, Dy, +++, Dees Cyy + *y Co— wt 
gewisse Werte 0, 1 haben und & eine Einheit in k ist. 


Wir bezeichnen mit A,,---, Av—«+ Zahlen in K (Vu), so dab 
br Nye (ADs +5 bee Ny (Awe) 


wird. Verfahren wir dann genau so, wie Hilbert in A. Z. § 148 oder 
Furtwingler in seiner Preisarbeit, § 5, Satz 20, so kénnen wir w — w* 
Ideale U,,---, U.—.u+ bestimmen, so daB_ 
A, an e-4 
(s=1,2,---,w— w*), 

wird. 

Nach den Erlauterungen im Beweise zu Satz 7 kann jedes Ideal J 
des Kérpers K (Vu) mit der Eigenschaft §— S% durch gewisse 
2t, + t, —2m + w* — 2 Ideale B,, ---, Bor, 44-2m4we-2, in der Form 


(9) J = (B) Be .-- Biata—wmeur—s j 


2t, +4—-2m+wr—2 

ausgedriickt werden, wo die Exponenten 4,,---, de,41-2m+u*-2 gewisse 
Werte 0, 1 haben, (B) ein Hauptideal in K (//u) und j ein Ideal in k be- 
deutet. Bezeichnen wir nun die ambigen Komplexe, die aus den Idealen 
q,, coe es %,, dad Bsr, +1,-2m4+ue—2 entspringen, mit A,, ee Ay—w*, 
B,,- ++, Bat,+_-2m+u*-2, 80 kann gezeigt werden, daB jeder ambige Kom- 
plex P des Kérpers K (Vu) in der Form 


(10) P= A’, ee -, Ate~u* Br Bett +4 —Imtwr—2 


w—w 19°" *? “"gt44.-29m+wt—-2 
darstellbar ist, wo die Exponenten a, b gewisse Werte 0, 1 haben. 

Es sei & ein beliebiges Ideal des ambigen Komplexes P. Da jeder 
ambige Komplex in K(f) nur ambige Klassen enthiilt, so wird eine 
Beziehung 

SW) 6 
(x) = 
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bestehen miissen, wo © eine Zahl in K (Vu) bedeutet. Da die Relativ- 
norm WN fr. YOR © eine Einheit € wird, so kénnen wir setzen 
Ms 
Ny ,(0)= S= a >> mR ot... gtarpt ... pew—we be 


9° “1 2," i w-we >? 


so daB die Exponenten a,, ---, r+, D,, +++, Dee, C,***) Co—we gewisse 
Werte 0,1 haben und € eine Einbeit in k bedeutet. Bilden wir jetzt 
die Zahl 

(11) O& =OH” --- Hoo are” eee oon AT% ... Arfwrwtg-1, 


80 ist 


Ny (0) =1 


und wir kénnen demnach 
Qe’ = Ai-s 


setzen, wo A eine ganze Zahl in K (fu) bedeutet. Fihren wir dies in 


(10) ein und gehen zu den Idealen zuriick, so erhalten wir eine Relation 
von der Gestalt 


(A)'-5 = (a) (ur pe iets baa 
Wenn wir daher 
(12) War... We-w AJ 
setzen, so wird 
3=S3 
und wir kénnen demnach 3 durch die Ideale B,, ---, Bar, 4,-2m+u*-2, 


wie Gleichung (9) lehrt, ausdriicken. Tun wir dies und beachten dann 
die im Beweise zu Satz 7 erliuterten Eigenschaften der Ideale 


B,, tees Bos, +1,-2m4+0e-2, 
so folgt sofort aus (12) eine Relation von der Gestalt (10). 
Damit ist Satz 8 fiir den Fall, daB w nicht das Produkt aus einer 
Einheit in k mit dem Quadrate einer ganzen Zahl in k ist, bewiesen. 


Man iiberzeugt sich aber leicht, daB Satz 8 auch im ausgeschlossenen 
Falle seine Giiltigkeit behilt. 


§ 6. 
Die Geschlechter im Kérper K (f/x). 

Beziiglich der Begriffe: ,Geschlecht“, ,Charakterensystem einer Zahl 
und eines Ideals“, ,,charakteristische Einheiten“ verweisen wir auf § 8 der 
Lietzmannschen Dissertation. 

Es gilt der Satz: 
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Satz 9. Wenn ¢ und v dieselbe Bedeutung haben, wie in Satz 8, 
und man mit r, die Anzahl der vierwertigen, mit rv, die Anzahl der 
zweiwertigen Charaktere eines Komplexes in K bezeichnet, so besteht die 
Beziehung 
(1) t+v—mc<r, 


wor=",+ 2 gesetzt worden ist. 

Beweis. Bezeichnet man mit ¢,,---, é,« die vierwertigen, mit 
&,*41) °**y €r*+r,¢ die zweiwertigen charakteristischen Einheiten des Kér- 
pers K (Vu) und haben m,, ---, %o,*, %,°°*> Per, bry +") Sw—we dieselbe 
Bedeutung wie im Beweise zu Satz 8, so kann keine Beziehung von der 


HL. int ginttl ... ginttnt gh... a... ohne 
a & é r*+1 eft " a ie} 8, os P 


m... w* a» £4 
1 w—w 
bestehen, wo die Exponenten a,, ---, a,,+ gewisse Werte 0, 1, 2, 3, die 
Exponenten 4,,*41, ***) Gregrjey Opp ++ *y Doyey Cry + *y Cogty Gyy ++) Mu —we 
hingegen nur die Werte 0, 1 haben kénnen, auBer es sind simtliche an- 
gefiihrten Exponenten gleich 0. Bestiinde niimlich eine Relation (2), so 
miiBte 
((# fart one m bce ne af dcurt a ¢ mne fhe~w, *)) 
\ Se —*_ 2 ~iien 3 
sein fiir simtliche Primideale w der charakteristischen Symbole. Dies ist 
jedoch unméglich, wenn nicht simtliche Exponenten a,, ---, a, durch 
4 und die Exponenten a,++:,---, @,*+,,« durch 2 teilbar sind und die 
iibrigen Exponenten samtlich gerade ausfallen. 
Nun ist die Anzahl aller biquadratischen Einheitenverbinde in k 
gleich 4". Lassen wir im Ausdrucke 





Pe =P e“n* eon" +1 ag ent +n" " et + ees” 9% “ree ane 
°,* 


1 r* on* +1 ry* +r," :* 1 
gt... pho Bs 
1 w—w* 


die Exponenten a,,---, a,,« alle Werte 0, 1, 2, 3, die Exponenten 
Gnoty °° %» Gryranyes Bay **%» Beyry Cay °° % Onry Gyy °° %> donee 
die Werte 0,1 und € simtliche Einheiten in & durchlaufen, so erhalten 
+E +0 
wir insgesamt 4 *  biquadratische Kinheitenverbinde; fclglich ist 
r,* +% +vim 
und demnach 
(3) t+vu—ma<r. 
Wegen Satz 8 muB r>1 sein. 
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Bezeichnet man mit A die Anzahl aller ambigen Komplexe in 
K (Vu) und mit g die Anzahl der Geschlechter in K (Vu) , 80 ist gS A 
(L. § 9). Beachten wir nun die im Satze 8 enthaltene Beziehung und (3), 
so ergibt sich fir die Anzahl g der Geschlechter in K (Vu) die Relation 


(4) 954". 


g 7. 
Ein gewisses System von m-+ 2 zu 1+ i primen Primidealen des 
Korpers k. 

Es midge k ein Zahlkérper 2m‘ Grades sein, iiber den wir folgende 
Annahmen machen: 

1) Der Korper k enthalte den Korper der imaginiiren Zahlen k(i) als 
Unterkirper und sei nebst seinen konjugierten Korpern k’,---, k®™-» 
imaginar. 

2) Die Anzahl h der Idealklassen im Korper k sei ungerade. 

Wir verstehen ferner unter ¢,, &,---, ém-—1 ein volles System von 
Grundeinheiten des Kérpers k, und es sei ¢é,, eine Einheitswurzel in k, 
deren Quadratwurzel nicht in k liegt, so daB jede beliebige Einheit « 
des Kérpers & sich auf eine und nur auf eine Weise in der Gestalt 


= “ “a *“*-e. “m 2 
é é és en 3 


darstellen liBt, wo u,,%,,---, Um gewisse Werte 0, 1 haben und & eine 
Einheit in k bedeutet. 


Fiir die Primzahl 1+ des Kérpers k(i) mége in k die Zerlegung 
1+imlile---0: 
geiten, wo [,, [,,---, {, voneinander verschiedene Primideale des Kérpers k 
bedeuten, und es sei weiter 
(A)=—t", (=O, --, =O, 


wobei 4,, 4,,---, 4, ganze Zahlen in k sind und h’ derart bestimmt werden 
soll, daB es die Kongruenz hh’= 1, (4) befriedigt. 
Wir wollen nun folgenden Satz beweisen: 


Satz 10. Es seien q,,---,Qm soleche zu 1+ prime Primideale des 
Kérpers k, fiir welche 


((%))-+8, ((@))-+1  — @ +0, 


(s, k=1, 2,---, m) 
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ausfallt; ferner seien p,,---, Pm quadratisch primire*) Primideale in k, 
fiir welche 


((f))—+1, (R= 1,2,---,m); 


a ‘d 
(3 —_s (t)=+1 (k+1) 
(k, l=1,2,---, 2) 
wird. Setzen wir nun 
MY = (1) +++, OY = (%,,)» 1 = (4,),°°- BY = (x), 

so daB x,,---, %m, %,,°°*,%, gewisse ganze Zahlen des Kérpers k be- 
deuten und auBerdem z,,---, 2, quadratisch primaire Zahlen sind, dann 
gilt fiir jede beliebige zu 1+% prime ganze Zahl w in k nach dem 
Modul 8 eine Kongruenz von der Gestalt 


=e... gm co ee eee "3 ot 
(1) o=é a” x, a” xa‘, (8), 


worin die Exponenten u,,---, tm, U;,°**, Um gewisse Werte 0,1,2,3, die 
Exponenten w,,---,w, nur die Werte 0,1 haben kénnen und «@ eine 
geeignete ganze Zahl in k bedeutet. 

Beweis. Wir zeigen zuniichst, dab eine Zahl uw von der Form 


(a) el PU a SE Sale Pi, Se 
WO ty, °**, Um, U%,°**, Um gewisse Werte 0,1, 2,3, w,,---, w, nur 
die Werte 0, 1 haben kénnen, nicht dem Biquadrate einer ganzen Zahl 


in k nach 8 kongruent sein kann, es sei denn, daB die Exponenten 


Uy," **y Uy Uy, ** "> Umy Wy, °°, W, 
simtlich gleich 0 sind. 
Wenn unter den Exponenten ,,---, tm, Uy) ***) Umy Wy, ***y W, 
mindestens einer ungerade ist, so folgt die Richtigkeit unserer Behauptung 
aus dem Umstande, daB 


Bhs im ght ws im eo gt 
m 1 3 


1 m ? 


wo die Exponenten ,,---, tm, U,,-**; Umy Wy, +++, W, gewisse Werte 


0, 1 haben, nicht dem Quadrate einer ganzen Zahl in k nach dem Modul 
ctatt ptata ttie+t 
i 2 z 


kongruent sein kann, es sei denn, daB die Exponenten w,, ---, tm, Uy, °**)Umy 
W,,°-+,w, samtlich gleich 0 sind (H. Rq. Z. § 21, Satz 29). Soll also uw 


*) Wir gebrauchen im Nachstehenden statt der Ausdriicke ,,primiir“, ,,hyper- 
primar“ der Theorie des relativquadratischen Zahlkérpers die ausfiihrlicheren Aus- 
driicke ,,quadratisch primar‘, ,,quadratisch hyperprimir“. 
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dem Biquadrate einer ganzen Zahl in k nach 8 kongruent sein, so miissen 
jedenfalls die Exponenten u,, ---, tm, 0,,°**,; Um, W,,°**, , im (a) simtlich 
gerade ausfallen. 

Sind aber die Exponenten u,,---, tm, 0,,°**,; Um) W,,°**, W, samtlich 
gerade und setzen wir etwa 
4, = 24,,-++, tm = 2Gm, 0, = 20,,--+) m= 2bn, w, =0,---,w,=—90, 
WO 4@,,°-*, Gm, b,,°-+, bn gewisse Werte 0, 1 haben, so miibte eine 
Kongruenz von der Gestalt 


Se, 8a, 8h a 
Be Ema, eee BM =at, (8) 


bestehen, worin « eine ganze Zahl in k bedeutet. 

Wir greifen nun unter den Primidealen, die in 1 +7 als Faktoren 
enthalten sind, ein beliebiges heraus und bezeichnen es mit {. Es mége [ 
in 1+ genau zur /" Potenz aufgehen, so folgt aus der letzten Kon- 
gruenz, dab 


b, 
ei eh e-em ata®, (it) 


sein muB. Beachten wir jetzt, dab — 1—/i und i eine Zahl in & ist, 
so kénnen wir folgende Kongruenzen aufschreiben: 


a 
a 
a 


bo. gh, 
é, En 


WO @,, @,-++, @, geeignete ganze Zahlen in k vorstellen. Man kénnte 
demnach eine ganze Zahl f§ in k derart bestimmen, daB die Kongruenz 


et. « gim yt... ym = BF, (4) 


stattfinde. Dies ist jedoch nur méglich, wenn die Exponenten 4,, ---, dm, 
b,,--+-+,b» samtlich gleich Null sind (H. Rq. Z. $21). Damit ist die Aus- 
sage tiber die Zahl uw bewiesen. 

Wir setzen nun zur Abkiirzung 


L, =» (G4) (1-35), 


wo n die Norm genommen im Kérper k bedeutet, und verstehen unter 


a), reey a) 
ein volles System von ganzen zu [, primen und nach [24 einander in- 
kongruenten Zahlen in k, die tiberdies siimtlich kongruent 1 nach dem 
Modul (* G*---@" sein sollen. Da allgemein 
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a ie, (184) 
(k= 1,2,-+-, L,) 


ist, so kénnen wir annehmen, es sei etwa stets 


ty 
+k 
ia) = al? » (GS) 


(k 1,2, --., 4). 


L 
Die 4 Zahlen af), ---, al ) haben dann offenbar die Eigenschaft, dab, 


wenn a, eine beliebige unter ihnen bedeutet, in diesem Systeme keine 
Zahl vorkommt, die kongruent ia, nach dem Modul [24 wire. 
Ferner setzen wir zur Abkiirzung 


L, = n(G*) (1 ~¥): 


t= ms) 


und bilden in der entsprechenden Weise wie oben zuniichst das System 


(3) 


a, 8% ey 


von * ganzen, zu |, primen Zahlen 


die simtlich kongruent 1 nach [4 34... sind und die Eigenschaft 
haben, da8, wenn a, eine beliebige Zahl dieses Systems ist, in diesem System 
keine Zahl vorkommt, die kongruent ia, nach dem Modul 3 wire, u. s. f.; 


endlich bilden wir ein System von ~ ganzen, zu |, primen Zahlen 


L 
o,f, 
die simtlich kongruent 1 nach [{" (}* .-. =1 sind und die Eigenschaft 
haben, daB, wenn a, eine beliebige Zahl des Systems bedeutet, in diesem 
Systeme keine Zahl vorkommt, die kongruent ia#, nach dem Modul (2's 
wire. 
Der Ausdruck 
(2) 8 gm x” =o x as Lae a? («)* = (a‘)* 


m 1 1 
Uy," **yUmy Uyy** *y Um = 0, 1, 2, 3; Wy," "") 
L, 
41,2, +, 5005 i,=1,2,-- 


stellt ein System von 
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(1-55) aq) sa) 


ganzen Zahlen in k dar; diese sind simtlich zu 1+ 7% prim und nach 8 
einander inkongruent. In der Tat, wiiren zwei Zahlen von der Gestalt (2) 
einander nach 8 kongruent, wire etwa 
(3) é; eoe em x, ees ag =, cod =" (a) Se (a>) 
= ei SAP em «3 siied xo a1 Ke nv? (a{?)* <—e (a%?)*, (8), 
so wiirde, da die Zahlen «,),---, of simtlich zu 1+ prim sind, aus 
dem vorhin Bewiesenen sofort folgen, daB die Exponenten w,, - - 
Vip ***y Umy Wy, +++, W, bez. mit den Exponenten uj, -.-, Un, Vi, °° 
wi, -+-, W, tibereinstimmen und es wire mithin 
(i; (,)\4 — (.¢4)\4 i/)\4 
(a! ve (cc! ) = (ce) ea (cc) , (8). 


Aus dieser Kongruenz entnehmen wir der Reihe nach die z Kongruenzen 


"= (8), (6), 
(2) (68), (C9). 


Betrachten wir nun eine beliebige unter diesen Kongruenzen, z. B. die 
folgende: 

ei) = (ei2)*, (C0). 
Aus dieser Kongruenz wiirde weiter folgen, daB 

(Hy + (2) [(e)— YF] =0, (69 
sein mu8. Demnach miiBte entweder 
(a‘’®)* + (a)? oder («i”)* re («{?)? 

durch * teilbar sein. Im ersteren Falle kénnten wir weiter schlieBen, 


"7 Umy 


Pf 
*> Um» 


daB a«® — ia‘? durch ({" teilbar sein muB. Dies verstéBt aber gegen 
die Eigenschaft der oben aufgestellten z Systeme der «. Im letzteren 
Falle wiirde wieder folgen, daB a‘ — a‘? durch }" teilbar sein muB, 
woraus sich i, =i, ergibt. Dies gilt fiir k—1,2,---,2, so daB wir 


allgemein 


4 — i,', i, = is’, i, _ i,’ 
hitten, d. h. die beiden Ausdriicke auf der linken und rechten Seite der 
Kongruenz (3) waren nicht voneinander verschieden. 


Nun gibt es fiir den Modul 8 genau 
(1-5) (\- aq) l-a) 
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za 1+ prime und untereinander inkongruente Zahlen; mithin bilden 
die ganzen Zahlen in (2) ein volles Restsystem der genannten Art 
nach 8. Dies ist die Aussage des Satzes 10. 

Auch fiir den Modul [$4+* (§4+1...{$2+! kann man eine der 
Kongruenz (1), die wir fiir den Modul 8 fanden, analoge Kongruenz 
bestimmen. Es gilt hier 


Satz 10%. Wenn q,,---,Qmy Piss +> Pai %1y °° *» my Myy* °°, H, die- 
selbe Bedeutung haben, wie in Satz 10, so gilt fiir jede beliebige zu 
1+ prime ganze Zahl @ in k nach dem Modul [$4+1[Sh+!... [$4 +1 
eine Kongruenz von der Gestalt 
(4) @set--- aim at ++ ximait. +. ahs of, io. vee t+") 


m 1 . 1 ’ 


worin die Exponenten w,,---, tm, Uj, °** Umy Wy,***, W, gewisse Werte 
0, 1, 2, 3 haben und «@ eine geeignete ganze Zahl in k ist. 

Beweis. Auch in diesem Falle kénnen wir zunichst aachweisen, 
daB eine Zahl von der Form 


4 eee “my” eee ?m “1 ese “; 
&, en at a a, z, ? 


wo die Exponenten w,,---, Um, U,,°**, Umy Wy,***, W, gewisse Werte 
0,1, 2,3 haben, nicht dem Biquadrate einer ganzen Zahl in k nach dem 
Modul [$4+! (4+! ... (8+! kongruent sein kann, es sei denn, daB die 
Exponenten ,, +--+, Um, Uy, °°", Umy Wy, ***, W, simtlich gleich Null sind. 
Man beweist dies wie im analogen Falle des Satzes 10. Die Abinderungen, 
die an jenem Beweise anzubringen sind, weil die Exponenten w,,---, w, 
jetzt die vier Werte 0, 1, 2, 3 haben kénnen, sind leicht zu treffen. 
(Man beachte hierzu H. Rq. Z. § 30.) 

Wir setzen nun zur Abkiirzung 


L, = n(") (nl) — 1) 
und verstehen unter 
(5) ot), ++ +, ofa) 


ein volles System von ganzen zu [, primen nach [?4*! einander in- 
kongruenten Zahlen in k, die tiberdies simtlich kongruent 1 nach dem 
Modul 34+! 24+1...(4%+! sein sollen. Da allgemein 


dO +z—a, +4ia, (Bat) 
(k — 1, 2," ys I) 


ist, so kénnen wir die Zahlen des Systems (5) folgendermaBen an- 
ordnen: 
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(1) 
ay ; _ e 


(1) 
— ay ? * 


- (1 
a... 


» (1) 


— tay ptt ty — tay 


Die Zahlen der zweiten, dritten und vierten Reihe erhailt man aus den 
Zahlen der ersten Reihe, indem man die Zahlen dieser Reihe beziehungs- 
weise mit —1, ¢ und —i multipliziert. Die Zahlen der ersten Reihe 
haben dann offenbar die Eigenschaft, dab, wenn «, eine beliebige unter 
ihnen bedeutet, in diesem Systeme keine Zahl vorkommt, die kon- 
gruent — a, ia oder — ia nach dem Modul (24+! wire. 


Ferner setzen wir 
L, = n(&4) (nd) — 1), 
L, =n(@) (n) — 1) 
und bilden in der entsprechenden Weise fiir den Modul (34*' ein analoges 
System von ” Zahlen u. s. f.; endlich fiir den Modul [?':+* ein analoges 


System von J Zahlen. Man vergleiche hierzu den Beweis zu Satz 10. 
Bezeichnet man diese Systeme der Reihe nach mit 


af) a (7) 


"9 Gy 


L. 
(1) (<2) 
a, g i hh a, P 


so kann man, wie in Satz 10, nachweisen, daB der Ausdruck 


(6) é eee ~ x eee nm eee x," »s.4 i («;?)* bee (a‘?)*, 


L: 
3 


. a 6 - 
pings Oy, °° *%) Um; Wy,°**, ey 


; , L 
i, = 1,2,---, a oe i,=—1,2,-- 


ein System von 
2" LL, --- L, 


ganzen Zahlen in k darstellt, die saimtlich za 1+ i prim und nach 
(ot) ($o+!... (84+! einander inkongruent sind. Da es aber fiir den 
Modul [fh+*(f4+!... (84+! genau 24" 2, L,--- L, soleher Zahlen gibt, 


so bilden die ganzen Zahlen (6) ein volles Restsystem der genannten 
Art nach [f4+1(S4+1...[8'.+1; dies ist die Aussage des Satzes 10*. 
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§ 8. 
Ein Satz aus der Theorie des relativquadratischen Zahlkérpers. 


Wir wollen in diesem Paragraphen einen Satz ableiten, von welchem 
wir spiter Gebrauch machen werden. 

Satz 11. Es seien [,,---,{, die voneinander verschiedenen Prim- 
faktoren von 1 +7 in k& und es gehe [, genau zur 1,"", ferner die Prim- 
ideale [,,---, f, bez. genau zur /,,---, 7%" Potenz in 1+ auf. Wir 
setzen 

f= (4,),---,8=(,), 
so daB 4,,---,4, ganze Zahlen im k sind, und bestimmen ein quadratisch 
primires Primideal p, in & derart, dab es die Gleichungen 


; 4, ih. le 
(1) G)--1 GQ) tt: G—+1 
befriedigt; es sei endlich p* = (z,), wo 2, eine quadratisch primire Zahl 
bedeutet. 

Ist dann mw eine quadratisch primaire Zahl in k, fiir welche die 
Gleichungen 


(t)--1, (f)=+1, (s = 2,3,---, 2) 


bestehen, so gilt fiir ~ nach dem Modul [#4+!... [$+ eine Kongruenz 
von der Gestalt 


n= ma, ((44+1 - ++ (4st), 
wo « eine ganze Zahl in k bedeutet. 
Beweis. Wegen (1) miissen auch die Beziehungen 


yn % eth eet 
stattfinden; daher ist 
(“*)—+1, (@=1,2,---,2), 


d. h. 2,u ist eine quadratisch hyperprimiire Zahl in k, womit Satz 11 
bewiesen ist. 


g 9. 
Das primiire Ideal und die primiire Zahl. 

Definition 3. Ist das zu 1 +4 prime Ideal a in k so beschaffen, 

daB fiir jede Kinheit « in & das Symbol ((<)) den Wert +1 hat, so 


heiBe a ein biquadratisch primdres oder kurz primiires Ideal. Alle Ideale, 
die diese Eigenschaft nicht haben, heiBen biquadratisch nichtprimdre oder 
kurz nichtprimdre Ideale. 
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Definition 4. Es sei « eine beliebige ganze Zahl in k, die nicht 
das Quadrat einer ganzen Zahl in & ist. Fallt dann die Relativdiskrimi- 


nante Dy. : des Kérpers K (Va) prim zu 1 + i aus, so heiBe « eine bi- 
quadratisch primdre oder kurz primidre Zahl. 


§ 10. 
Eigenschaften der primiren Primideale. 

Die primiiren Ideale zeichnen sich durch besondere Eigenschaften aus, 
zu deren Herleitung uns folgender Hilfssatz verhelfen wird. 

Satz 12. Bedeutet u eine quadratisch primdre Zahl des Kérpers k, 
so kann man stets ganze Zahlen & in k bestimmen derart, daB die Zahl 
Eu primar wird. 

Beweis. Es sei { ein Primideal des Kérpers k, welches in 1 + i, 
u. zw. genau zur [' Potenz aufgeht. Da nach Voraussetzung uw eine 
quadratisch primire Zahl ist, so ist das Symbol (t ) entweder gleich + 1 


oder — 1. Im ersteren Falle zerfalit { im Kérper K (Vu) in zwei von- 
einander verschiedene Primideale {, S{ nach der Gleichung {={-S{ Nun 
ist n((*) = n,- ({*), wo e eine beliebige positive ganze rationale Zahl ist, 
und es wird jede ganze Zahl in K (Vu) kongruent einer ganzen Zahl des 


Kérpers k nach {°. Insbesondere mu eine ganze Zahl £ in k bestehen 
derart, daB 


(1) Vu=é, (t*) 


wird. 


Ist hingegen (+) =-—1 und etwa 
(2) usa’, (), 


wo @ eine ganze Zahl in k bedeutet, so bestimmen wir eine ganze Zahl 
4 in k, die genau durch [ teilbar ist und eine zu [ prime ganze Zabl 9, 


die durch ; teilbar ist. Dann ist 
I _— 
(5) @ +i Vu) 
eine ganze zu { prime Zahl in K Vu). 


Wir zeigen nun, daB man stets eine ganze Zahl — in k bestimmen 
kann derart, daB die Kongruenz 


(3) tVe=(2)@+ivn, 
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befriedigt wird. Diese Kongruenz kann folgendermaBen geschrieben 


werden 
(2)"(e—u) — (2)" GE + 20’) Va =O, (C, 


Bezeichnet man die linke Seite dieser Kongruenz etwa mit 6, so muB 
6+ S6 durch {*' und 6- Soe durch [* teilbar sein. Das erstere ist immer 
der Fall, und es muB demnach & so bestimmt werden, daB die Kongruenz 


(2)" (at — uy? — (2)" 8 + 2ai)*e=0, ( 


stattfindet. Multipliziert man diese Kongruenz mit uw, so kann sie auch 
in der Gestalt 


20% as\? “a 

(oe +25) w= ($)"@— wt, 
geschrieben werden oder weiter, wenn man (2) beachtet, in der Form 

2 2: \2 a. 

(oe +25) w(t)" we, (. 

Bestimmt man jetzt § nach der Kongruenz 
2. 21 ; 
(os + ae rt) u= (3) (a? —p)a, (I*), 


so befriedigt es die oben gestellte Anforderung. 

Wir bezeichnen mit |,, [,, ---, {, die simtlichen in 1 + i aufgehenden 
Primideale des Kérpers k, und es gehe [, genau zur J,"", [, genau zur 
i", usf, t, genau zur ‘/."" Potenz in 1+ ¢ auf, dann lehren die Kon- 
gruenzen (1) und (3), daB man zu diesen Primidealen stets ganze Zahlen 
E., &,--+-+, & in & finden kann derart, da’ Kongruenzen von der Gestalt 

FI Vu =a,*, (1), 
b Ve = a,*, (l,**), 


g, Vu = a, (142) 
statthaben, wo @, @,---, @, ganze Zahlen in K(Vm) bedeuten. Be- 
stimmt man ferner eine ganze Zahl & nach folgendep Kongruenzen: 


f=6, (4°), 
$=, (4°), 
E = é., ({,*"2), 
so wird fiir diese Zahl € offenbar auch eine Kongruenz von der Form 


EVu=a, (4) 


Mathematische Annalen. LXIIL 
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bestehen miissen, wo @ eine ganze Zahl in K (Vu) bedeutet, und dies ist 
die Aussage des Hilfssatzes 12. 

Nun sind wir imstande, folgenden Satz zu beweisen: 

Satz 13. Ist p ein beliebiges primires Primideal in k, so kann man 
stets eine primiire Zahl az in k bestimmen derart, dab p*” = (x) wird. 

Beweis. Da p ein primiires Primideal sein soll, so kénnen wir zu- 
nichst eine quadratisch primaire Zahl 2* in k bestimmen, so dab p’”’ = (2*) 
wird. Nun bestehen nach dem vorigen Satze immer solche ganze Zahlen 
@ in k, die eine Kongruenz von der Form 


(4) @ Va*=a*, (4) 


befriedigen, wo @ eine ganze Zahl in K (Vx*) bedeutet. Wir bestimmen 
ferner die Primideale q,,---, q,, in & derart, dab die Beziehungen 


® (ss ()-25 (@)=+1 e+ 


(s = 1, 2, -+-, m) 
bestehen, und setzen 
qi = (xs), (s=1, 2,+-+, m), 
so daB x,,---,,, ganze Zahlen in k bedeuten. Dann gilt fiir eine 
Kongruenz von der Gestalt 


@=ex'--- ma’, (4), 
wo die Exponenten u,,---, u,, gewisse Werte 0, 1 haben, « eine Einheit 


und « eine ganze Zahl in k vorstellt. Demnach kénnen wir die Kon- 
gruenz (4) auf die Form : 


(6) ex”... ate Va¥ = Bt, (4) 
bringen, wo eine ganze Zahl in K(/x*) ist. Sind nun simtliche Ex- 
ponenten u,,---, #,, gleich Null, so ist 7 = ¢*2* eine Zahl, wie sie Satz (13) 


fordert. Wir machen demzufolge die gegenteilige Annahme, es seien etwa 
die Exponenten u,,---, u, gleich 1, die tibrigen gleich 0, setzen 


em s+ xe? Vx" =z 

und betrachten den Kérper K(/z). Im Kérper K(Vz*) bleiben die 
Primideale q,,---, q,, wegen (5) unzerlegt, p hingegen wird das Quadrat 
eines Primideals p. Die Relativdiskriminante des Kérpers K (Vz) beziig- 
lich K (Vx*) enthiilt die Primideale q,,---, q-, p als Faktoren und keine 
anderen mehr. Wir wollen zeigen, daB die Anzahl der (quadratischen) 
Geschlechter in K (Vz) gleich 1 ist. 

Zu diesem Behufe beachten wir zuniichst, daB die Klassenzahl des 
Kérpers K (Vx*) eine ungerade Zahl ist (H. Rq. Z. § 33 im Beweise zu 
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Satz 47) und daB jede beliebige Einheit ¢ in k der Relativnorm Ny.) 
einer Einheit in K (Yx*) gleich ist (H. Rq. Z. Satz 33). Bestehen ferner 
in K (Vx*) die Kongruenzen 


wo ”(s), n(p) die Normen genommen in K (V/x*) bedeuten und die Ex- 
ponenten w,,---, w., w gewisse Werte 0, 1, 2,3 haben, so miissen zu- 
gleich auch die Kongruenzen 
n(Qs) -1 
Se * =i", (q.) 
(s=1,2,--+, m), 
n(p)—1 
St 4 =i, (p) 


statthaben, wo S = (V/z*:—Y[2z*) ist. Es bestehen somit in K (Vx*) 


_—— €~-@® 


(7) (e— 1, 2, ++, m), 
(5) -(F)) 


Bedeutet schlieBlich ¥ ein beliebiges Ideal in K (V/x*), so gilt stets 


die Gleichung 
(F)) ym (Ora )), 
Hieraus folgern wir, daB wegen (5) 

((&)) = (@)) (@) -- 

”" (%))-(Q) (EB) -+1 +9 
(s=1,2,---, m), 

*) (H)-G G+ 
sein muB, wo simtliche Gleichungen ftir den Kérper K (Vz*) gelten und 
& = Nya ,(&) gesetat wurde. 








g* 
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Aus (8) und (8*) ergibt sich weiter bei Beriicksichtigung von (6) 


(2))—=+% ())—41 @+s) 


z (s = 1, 2, ---, e), 
((=))=+1, 


woraus wir folgende Gleichungen ableiten: 


@--» Qa+1 ey 
=1,2,---, 2), 


(G)-+1. 

Demzufolge ist die Anzahl der geschlechtsbestimmenden Charaktere fiir 
den Kérper K(x) gleich 1, womit unsere Behauptung als richtig er- 
wiesen ist. 

Aus dieser Tatsache ergibt sich, weil p ein quadratisch primiires 
Primideal in K (Yx*) ist, genau in derselben Weise, wie bei Hilbert, 
Rq. Z. § 23, daB die oben gemachte Annahme, es seien einige der Ex- 
ponenten u,,---,u,, in (6) von Null verschieden, unstatthaft ist, womit 
Satz 13 vollstindig bewiesen ist. 

Auch die Umkehrung dieses Satzes ist giiltig, wie der folgende 
Satz zeigt: 

Satz 14. Wenn a eine primiire Zahl in & ist und wenn iiberdies 

=p” ist, wo p ein Primideal in k bedeutet, so ist dieses Primideal p 
stets primiir. 

Beweis. Nach Voraussetzung ist die Relativdiskriminante des Kér- 
pers K ({/x) beziiglich k prim zm 1+ i; sie enthilt nur das eine Prim- 
ideal p des Kérpers & als Faktor. Die Relativdiskriminante von K (Vx) 
beztiglich K (Vz) enthilt nur das in p aufgehende Primideal p des Kér- 
pers K (Vx) als Faktor. Bezeichnen wir mit 2” die Anzahl der Ein- 
heitenverbiinde, welche von denjenigen Einheiten in K(x) gebildet 
werden, welche Relativnormen Ny. ya vom Einheiten in K (x) sind, so 


besteht, weil die Klassenzahl in K (Vz) ungerade ist, die Beziehung 
1 + v® —2m> 0. 
Es ist also v* >2m, und weil v* nicht gréBer als 2m sein kann, 
muB v* = 2m sein. Somit ist jede Einheit in K (Vz) die Relativnorm 


N be Va einer Einheit des Kérpers K (jz). Da jedoch auch jede Einheit 
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in k der Relativnorm N,- , einer Einheit in K (Vz) gleich ist, so folgt 
hieraus, daB jede Einheit in & die Relativnorm N. tz, You einer Einheit 
in K (Vx) sein muB. Es ist demnach, wenn £ eine beliebige Einheit in 


k vorstellt, | (2) a (( : )) =+1, 


d. h. p ist ein primiares Primideal. 


Il. Teil. 
§ 11. 
Figenschaften primirer Ideale und Zahlen. 


Satz 15. Sind «, und a, primiire Zahlen, so ist auch ihr Produkt 
@,@ primiir. 

Beweis. Wegen der iiber a, und « gemachten Voraussetzung sind 
die Relativdiskriminanten Dy , und Dy , zu 1+d¢ prim; demnach 
muB auch die Relativdiskriminante des aus K(/a,) und K(/a,) zu- 
sammengesetzten Kérprrs K’ in bezug auf k zu 1+i prim ausfallen; 
folglich auch die Relativdiskriminante Dy— , des Unterkérpers K (Vee, a) 


von K’. 

Auf Grund des speziellen Reziprozitiitsgesetzes, welches wir nunmehr 
fir den Kérper k als giiltig annehmen, und der bisher bewiesenen Siitze 
beweist man nun leicht die Siitze 37, 38 und 39 der Lietzmannschen Dis- 
sertation. Sonach kann Satz 13 folgendermaBen verallgemeinert werden: 

Satz 16. Ist a ein beliebiges primires Ideal in k, so ist es stets 
méglich, eine primaire Zahl a in k derart zu bestimmen, daB a” = (a) 
wird. 

Beweis. Es sei «* eine ganze Zahl in k, so daB a’” = (a*) wird. 
Nach Satz 10 besteht fiir «* nach dem Modul 8 eine Kongruenz von der 
Form 

a* = sx --- ima... a Bt (8), 
wo « eine Einheit in & ist und die Bedeutung der iibrigen GréBen in 
dieser Kongruenz aus Satz 10 zu entnehmen ist. Wir nehmen hier ins- 
besondere an, die Zahlen 2,,---, 2, seien biquadratisch primire Zahlen. 
Es ist dann we~'xi~"--- x‘~°" eine primaire Zahl. Es gilt demnach 
nach Satz 38 der Lietzmannschen Dissertation die Gleichung 
—-1 “f7% 


SS 


(w) 
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fiir jede beliebige zu 1+ i prime ganze Zahl v in k, wenn das Produkt 


IT ther simtliche mm 1+ prime Primideale des Kérpers k erstreckt 
(w) 


wird. Setzen wir insbesondere fiir v die Einheiten ¢,, ---, ¢,, ein, so er- 
gibt sich bei Berticksichtigung der Eigenschaften der Primideale q,, ---, q,, 
sofort, daB v,,---, v,, samtlich gleich 0 sein miissen; daher ist « = a*e~! 
eine primaire Zahl, w. z. b. w. 

Auch die Umkehrung dieses Satzes gilt. Sie lautet: 

Satz 17. Wenn a ein zu 1 +i primes Ideal in & und «@ eine ganze 
Zahl in & ist, so daB a‘” = (a) wird und iiberdies die Zahl a primir aus- 
fallt, so ist a ein primires Ideal in k. 

Den Beweis dieses Satzes gewinnen wir aus Satz 38 der Lietzmann- 
schen Dissertation, wenn wir in der Gleichung dieses Satzes fiir v eine 
beliebige Einheit € in & und fiir w die Zahl « nehmen. 

Wir wollen nun folgenden Satz beweisen: 

Satz 18. Eine beliebige ganze Zahl uw des Kérpers i ist stets dann 
und nur dann primiir, wenn sie einer Kongruenz von der Gestalt 


(1) ; ++ at at, (8) 


Geniige leistet, wo w,,---, w, gewisse Werte 0,1 haben, a eine ganze 
Zahl in k ist und die biquadratisch primiren Zahlen z,,---, x, gemaB 
Satz 10 bestimmt worden sind. 

Beweis. Geniigt uw der Kongruenz (1), so ist wa)” --- a*~"* eine 
primire Zahl. Da aber auch z{"--- x** primiir ist, so muB auch das 
Produkt pw dieser Zahlen primar sein. 


Ist umgekehrt uw primiir, so gilt fiir w sicher eine Kongruenz 


= ": ° w, we, 4 
psex,) --- ema, --- wie, (8), 


m 1 


wo « eine Einheit in & ist und die Bedeutung der iibrigen Gréfen aus 
Satz 10 zu entnehmen ist. Dieser Kongruenz zufolge muB auch 


_ | 4-0, oe 4—?,, 
we *x, x, 


eine primare Zahl sein. Beriicksichtigen wir nun den Satz 38 der Lietz- 
mannschen Dissertation und verfahren wie im Beweise zu Satz 17, so 
iiberzeugen wir uns leicht, dab v, = v, = ---=—v,,=—0 sein muBb. Es ist 
daher auch we~' primar und somit auch «. Demnach muB « die vierte 
Potenz einer Einheit in / sein, weil die Klassenzahl von k ungerade ist. 
Man vergleiche hierzu H. Rq. Z., Satz 28. Somit gilt wirklich fiir u eine 
Kongruenz von der Form (1). 
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§ 12. 
Die hyperprimiiren Ideale und Zahlen. 
Definition 5. Ist @ eime ganze Zahl in k, fiir welche eine Kon- 
gruenz von der Form 


am Bt, is ae o* 
= 1 z 


statthat, wo 6 eine ganze Zahl in & ist und |,,---,1,; 1,,+-++, 1, die 
friihere Bedeutung haben, so heiBe « eine biquadratisch hyperprimiire oder 
kurz hyperprimdre Zahl des Kérpers k. 

Fiir hyperprimire Zahlen gilt Satz 41 der Lietzmannschen Disser- 
tation. 

Definition 6. Ist a ein primiires Ideal in k, fiir welches die Glei- 


ae ore 


bestehen, so heiBe a ein biquadratisch hyperprimiires oder kurz hyper- 
primdres Ideal des Kérpers k. 

Es gilt der Satz: 

Satz 19. Ist a ein hyperprimiires Ideal in k, so kann man stets 
eine hyperprimire Zahl « in k derart bestimmen, daB a’ = (a) wird. 

Beweis. Es sei a* irgend eine ganze Zahl in k, so daB a’ = (a*) 
wird, so kénnen wir dem Satze 10* gemiB fiir «* eine Kongruenz von 
der Form 

a = ey... tm... ae Bt ym ies 7 


aufstellen, wo «* eine Einheit, 6 eine ganze Zahl in k bedeutet und die 
Bedeutung der iibrigen Gréfen aus Satz 10* zu ersehen ist. 
Die Zahl 
4-0, 4—-w, 4-w, 


%,88,4-% . . = aie 
b= ar er'x, %,, "mt, a, 


ist eine hyperprimare Zahl in k. Folglich miissen die Gleichungen 


IT ((**")) =+1, (s=1,2,---,m), 


(w) 


IT (C38) =+2, = 1,2)--09) 


(w) 


statthaben. Aus (1) ergeben sich weiter die Beziehungen 





(( = 
* 4-0, 4-o A-m, ... at @ )) 
Ct, “ses GOR, _ "* 


© =) CO" Gr @r + 


(s=1,2,---, m), 





Beriicksichtigen wir jetzt die Eigenschaften der Ideale a, q,, ---, q,,, 
~,,°**, Ps, 80 ergibt sich zuniichst aus (2), dab saimtliche Exponenten 
v,,°**, U,, gleich 0 sein miissen; daun folgt aber aus (3), daB auch die 
Exponenten w,,---, w, samtlich gleich 0 werden miissen. Demnach ist 
a = e*q* eine Zahl von der im Satz 19 verlangten Eigenschaft. 

Die Umkehrung des Satzes 20 lautet wie folgt: 

Satz 20. Ist @ eine hyperprimire Zahl in k, so ist 


(3) -+1--5 (2-41, 
(3) -+1,--5(@) = +1. 


Der Beweis folgt unmittelbar aus Satz 41 der Lietzmannschen Dis- 
sertation. 


g 13. 
Das Symbol ((":*)) und das biquadratische Reziprozitiitsgesetz. 


Es gelingt jetzt leicht, nach dem Vorbilde Hilberts (H. Rq. Z. § 32 ff.) 
das biquadratische Reziprozititsgesetz im Kérper k abzuleiten. 


Es seien [,,---,{, die in 1+ aufgehenden Primideale des Kérpers k, 
und es gehe |, m 1+ genau zur /,; |,---, l, bez. genau zur 
i,*",---, 1%" Potenz in 1 +7 auf. 

Sind v, w zwei zu 1+ prime ganze Zahlen in k, so bestimme 
man eine ganze Zahl u* nach den Kongruenzen 
(1) ut, (I), 

wre, (hI); 
wenn hingegen v, uw beliebige ganze Zahlen in k sind und [, in w genau 
zur «" Potenz aufgeht, bestimme man u*, so dab 


2) wre, (mires), 

wt Hat, ((Gat1... (84+) 
wird; hierbei ist « eine beliebige zu [,,---,{, prime ganze Zahl in k. 
Definiert man dann das Symbol ((*-*)) durch die Gleichung 


° (Ce) -T (Ce 


(w) 
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wo das Produkt JJ’ tiber simtliche zu 1+i primen Primideale in k zu 
(w) 


erstrecken ist, so ist vy dann und nur dann biquadratischer Normenrest 
des Kérpers K (Vu) nach i, wenn 


) (ir) = +2 


ausfallt. 


Sind v, u zwei beliebige von Null verschiedene ganze Zahlen in k, 
dann gilt stets die Gleichung 


6) IT ((s))- +1) 

w 
wo das Produkt iiber alle Primideale w des Kérpers / zu erstrecken ist 
(L. § 17, Satz 48). 


Die Gleichung (5) stellt das biquadratische Reziprozitiitsgesetz in 
allgemeinster Gestalt dar. 


Wir méchten an dieser Stelle nur noch eines besonderen Falles 
dieses allgemeinen Reziprozitiitsgesetzes erwaihnen. 


Satz 21. Sind p,, p, zwei beliebige quadratisch primdre Primideale 
und setzt man 


pi” — (2), p,” _ (%), 
so dab 2,, 2, quadratisch primdre Zahlen in k vorstellen, so gilt das 


Reziprozitatsgesetz 
% 2 
(5) = G@)- 
Beweis. Es seien die Primideale p,, p, etwa so beschaffen, dab 
(j))-% G4 
(= (=a 
(s=1,2,---,m, t=—1,2,---,2) 


wird; dabei haben ¢,,---, &3 4,,°+:,4, die vorige Bedeutung und ¢,, ¢,’, 
d,, dj bedeuten gewisse Werte +1, Wir bestimmen ein Primideal r 
in k, welches die Gleichungen . 


(z))-+0 (())-+% 
(s—1,2,---,m; t—1,2,---, 2) 


befriedigt; hierbei ist unter c¢,”, d/’ der Wert +1 mu verstehen, wenn 
c, =, bez. d,=d; ist, und der Wert i, wenn c,=—c, bez. d,— —d, 
ausfallt. Dann ist das Ideal p,p,r® primiir. Setzen wir r’” =(@), so 
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daB @ eine ganze Zahl in k wird, so kann man eine Einheit ¢ in k be- 
stimmen derart, dab ¢z,2,9° primir wird. Nun muB ftir ex,2,9? gewiB 
eine Kongruenz von der Form 

ém, 7,97 =a", (4) 


bestehen, wo a eine ganze Zahl in k vorstellt, woraus sich fiir ¢ eine 
Kongruenz von der Gestalt 
=f, (4) 
ergibt, wo 6 wieder eine ganze Zahl in k bedeutet. Demnach mub ¢ 
gleich dem Quadrate einer Einheit » in k werden. (H. Rq. Z. § 21, 
Satz 28), so daB 7*2,2,9* eine primiire Zahl ist. 
Beachten wir nun, dab das Produkt 

IT (029) + 

(w) 
sein muB, wenn man es iiber alle zu 1+ primen Primideale w des 


Kérpers k erstreckt (L. § 14, Satz 38), so folgt hieraus unmittelbar die 
Gleichung 


©) ()) GQ) @)G)-++ 
Es ist aber nach der Theorie des relativquadratischen Zahlkérpers 
(H. Rq. Z. § 25, Satz 36) 

(2) (q) = +3) 


womit sich aus (6) die Richtigkeit des Satzes 21 ergibt. 


§ 14. 
Ein Satz iiber die Relativdiskriminante Dy- x 
My 


Satz 22. Es sei [—l[, ein beliebiges in 1+ genau zur /*™ Potenz 
enthaltenes Primideal des Kérpers k und mw eine ganze Zahl in k, die 
genau durch [* teilbar und nicht das Quadrat einer ganzen Zahl in k ist. 
Soll die Relativdiskriminante Dy. , prim zu sein, so muB nach Satz 1 


a durch 4 teilbar sein, und wir kénnen dann stets eine zu [ prime ganze 
Zahl w, in k bestimmen, so daB K(Vu)=—K(Vu,) wird. 

Wir bezeichnen mit [,,---,1, die noch auBer [ in 1+ aufgehenden 
Primideale des Kérpers k und bestimmen die ganzen Zahlen 4 = 4,, 
Ay,*++, 4, derart, daB 

Ym (A), BY = (Ay), +++, BY = (4) 
wird. Ferner mége p ein primiires Primideal in & sein, fiir welches die 
Beziehungen 

















Relativbiquadratische Zahlkérper. 


vi ° 4, is 
aH G)-#% G)-+4--> G)-+1 
gelten. Bedeutet dann z eine primiire Zahl in k, so daB man p’" =(z) 
setzen kann, so ist die Relativdiskriminante Dy- . stets dann und nur 
My 
dann prim zu |, wenn eine Kongruenz von der Form 
(2) wy, Sarat, (1) 
statthat, wo w einen der Werte 0, 1 hat und a@ eine ganze Zahl in k 
bedeutet. 
Beweis. Besteht eine Kongruenz von der Gestalt (2), so ist wegen 
Satz 2, weil z”a* eine primaire Zahl ist, gewiB die Diskriminante 


D/— , ma { prim. Somit haben wir nur noch die Umkehrung davon zu 
Mis® 
beweisen. 

Es mégen die Primideale [,,---, [, beziehungsweise genau zur 


i,*™,--+,1,%" Potenz in 1+ i aufgehen. Dann bestimmen wir eine ganze 

Zahl w* in k, so dab die Kongruenzen 

(3) = u*, (0), 

(4) ut= pt, (gh. 184) 

stattfinden, wo # eine zu [,---{, prime ganze Zahl in & vorstellt. Die 

Zahl u* ist diesen Kongruenzen zufolge sicherlich primar, und es mu8 

fiir dieselbe nach Satz 10 und Satz 18 eine Kongruenz von der Form 
ut mea. ater, (8) 

bestehen, wo die Exponenten w, w,,---, w, gewisse Werte 0, 1 haben 

und y eine ganze Zahl in k bedeutet. Hierbei seien z,,---,2, primiire 

Zahlen und die entsprechenden Primideale p,,---, p, des Satzes 10 als 

primaire Primideale so bestimmt, da fiir dieselben die Gleichungen 


(R)-+i ()-+1 ro, 


(s = 2,3,---, 4) 
gelten. 
Ist nun yw* quadratisch hyperprimér, so miissen die Exponenten 
W, W,,+-+, w, samtlich gleich 0 sein; ist es jedoch nur quadratisch 
primar und nicht hyperprimir, so ist wegen (4) 


(att Qa 
folglich muB (“")——1 sein. Demnach mu nach Satz 11 w,—0,--, 


w.=0 und w,=1 ausfallen, und es besteht in der Tat fiir, eine 
Kongruenz von der Form (2). Da aber wegen (1) auch stets 


(A)-#5 (@)-+4 > (@)=+1 
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ist, so befriedigt die laut (2) bestimmte Zahl 2”«* schon von selbst eine 
Kongruenz von der Gestalt 
xed = pt, (Wh -- 184) 
und kann als u* der Kongruenz (3) und (4) genommen werden. Beachtet 
man endlich, daB wegen (3) die Diskriminanten Dy - und Dy * ent- 
Mas fe Tl 


weder beide durch [ teilbar oder beide zu [{ prim sind, so ist damit 
Satz 22 bewiesen. 


§ 15. 
Die Anzahl der biquadratischen Normenreste. 

Satz 23. Wenn p ein zu 1 +i primes Primideal des Kérpers k ist, 

das nicht in der Relativdiskriminante Dy- : des relativbiquadratischen 
- My 

Kérpers K (Vu) aufgeht, so ist jede zu p prime Zahl » biquadratischer 
Normenrest des Kérpers K (Vu) nach yp. 

Ist dagegen p ein zu 1+ i primes Primideal des Kérpers k, 
das wohl in der Relativdiskriminante Dy- : des Kirpers K (Vu), aber 


nicht in der Relativdiskriminante D,)~ , des Kérpers K (Vu) aufgeht, und 
bedeutet e einen beliebigen positiven ganzen rationalen Exponenten, so 
sind von allen vorhandenen zu p primen und nach p* einander inkon- 
gruenten Zahlen in k die Héilfte biquadratische Normenreste des Kérpers 
K (Vu) nach p; geht hingegen p auch in der Relativdiskriminante Dy, 


des Kérpers K (Vu) auf, so sind von den erwihnten zu p primen Zahlen 


nur der vierte Teil biquadratische Normenreste des Kérpers K ({/u) 
nach p. 


Der Beweis fiir diesen Satz ergibt sich leicht aus den Eigenschaften 
des Symbols ((".")). Man sehe hierzu L. § 7. 
Wir gehen nun zur Bestimmung der Anzahl der biquadratischen 


Normenreste nach einem in 1 + i aufgehenden Primideal iiber und wollen 
den folgenden Satz beweisen: 


Satz 24. Es sei [, ein Primfaktor von 1+ und zwar gehe |, 
genau zur 1,“ Potenz in 1+ i auf: Wenn dann die Relativdiskriminante 


Dy. . des Kérpers K(j/u) nicht durch 1, teilbar ist, so ist jede zu {, 

prime ganze Zahl v in k Normenrest des Kérpers K (Vu) nach L. Ist 

dagegen die Relativdiskriminante Dy- . durch [, teilbar, die Relativdis- 
My 


kriminante Dy~ , des Korpers K (Vu) jedoch zu {, prim, und bezeichnet 
man mit JZ einen beliebigen Exponenten gréBer als 61, so sind von 
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allen vorhandenen zu [, primen und nach [,” inkongruenten Zahlen y in 


k genau die Hélfte Normenreste des Kérpers K (Vu) nach {,. Ist end- 
lich auch die Relativdiskriminante D,~ , durch |, teilbar, so sind von 


allen vorhandenen zu [, primen und nach |,” inkongruenten Zahlen y in 
k genau der vierte Teil Normenreste des Kérpers K (Vu) nach L. 
Beweis. Wenn |, nicht in der Relativdiskriminante Dy- , von 
My 


K (Vu) aufgeht, so kénnen wir uw prim zu [, annehmen. Eine gemiB (1) 
des $ 13 zu uw bestimmte Zahl u* wird dann laut Satz 18 und 11 einer 
Kongruenz von der Form 

u* = at, (8) 


Gentige leisten miissen, wo z, eine wie in Satz 18 bestimmte primiire 
Zahl ist, w, einen der Werte 0 oder 1 hat, und § eine ganze Zahl in k 
bedeutet. Wir kénnen demnach setzen 


(i) -IT (CY 


Es wird somit, weil 2, primir ist, ((";")) =+1, wie es Satz 24 
fordert. 

Um aber die zweite Aussage des Satzes zu beweisen, nehmen wir zu- 
nachst an, w sei prim zu [,. Nun stellen wir fiir die zu uw nach (1) des 
§ 13 bestimmte ganze Zahl u* eine Kongruenz von der Form (1) des 
§ 7 auf, verstehen jedoch hier wie in der Folge stets unter 2,,---, 2, 
primdre Zahlen. Es sei 


Oe 


wo die Exponenten u,,---, ,,3 %,°°*, 0,, gewisse Werte 0, 1, 2, 3, hin- 
gegen die Exponenten w,,---, w, nur gewisse Werte 0, 1 haben kénnen, 
und @ eine geeignete ganze Zahl in k bedeutet. 

Soll die Relativdiskriminante Dy~ , des Kérpers K (Vu) durch |, 
teilbar sein, so ist dazu notwendig und hinreichend, daB mindestens einer 
der Exponenten u,,---, U,, %,°**, 0, im (1) ungerade sei. Denn es 
darf in diesem Falle w nicht einer Quadratzahl in k nach dem Modul 
{*s kongruent ausfallen. Wiiren jedoch siimtliche Exponenten u,,---, u,,, 
V,;,***, U, gerade, so wire nach (1) u* einer Quadratzahl in k nach dem 
Modul [#4 kongruent und demzufolge wiirde dies wegen (1) des § 13 auch 
fiir w der Fall sein. Wenn hingegen auch nur einer der Exponenten 
Uy," *y Umy Uy ***y V,, Ungerade ist, so kann mw keiner Quadratzahl in k 
nach dem- Modul [#4 kongruent sein. Denn wire dies der Fall, so 
miiBte wegen (1) des § 13 die Zahl u* einer Quadratzahl nach dem Mo- 
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dul 4 kongruent sein, was der Annahme iiber die Exponenten u,, - - -, « 
0,,°**, U,, Widerspricht, wie aus (1) zu ersehen ist. 

Wir nehmen nun an, es gebe unter den Exponenten u,, ---, u,,, 
v,,°**, 0, mindestens einen, der ungerade ist. Dann zeigt man leicht 


unter Zuhilfenahme der Eigenschaften der Primideale q,, ---,4,,, Py, ***, Psy 
daB das Symbol ((*;")) fiir solche Zahlen v, die zu [, prim sind, die 


Werte +i haben kann. In der Tat nehmen wir zuniichst an, es seien 
simtliche Exponenten v, aber nicht alle « gleich Null, und es sei etwa u, 
von Null verschieden und ungerade, so wird 


@® (Ce) IT (sf) - (y+ 


Sind dagegen nicht alle v gleich Null und etwa v, von Null verschieden 
und ungerade, so schlieBen wir iihnlich, dab 


S &,, #\) ine &,\\"% ‘ 
(3) (( ‘, *)) Il (( mF)) a ((<)) —~t* 
sein muB. = 
Soll ferner die Relativdiskriminante D,~ , des Kérpers K (Vu) prim 
za |, sein, so folgt ahnlich, wie in dem eben erledigten Falle, daB dazu 
notwendig und hinreichend ist, daB die Exponenten u,, ---, u,,, 5° °*; Um 
simtlich gerade ausfallen; soll aber Dy, durch [, teilbar sein, so muB 


m? 


mindestens einer dieser Exponenten von 0 verschieden sein. 


Sind diese Exponenten nicht siamtlich gleich 0, so zeigt man leicht, 
wie oben, daB das Symbol ((": ")) fiir solche Zahlen vy, die zu [, prim 
sind, auch den Wert — 1 erreichen kann. Das Symbol ("5") kann in 


diesem Falle fiir die in Rede stehenden Zahlen vy iiberhaupt nur die 
Werte + 1 und — 1 haben. 


Wir sahen, daB das Symbol (F* )) fiir solche Zahlen v, wu, die zu |, 


prim sind, wenn die Relativdiskriminante Dy : durch [, teilbar ist, be- 


ziehungsweise zwei oder vier Werte annehmen kann. Es ist nun leicht, 
die Aussage des Satzes 24 tiber die Anzahl der Normenreste fiir den 
gegenwirtigen Fall zu beweisen. 

Wegen L>6l, sind zwei nach {/ kongruente zu [, prime ganze 
Zahlen in k stets gleichzeitig Normenreste oder Normennichtreste nach {[,. 
Wir bezeichnen nun mit »,, »,,---, v, ein System ganzer Zahlen in k 
von folgender Beschaffenheit: Die Zahlen v,,---, v, sollen nach {/ unter- 
einander inkongruente und zu [, prime Normenreste nach [, sein; endlich 
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soll jede zu {, prime Zahl, welche Normenrest nach [, ist, einer jener 
Zahlen v,,---, v, nach {/ kongruent sein. Ist nun y ein zu [, primer 
Normennichtrest nach |,, fiir den etwa 


(i) = 


VV, * +, Vey 


ausfallt, so sind die Zahlen 


2, — 
VV, ++ *y VMs, 


8 3 
VV, ++, UM, 


simtlich Normennichtreste nach {,, und wir kénnen leicht zeigen, dab 
jeder beliebige zu [, prime Normennichtrest nach [, einer dieser 3s Zahlen 
nach {/ kongruent ausfallt. 

Es sei v’ irgend ein beliebiger Normennichtrest nach [, und etwa 


visu . 
(F*)) =* 
wo ¢ einen der Werte 1, 2 oder 3 haben kann, so bestimmen wir eine 
ganze Zahl v*, so daf 
vv =1, () 
wird. Es folgt dann wegen L > 61, die Gleichung 


v*, v,w\\~* —_—* 
(FE) =) = 
somit ist v’y* Normenrest nach [, und folglich einer der Zahlen »,,---, v, 
nach [/ kongruent; es sei etwa v'v* = vy, nach [/; dann ist 


vrivt=v=r'y, (Lf). 


Ist das Symbol (5 e )) fiir solehe Zahlen v, die zu |, prim sind, 


1 


nur der Werte + 1 und — 1 fiahig, so zeigt man in ganz analoger Weise, 
daB von allen vorhandenen zu [, primen und nach [/ inkongruenten Zahlen 
vy in k genau die Hialfte Normenreste des Kérpers K (Vu) nach 1, sind. 
Damit ist dann die Aussage des zweiten Teiles von Satz 24 fiir solche 
Zahlen uw, die zu {, prim sind, vollstiindig bewiesen. 

Um nun diesen Teil des Satzes fiir beliebige Zahlen u zu beweisen, 
nehmen wir an, das Primideal {, gehe in mw genau zur a," Potenz auf. 


Al’ 
Setzt man [,’""=(4,), so daB A, eine ganze Zahl in k& wird, so ist we 


eine ganze zu [, prime Zahl in k. Wir bestimmen eine ganze Zahl u* in 
k, weiche die Kongruenzen 
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— 
pea Gt), 


1,2 u* = ot, (1 featt . Fe - 


befriedigt, wo @ eine beliebige zu [,,---, {, prime ganze Zahl in k vor- 
stellt. Die auf diese Weise bestimmte Zahl u* fallt zu 1 +7 prim aus. 
Es gilt, wie man leicht einsieht, die Beziehung 


(5) ((*:*)) = (2) = TT (#2), 


(1p) 


(4) 


wo, wie immer, das Produkt J ii " tiber simtliche zu 1 + i primen Prim- 
ideale in k au erstrecken ist. 
Wir kénnen fiir u* nach Satz 10* eine Kongruenz nach dem Modul 


cat? ... ee: aufstellen; sie laute etwa: 


m 1 


San gt. . gitg® ... gig... gg (Pot... eet! 
(6) w*=e, ex, x“ 2 a? a, (t t , 


wo die Bedeutung der einzelnen Gréfen dieser Kongruenz aus Satz 10* 
zu ersehen ist. Mithin ergibt sich aus (5) die folgende Gleichung 


um at 


© (C)-IT oes ea Se 


Soll nun die Relativdiskriminante D,- , des Kérpers K (Vu) durch 


{, teilbar sein, so muB entweder a, ungerade sein, oder, wenn a, gerade 
ist, mindestens einer der Exponenten u,,---, u,,, 0, °°*, U,, ungerade aus- 


fallen. Im letzteren Falle folgert man wie oben, daB das Symbol (7° )) 


fiir solche Zahlen v, die zu [, prim sind, der Werte +i fihig ist. Im 
ersteren Falle setzen wir in (7) fiir v die Zahl x, ein und erhalten die 


Gleichung iii ines 
(Fe) - Gy - ++ 


Soll ferner die Relativdiskriminante D,- , des Kérpers K (Vu) prim 
za [, ausfallen, so muB jedenfalls a, gerade sein, ebenso die Exponenten 
Uy, ***y Umy yy °°") %,- Man ersieht dann unmittelbar aus (6), daB in 
einem solchen Falle das Symbol (7°) fiir diejenigen Zahlen v, die zu 


{, prim sind, héchstens die Werte + 1 und — 1 haben kann. 
Nun sei zuniichst a,=2, (4). Fihrt man dann in (7) fiir v die 
Zahl x, ein, so ergibt sich die Gleichung 


(P¢*)) -G)--1 
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Ist ferner a, = 0, (4), so tiberzeugt man sich leicht wie oben (man 


sehe die Gleichungen (2) und (3)), daB das Symbol ((*;")), wenn nicht 


simtliche Exponenten u,,---, u,,, 0;,°**, U0, gleich O sind, fiir solche 
Zahlen v, die zu {, prim sind, die Werte + 1 und — 1 erhalten kann. 

Beachten wir endlich, daB die Schliisse, die wir bei der Bestimmung 
der Anzahl der Normenreste im Falle eines zu [, primen wu gemacht haben, 
auch, wenn mw durch |, teilbar ist, uneingeschrankt giiltig sind, so ist 
damit Satz 24 vollstindig bewiesen. 


§ 15. 


Der Fundamentalsatz iiber die Geschlechter eines relatiy- 
biquadratischen Zahlkérpers. 


Auf Grund der bisher erlangten Resultate beweist man nun leicht 
den Fundamentalsatz iiber die Geschlechter eines relativbiquadratischen 
Zahlkérpers. Das Beweisverfahren ist dem Hilbertschen Verfahren fir 
den analogen Fall im relativquadratischen Zahlkérper vollkommen dhnlich, 
Wir wollen es hier nicht durchfiihren. Man gelangt zu folgendem Re- 
sultate: 

Satz 25. Es sei r, die Anzahl der vierwertigen, r, die Anzahl der 
zweiwertigen Charaktere, welche ein Geschlecht des relativbiquadratischen 
Korpers K (Vu) bestimmen: Ist dann ein System von r, beliebigen vierten 
und ein System von yr, beliebigen zweiten Einheitswurzeln vorgelegt, so 
bilden diese Systeme dann und nur dann das Charakterensystem eines 


Geschlechtes in K (Vu), wenn das Produkt der simtlichen r, +r, Ein- 
heitswurzeln gleich +1 ist. Die Anzahl der in K (Vu) vorhandenen Ge- 
schlechter ist daher 4"~-1, wenn r = 7, + * gesetat wird. 

Wir folgern aus diesem Satze sofort folgende Tatsache: 

Satz 26. Die Anzahl g der Geschlechter in einem relativbiquadrati- 


schen Kérper ist gleich der Anzahl A seiner ambigen Komplexe. 
Beweis. Nach Satz 25 ist 


g= 4-1, 
Es ist aber weiter 
(1) 4.5" > 
(man sehe hierzu § 6); folglich muB 
r<t+v—m 
sein und da nach Satz 9 
. r>t+o-—m 


ist, so ergibt sich 
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r=t+vu—m 
und mithin nach (1) g = A. 

Aus diesem Satze 26 folgt nun leicht der folgende wichtige Satz: 

Satz 27. Jeder Komplex des Hauptgeschlechtes in einem relatiy- 
biquadratischen Zahlkérper K(/u) ist die (1 — S)* symbolische Potenz 
eines Komplexes in K (Vu), dh. jede Klasse des Hauptgeschlechtes in 
K (Vu) ist gleich dem Produkte aus der (1 — S)* symbolischen Potenz 
einer Klasse und aus einer solchen Klasse, welche Ideale des Kérpers k 
enthilt. 

Beweis. Bezeichnet man mit f die Anzahl der Komplexe des Haupt- 
geschlechtes und mit f’ die Anzahl derjenigen Komplexe vom Haupt- 
geschlechte, welche (1 —S)* symbolische Potenzen anderer Komplexe 
sind, so ist Af’ =—gf (L. § 9). Da sich aber A =g ergeben hat, mub 
auch f =/" sein und dies ist eben die Aussage des Satzes 27. 

Es mége zum Schlu8 hier noch bemerkt werden, daB auch fiir den 
relativbiquadratischen Zahlkérper ein Satz von den Relativnormen wie im 
relativquadratischen Kérper besteht. Er lautet: 

Satz 28. Wenn »v, u irgend zwei beliebige ganze Zahlen +0 des 
Kérpers k bedeuten, von denen uw nicht das Quadrat einer Zahl in k ist, 
und welche fiir jedes Primideal w in & die Bedingung: 


("5") = +1 


erfiillen, so ist die Zahl v stets gleich der Relativnorm N fi. einer ganzen 
oder gebrochenen Zahl des Kérpers K (j/u). 

Der Beweis dieses Satzes schlieBt sich genau an den Hilbertschen 
fiir den analogen Fall im relativquadratischen Kérper an (H. Rq. Z., § 43). 
Es ist wohl eine kleine Modifikation an demselben anzubringen wegen 
der charakteristischen Einheiten, deren Symbol den Wert — 1 hat; diese 
ist jedoch leicht zu treffen. 


§ 16. 
Uber den Kérper der imaginiren Zahlen. 


Um ein Beispiel fiir die erhaltenen allgemeinen Resultate zu haben, 
bestimmen wir das biquadratische Reziprozititsgesetz fiir zwei za 4A=1+i 
prime Primzahlen des Kérpers /(i) der imaginiiren Zahlen und die Er- 
giinzungssitze. Wir schlagen jedoch den gerade entgegengesetzten Weg 
zu demjenigen ein, der in Hilberts Theorie des ralativquadratischen Zahl- 
kérpers und entsprechend in Lietzmanns Dissertation befolgt wird. Wir 


bestimmen zuniichst die Werte des Symbols ((=2*)) fiir beliebige Prim- 
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ideale w, geben dann die Definition des Geschlechtes in K (Vu) gleich 
allgemein, die Fille, wo die Relativdiskriminante von K (Vu) durch 4 
teilbar ist, nicht ausschlieBend, und ermitteln fiir die Anzahl der Ge- 
schlechter in den betrachteten Kérpern K (Vu) eine obere Grenze. Auf 
Grund dieses Resultates ergibt sich dann das gesuchte Reziprozitiitsgesetz 
mit den Ergiinzungssiitzen leicht unter Zuhilfenahme des Eisensteinschen 
speziellen Reziprozitiitsgesetzes fiir eine rationale und eine imaginiire 
Primzahl. 

Es seien mw, v beliebige ganze Zahlen des Kérpers k und es gehe 
die Primzahl 4= 1+ 7% im w genau zur a, in » genau zur b*" Potenz 


° ° . ° ° . ye 
auf; ferner sei a eine zu 4 prime Primzahl in k. Wir setzen = -< ‘ 


so daB 9 und o zu 4 prime Zahlen werden, und definieren das Symbol 
(°") durch die Gleichung 


(C2) = (22) 


Man zeigt dann leicht auf Grund der Siitze der Theorie des relatiy- 
quadratischen Zahlkérpers, daB die Zahl v dann und nur dann Normen- 


rest des Kérpers K (Vu) wird, wenn 


(Cz) -+1 
ausfallt. 


Wir wollen nun weiter untersuchen, wann eine ganze Zahl v des 


Kérpers k Normenrest des Kérpers K (Vu) nach der Primzahl 4 wird. 

Zu diesem Behufe stellen wir zuniichst fiir die zu 4 primen Zahlen 
v Kongruenzen nach den Moduln 8 und 4’ auf, entsprechend Satz 10 
und 10*. Im Kérper k(i) gibt es keine Grundeinheit: wir nehmen 
fiir «,, der Satze 10 und 10* die Einheitswurzel i; ferner fiir x die Prim- 
zahl 3 — 2i und endlich fiir a die Primzahl 1+ 47. Diese Primzahlen 
entsprechen den Anforderungen der Siitze 10 und 10*, denn es bestehen 
die Gleichungen 


ae . i ri 
((s=a))--* (Gea) -+4 Ga) - 35 

dabei ist 1 + 47 eine primire Zahl. 

Beriicksichtigen wir nun, daf fiir jede zu 4 prime Zahl a die 
Kongruenz 

e@é=1, (a°) 

besteht, so kénnen wir fiir jede zu 4 prime Zahl v Kongruenzen von der 
Form 
g* 
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(1) v = i*(3—2i) (1+4i), (8), 
(2) v = i*(3—2i? (1+ 47), (a*) 
aufstellen, wobei die Exponenten a, b gewisse Werte 0, 1, 2, 3 haben, 


hingegen der Exponent ¢ in (1) die Werte 0, 1 und in (2) die Werte 
0, 1, 2, 3 haben kann. Es soll zur Abkiirzung 


i*(3 — 21) (1+ 47)" = (abe) 
gesetzt werden. 
Es seien nun pw, v zwei beliebige ganze Zahlen in k, und es gehe 
die Primzahl 4 in w genau zur e, in » genau zur e*™ Potenz auf; 
ferner mégen die Kongruenzen 


w=a(abd, (a+9), 
v=4(ab'ec), (a+?) 
statthaben. Ich definiere dann das Symbol ((°5 “)) durch die Gleichung 


(3) ((";")) _— gt b—ab'+2bb'+ce’—ce 
Die Rechnung zeigt, daB v dann und nur dann Normenrest des 
Kérpers K(V/u) wird, wenn 


: (Cif) =+3 
ausfallt. 
Fiir das Symbol ((*3")) bestehen, wie unmittelbar aus (3) zu er- 


sehen ist, die Beziehungen 


(73°) (2) <4, 
(6) (("5*)) (C4) - (C4), 
("x") (G5) - (C4). 


wo uw, v, uw, v ganz beliebige ganze Zahlen in k bedeuten. 

Die Gleichung (4) steht in vollem Einklange mit Satz 24. Wir heben 
hier nur den Fall eines primiren w noch besonders hervor. mw ist primar, 
wenn eine Kongruenz von der Form 


n= (000, (8) 
besteht. Es wird dann in der Tat 


((*")) =+1 


fiir jede beliebige zu 4 prime ganze Zahl y in k. 
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Nun kénnen wir zur Definition des Geschlechtes schreiten und zur 


Bestimmung der oberen Grenze 4”-' fiir die Anzahl der Geschlechter auf 
Grund der Siitze 7 und 8. Dann ergibt sich das gesuchte Reziprozitits- 
gesetz leicht, wenn man die Hilbertsche Methode im Kummerschen 
Kérper befolgt (H. A. Z.). 

Fiir den biquadratischen Charakter der Einheit ¢ in bezug auf die 
Zahl w des Kérpers x gilt die Gleichung 


(i) <2, 


wo n(u) die Norm der Zahl u genommen im Kérper k vorstellt. 
Setzen wir nun w=(abe), (4°), so wird 


n(u) =(—3), (16) 


m(u) —1 
4 


Folglich besteht die Beziehung 


®) (i) =" 


die wir mit bezug auf (3) auch folgendermaBen schreiben kénnen: 


a’ 2 (. 
") (Ge) =) 

Die Gleichungen (6) und (6*) stellen den ersten Ergiinzungssatz zum 
biquadratischen Reziprozititsgesetz im Kérper der imaginiren Zahlen 
k(i) dar. 

Je nach dem Werte, den der biquadratische Charakter der Einheit i 
nach einer Primzahl in k hat, wollen wir diese Primzahlen in folgende 
drei Arten einteilen: zur ersten Art gehéren diejenigen Primzahlen x 


in k, fir welche 
(i) -* 


wird; zur zweiten Art die Primzahlen x,, fiir welche 
i 
(5))--3 
und endlich zur dritten Art diejenigen Primzahlen x,, fiir welche 


())-+4 


ausfaillt. Den Primzahlen x,, x, der zweiten und der dritten Art wollen 
wir in der Folge stets eine solche Form erteilen, dab die Gleichungen 


m =(22¢), (4'), 
w= (00c), (a*) 


und es ist demnach 
=-—b, (4). 
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befriedigt werden, was durch Multiplikation mit einer geeigneten Potenz 
von ¢ immer geschehen kann. 

Am leichtesten findet man das biquadratische Reziprozititsgesetz in 
k(é) fir zwei Primzahlen a und 2, der ersten Art. Ist nimlich 2, eine 
Primzahl der ersten Art, so kann man stets eine Potenz i der Einheit i 
bestimmen derart, dab 


© (2) -+3 


™ 
wird. Demnach ist 2, im Kérper K(V/i'z) die Relativnorm beziiglich 
k eines Primideals $8, dieses Kérpers K (Vix). Die Relativdiskrimi- 
nante des Kérpers K(Vi'x) beziiglich k enthilt nur die Primzahlen 2 
und a als Faktoren. Folglich besteht das Charakterensystem der Zahl 2, 


im Kérper K(Vi'x) aus den Symbolen 


mt, , tf 2\) a,, a 7%, | 
(=), (Hs) = (@))- 
Da wir aber angenommen haben, daS z eine Primzahl der ersten Art 
sei, so kénnen wir wieder eine Potenz i von i bestimmen derart, daB 


(8) ((A:))-+1 


wird. Mithin besteht das Charakterensystem des Primideals 8, aus dem 
einzigen Symbol 
tia, ta 
(e425), 


Der Kérper K(Vi'x) enthilt nur ein Geschlecht: das Hauptgeschlecht. 


Deshalb muB . F 
(ey?) -+4 





me Wir kénnen diese Gleichung auch folgendermaBen schreiben: 
®) (CH) (CE (GY (G4) = 4 
Nun beachten wir die Beziehungen 
()-» (C2) (C8)-» 
(FH) -(&)), (Fe))-(&))- 


die aus (3) und (5) unmittelbar folgen, und bringen die Gleichungen (7) 
und (8) auf die Form 


(N= @N" et-@N" 























135 
so ergibt sich leicht aus (9) fiir die Primzahlen 2 und 2, das biquadratische 
Reziprozitiitsgesetz , 


(10) (=) (@)) - (F7) 
oder nach (3) in der Gestalt 
(10*) ((=)) ((%)) = j%10— 2, +200, 


wobei die Kongruenzen 


a=(abe); w=(a,b,¢,), (A°) 
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bestehen. 

Auch fiir ganz beliebige Primzahlen 2, 2,, die einer beliebigen Art 
angehéren, gilt das Reziprozitiitsgesetz in derselben Gestalt, wie es die 
Gleichungen (10) und (10*) darstellen, wovon wir uns schrittweise tiber- 
zeugen werden. © 

Zu diesem Behufe leiten wir zuniichst einige besondere Fille des 
Reziprozitatsgesetzes ab. 

Es sei zunichst x, eine Primzahl der zweiten Art, a eine beliebige 
Primzahl. Wir nehmen an, es sei 


(3) -+1 
Dann ist 2a die Relativnorm beziiglich / eines bestimmten Prim- 


ideals 8 des Kérpers K (Vx,). Das Charakterensystem der Zahl 2 be- 
steht aus den Symbolen 


(F"))> (A) = ()) 


weil 4 und a die einzigen Primzahlen in i sind, die in der Relativ- | 


diskriminante des Kérpers K (Vx,) beziiglich k aufgehen. Nun kann 
man wegen der Annahme, die wir tiber x, machten, eine geeignete 
Potenz i von i bestimmen derart, dab 


aw (C52) 41 
wird. Hieraus folgt aber weiter, daB das Charakterensystem des Ideals $ 
aus dem einen Symbol ; , 
%, % an 
(FS) = Ce) 


besteht. Wir schlieBen jetzt, wie wir es oben taten, dab 


ae (5) = (Ep) -+3 


sein. mu$. Es ist nur noch der Exponent ¢ zu bestimmen. 


sss SSS 
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Zu diesem Zwecke schreiben wir die Gleichung (11) in der Gestalt 
(Ci) (Fs) - +1 
und berticksichtigen hiernach die Beziehungen 
(ee)-—4, (C)-Coe. 


wobei  =(abec), (4°) gesetzt wurde; dann ergibt sich sofort fir ¢ die 
Kongruenz 





t=a+b, (2). 


t 


Fiihren wir dies in (12) ein, so folgt wegen ((=)) =—1 folgende 


et ay (2)) = (8) (SZ) — 4 


Dieselbe Gleichung folgt aber auch aus (10) fiir den gegenwiirtigen Fall. 
Es sei ferner x, eine Primzahl der dritten Art, a eine beliebige 
Primzahl. 


Wir zeigen jetzt leicht, daB aus 


()-+1 
(q)-+1 


folgt. Wegen der ersten dieser Gleichungen ist die Zahl a die Relativ- 
norm beziiglich k eines Primideals 98 des Kérpers K (Vx,). Nun 
enthalt die Relativdiskriminante des Kérpers K (Vz) beziiglich k nur den 
einen Primfaktor x, (Satz 1 nnd 19); folglich besteht das Charakteren- 


system der Zahl 2 aus dem einen Symbol (7%) = ((=)) , ebenso aber 





stets 


auch das Charakterensystem von %, denn es ist ((7*)) =+1. Hieraus 
folgt, wie friiher, die obige Behauptung. 

Um nun auf Grund des Gefundenen das Reziprozititsgesetz allgemein 
zu beweisen, setzen wir die Kenntnis des Eisensteinschen Reziprozitits- 
gesetzes zwischen einer rationalen und einer beliebigen komplexen Prim- 
zahl voraus. Bedeuten p, qg zwei rationale Primzahlen, die erste von der 
Form p=1, (4), die zweite von der Form g=3, (4) und =z eine 
beliebige komplexe Primzahl von der Form a=+1, oder =+1 + 23, (4), 
so bestehen nach Eisenstein die Beziehungen 


(14) (2))-(G) (Y= (G@)- 
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Es seien nun x und x, zwei komplexe Primzahlen der zweiten oder 
der dritten Art. Wir zeigten bereits, daB in diesem Falle aus ((=)) =+1 


stets (()) =+1 folgt. Jetzt nehmen wir an, es sei ((=))=% und 
bestimmen eine Primzahl g in k derart, daB sie die Gleichungen 


(Q)-5 (G)-Fs ()-+4 
(s)-#5 (@)=+8 


befriedigt; x’, x,’ sind die zu x bez. x, konjugierten Primzahlen. 

Wegen der ersten dieser Gleichungen ist g eine Primzahl der ersten 
Art. Wir wollen sie etwa in einer der Formen 
(16) @=(33c) oder =(11e), (4°) 
annehmen, dem Vorzeichen von i in der ersten Gleichung (15) ent- 
sprechend, was stets durch Multiplikation mit einer geeigneten Potenz 7 
von i geschehen kann. 


Aus (15) folgen unmittelbar die Gleichungen 


(S)-F5 (AB) =F: 


hierin sind xx’, x,x,' rationale Primzahlen von der Form p=1, (4). Um 
nun auf diese Gleichungen das Reziprozititsgesetz (14) anwenden zu 
kénnen, miissen wir 9 etwa noch mit i multiplizieren, damit 


iga=+t1+2i, (4) 
werde. Tun wir das, so folgen aus den letzten Gleichungen die 
Beziehungen 


ay) (F)-(G))» (A) - (Ge). 
Da jedoch x, x, der Voraussetzung nach Primzahlen der ersten oder der 
zweiten Art vorstellen, so muB 


(e))-+» (GE) -+1 


sein, und es folgt hiermit aus (17) weiter 


(T)-())G) (A) ()- 
Beriicksichtigen wir jetzt, daB wegen (15) auf Grund der bereits ent- 
wickelten besonderen Reziprozititsgesetze, weil wir g in der Form (16) 
annahmen, die Gleichungen 


(f)--% (g)-* 


(15) 
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folgen, so ergeben sich. schlieBlich die Gleichungen 


as) ()-(@)-F% (CD) =) - F 


Nun betrachten wir den Kérper K (Vo). Wegen der tiber x und 0 
gemachten Annahmen hat xg eine der Formen 


xo=(lic) oder =(330c), (4°), 


und es ist deshalb (("2)) =-+i. Die Relativdiskriminante des Kérpers 
K (Vxo) enthailt die Primzahlen 4, x, @ als Faktoren, so daB das 


Charakterensystem der Zahl 9 aus den drei Symbolen 


(), ()-@), EA)-Ey 


besteht. Da aber @ in der Relativdiskriminante von K(Vx@) als Faktor 
enthalten ist, so muB es gleich der vierten Potenz eines Primideals R in 


K (Ve) sein. Um nun das Charakterensystem von ® zu finden, hat 
man nur zu beachten, daf (()) =—1 ist, und demnach g mit 
—1 zm multiplizieren derart, dab 


(F3*))-+1 


a 


wird. Dann ergibt sich das Charakterensystem von ® in der Gestalt 


—— e\ —e, *e\\ _ (/(*)\\~* 
a § (GY-@) (FS)-OQY- 

Aus (18) ersieht man, daB die Ideale R, R*, R*, R* verschiedenen 
Geschlechtern angehéren. AuBer diesen Geschlechtern gibt es in K (Vxe) 
keine anderen Geschlechter mehr. Wir ersehen ferner aus (18) und (19), 
daB das Produkt der Charaktere jedes einzelnen Geschlechtes gleich + 1 
ist. Hieraus folgt allgemein, daB das Produkt der Charaktere jedes be- 
liebigen Ideals in K(Vxe) gleich +1 sein mub. 

Es besteht aber die Gleichung 
(20) (i) -+1, 


% 


und es wird demzufolge x, im Kérper K(Vxg) die Relativnorm be- 
ziiglich k von einem gewissen Ideal &,. Das Charakterensystem der Zahl x, 
enthilt folgende Symbole: 


(2%), z=), (OF 





Relativbiquadratische Zahlkérper. 139 


Wegen der Voraussetzungen, die tiber die Zahlen x, x, und g gemacht 
wurden, mu8 ((*8))—+1 werden. Da ferner ((“z°)) =+i ist, so be- 


steht das Charakterensystem des Ideals 8, aus den Charakteren ((*)) ‘ 


((*)) , und es muB dem oben Gesagten zufolge 


(E)) (Ce) = +3 


sein. Vergleicht man jetzt diese Gleichung mit (20) und beriicksichtigt 
hierbei noch die zweite der Gleichungen (19), so ergibt sich endlich, daB 


(21) (=) -(G) 


sein muB, was auch aus (10) im gegenwiirtigen Falle folgen wiirde. 

Hatten wir anfangs angenommen, daB ((=)) =-—i sei, so hiitten 
wir wieder in tihnlicher Weise die Gleichung (21) erhalten. Hieraus folgt 
schon, daB aus ((=)) =—1 stets ((* )) =—1 folgen mub. 


Es bleibt nur noch iibrig, den Fall, wo x eine komplexe Primzahl 
der zweiten oder dritten, 2 eine Primzahl der ersten Art ist, niaher zu 
betrachten. 


Wir setzen 2=(abc), (4°) und kénnen annehmen, dab a+b=—4 
ist. Dann ergibt es sich aus dem friiher bewiesenen Reziprozitiitsgesetze, 
daB aus ((=)) =+1 stets ((=)) =+1 folgen muB. Ist aber ((=)) =+i%, 
so kann durch ein fhnliches Verfahren, wie im oben ausfihrlich be- 
handelten Falle, gezeigt werden, daB auch ((=)) =+i ist. 

Wir nehmen an, es sei ((=)) =i, und bestimmen ein Primideal 9 
derart, daB es die Gleichungen 


(f)-+% ()-F% @)-s 
()-F4% (=! 


befriedigt; x’, x’ sind die zu den Primzahlen x bez. 2 konjugierten Prim- 
zahlen. Wir kénnen wieder annehmen, es sei g von der Form 


@=(33c) bez. =(11le), (A). 


Da nach Voraussetzung (=) =+1 ist, so folgt hieraus wegen 
der Annahmen, die wir iiber die Zahlen 2, @ gemacht haben, dab 
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((2)) =—1 sein muB; denn es ist auch z’ eine Primzahl von der ersten 


Art, so daB fiir 2’, @ die Reziprozititsgleichung (10) gilt, und es wird, 
wenn wir 2 =(a'b’c’), (4°) setzen, a’ =V’. 

Nun kénnen dieselben Schliisse gemacht werden wie im oben be- 
handelten Falle; man hat nur statt x, die Primzahl a zu nehmen. Es 
ergeben sich unter Beriicksichtigung der Gleichung ((5)) =—1 die 
Beziehungen 
es x or ° *\\ _ ((2\\ _ ° 
@)  () -(@) -F* (CO) -() - Fé 

Wie wir im vorigen Falle schlossen, daB der Kérper K (Vxo) vier 
voneinander verschiedene Geschlechter enthailt und daB das Produkt der 


Charaktere, die ein Geschlecht bestimmen, gleich +1 ist, genau so kénnen 
wir dasselbe im gegenwiirtigen Falle schlieBen. 


Nun ist dann weiter wegen der Gleichung ((2)) =+1 a die 


4 
Relativnorm beziiglich k eines Primideals 8 des Kérpers K(V/xo). Be- 
trachtet man das Charakterensystem dieses Ideals $$, so findet man bei 


Beachtung der Gleichung ((=**)) =+1, dab 


(2) (Co) = +4 


sein muB. Vergleichen wir diese Gleichung mit der Gleichung 


(Cs) = +3 


und mit der zweiten der Gleichungen (22), so ergibt sich schlieBlich die 
Reziprozitatsgleichung 


(28) (=) = (2). 


Ahnlich verfihrt man, wenn ((=)) = —i ist, und erhilt zuletzt die- 
selbe Reziprozititsgleichung. 


Auch wenn man annimmt, daf ((=)) = — 1 ist, kommt man schlieB- 
lich durch dasselbe Verfahren zur Reziprozititsgleichung (23). Es ist 


jedoch in diesem Falle die Primzahl @ so zu bestimmen, daB sie den Glei- 
chungen 


(Q)-=% (Q)--» (@)-+4 
(Q)--1 (= 


Gentige leistet. 
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Wir haben uns somit iiberzeugt, daB die Gleichung (10) fiir die be- 
trachteten Fille wirklich das Reziprozitiitsgesetz liefert. Wir nahmen die 
Primzahlen, die wir der Betrachtung unterzogen, in besonderen Gestalten 
an, die stets durch Multiplikation mit einer geeigneten Potenz der Ein- 
heit i erreicht werden kénnen. Lassen wir jedoch diese Annahme fallen 
und nehmen die Primzahlen z, 2, in (10) in ganz beliebiger Form an, 
so tiberzeugt man sich leicht, da8 auch dann noch immer jene Gleichung 
(10) richtig ist. 

Wir wollen hier noch bemerken, daB aus (10) unmittelbar das be- 
sondere Reziprozitiitsgesetz des Satzes 22 folgt. 

Es soll jetzt schlieBlich der eweite Ergiénzungssate zum biquadratischen 
Reziprozitatsgesetze im Kérper k(i) abgeleitet werden. Bezeichnet man 
mit a eine beliebige zu 4 prime Primzahl in k, fiir welche die Kon- 
gruenz x = (abc), (4") besteht, so gilt die Gleichung 


(24) ((=)) = (G2) 


oder in einer anderen Form geschrieben: 


24" (3) -#* 


Es sei zunachst a eine Primzahl der ersten Art. Dann kénnen wir 
eine Potenz #* von ¢ bestimmen derart, daB 


(25) ((£4)) a ¥4 


wird. Zufolge dieser Gleichung zerfallt a im Kérper K (Ved) in vier 
voneinander verschiedene Primideale. Die Relativdiskriminante des Kérpers 
K (Vi) enthilt nur den einen Faktor 4. Die Einheit i ist im gegen- 
wirtigen Falle Normenrest des Kérpers K (Vie) nach 4, so daB das 
Charakterensystem eines Primideals 8 des Kérpers K (V/i*/), welches in 


ax aufgeht, aus dem einzigen Charakter (=) besteht; folglich muB 


(ef) -+1 


sein. Beachtet man ferner die Beziehung ((:)) = ((=)) , so folgt mit 


Bezug auf (25) sofort die Gleichung (24), weil nach (5) 


(FF) (4) -+1 





ist: 
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Nun sei x eine Primzahl der dritten Art, so folgt aus ((=)) =+1, 


weil der Kérper K (j/i) nur ein Geschlecht enthilt und ((=)) =+1 ist, 
sofort die Gleichung 
“, 2 
((* i )) =+1, 


wie es der Ergiinzungssatz (24) fordert. 


Ist jedoch ((=)) = i, so bestimmen wir eine Primzahl 9, welche die 
Gleichungen fr | 
(())-+4 (GQ) -F: 


befriedigt. Dann ist nach dem biquadratischen Reziprozitiitsgesetze 
()- #4 
(()) - +1. 


Die Relativdiskriminante beziiglich k von K (Vie) enthalt die zwei 
Faktoren 4 und 9. Da jedoch 


(C29) = () = 


wird, so bilden die Idealklassen in K (/ie) nur ein Geschlecht. Die 
Primzahl x wird die Relativnorm beziiglich k eines Primideals & in 


K (Vie). Fir den Charakter dieses Primideals finden wir die Gleichung 
(2) - @)) - +1. 
Aus dieser Gleichung folgern wir weiter, daB 
(F) (GY (FE) (GAy- +1 
sein muB. Da jedoch (( )- 1, he *))- 1 ausfallt, folgt schlieBlich 
()-(G)- AY - (OY - GQ 
dies war zu beweisen. 


Falls ((=)) =—i ist, trifft man leicht die Abinderungen, die in 


dem eben entwickelten Beweise anzubringen sind. Folglich bleibt nur 


folglich wird 
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noch der Fall, daB ((=)) =— 1 ausfiallt, zu betrachten. In diesem Falle 


7 


bestimmen wir eine Primzahl g in k derart, daB sie die Gleichungen 


(j))-+6 ())--2 


befriedigt. Dann ist gewiB auch ((£)) = — 1, oder noch weiter 


ri 
(2) = +1. 
Dieser Gleichung zufolge ist die Zahl x die Relativnorm beziiglich k eines 
bestimmten Primideals R in K (Vio). Das Charakterensystem der Zahl 


x enthilt die Symbole ‘ , 
(Fr) (Fe): 


Es ist ferner ((=*)) =i. Beriicksichtigt man nun, dab 


(C34) --1 


ist, so folgt hieraus, daB das Charakterensystem von & aus dem einen 


Charakter ((—=*8)) besteht; mithin muB 


(=) - (G2) (G-+2 


sein. Hieraus folgt aber wegen der Gleichungen 


(FY) -+1 (G)--1 (GS) =41 


die Beziehung : 
(())--1, 
was zu beweisen war. 


SchlieBlich nehmen wir an, x sei eine Primzahl der zweiten Art. 


Wir erkennen leicht, daB aus ((=)) =-+ 1 auch die Gleichung 


%, 4d 
(F))-+1 
folgt. Zu diesem Behufe hat man den Kérper K (Vi) 2 betrachten und 


zu beachten, daB wegen ((*)) =-+ 1 in diesem K6rper nur ein Geschlecht 
besteht. 
vi 


Ist jedoch ((=)) = i, so bestimmen wir eine Primzahl @ in k, welche 


(Q)-=5 ()-7 











den Gleichungen 
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Geniige leistet, und nehmen og in einer der Formen 9g =(33c) bez. 


=(11e), (4°) an. Dann verfahren wir weiter wie zuvor. Die Fille, wo 


(( +)) = —ié oder ((< )) =—1 ausfallt, bediirfen keiner weiteren Er- 


lauterung mehr. 

Damit ist der zweite Ergiinzungssatz vollstiindig bewiesen fiir den 
Fall, daB die Primzahlen von derjenigen Gestalt sind, die wir ihnen bei 
der abgeschlossenen Untersuchung verliehen dachten. Da jedoch 


ist, wenn s einen der Werte 0, 1, 2,3 hat, so gilt die Gleichung (24) 
auch dann noch, wenn die Primzahl 2 in einer beliebigen Form ge- 
nommen wird. 


Vinkovei, am 18. Juni 1905. 


Berichtigung 


zu der Arbeit von G. Zemplén: Uber die Kompatibilitatsbedingungen 
bei Unstetigkeiten in der Elektrodynamik 
in Band 62. 


p. 578 ist in der Formel fir J” statt 2,M? + y, UY + 2,%7 


zu setzen 2,U* + y, UW + 2,H; 
p. 580 ist in den Formeln (27), (28) und in der Zeile 11 v. u. tiberall statt o 


zu setzen OV Oi + w+ p. 
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Uber die Verteilung der Primideale in den Idealklassen eines 
algebraischen Zahlkérpers. 


Von 


Epmunp Lanpavu in Berlin. 


Vorwort., 


In einer Reihe von Arbeiten*) habe ich die wichtigsten bekannten 
Gesetze tiber die Verteilung der Primzahlen und speziell der Primzahlen 
einer arithmetischen Progression mit vereinfachten Hilfsmitteln bewiesen 
und zum Teil verschirft. Die von mir angewandten Methoden benutzen 
nur die Elemente der Funktionentheorie, in erster Linie den Cauchyschen 
Integralsatz; ich habe keinen Gebrauch von den neueren Untersuchungen 
der Herren Hadamard, v. Mangoldt und de la Vallée Poussin tiber 
die Dichtigkeit der Nullstellen der Riemannschen Zetafunktion und einiger 
verwandter Funktionen gemacht. Dies war darum von Bedeutung, weil es fiir 
die von Herrn Dedekind eingefiihrte Zetafunktion, welche einem beliebigen 
algebraischen Zahlkérper entspricht, unbekannt ist, ob sie in der ganzen 
Ebene existiert und ob sie Nullstellen besitzt. Meine neuen analytischen 
Kunstgriffe waren imstande, zum ersten Mal**) den ,,Primidealsate“ zu 
beweisen: 

*) ,,Neuer Beweis des Primzahlsatzes und Beweis des Primidealsatzes“, Mathe- 
matische Annalen, Bd. 56, 1903, S. 645—670; ,,Uber die Primzahlen einer arith- 
metischen Progression‘, Sitzungsberichte der Kaiserlichen Akademie der Wissen- 
schaften in Wien, mathematisch-naturwissenschaftliche Klasse, Bd. 112, Abt. 2a, 
1903, S. 4983—535; ,,Uber die zahlentheoretische Funktion u (k)“, ebenda, 8. 537—570; 
»Bemerkungen zu der Abhandlung von Herrn Kluyver: Reeksen afgeleid uit de 


“ ®) “, Koninklijke Akademie van Wetenschappen te Amsterdam, Verslagen, 


Bd. 13, 1904, 8. 71—83. Ich habe hier nur diejenigen Arbeiten erwihnt, an welche 
die vorliegende Abhandlung ankniipft. Ubrigens setze ich aus ihnen nichts als be- 
kannt voraus. 

**) S. die in Anm. 1 zuerst genannte Arbeit; der dort gegebene Beweis des 
Primidealsatzes benutzt einige Ergebnisse meiner Abbandlung: ,,Uber die zu einem 
algebraischen Zahlkérper gehérige Zetafunktion und die Ausdehnung der Tscheby- 
schefschen Primzahlentheorie auf das Problem der Verteilung der Primideale“, Journal 
fiir die reine und angewandte Mathematik, Bd. 125, 1903, S. 64—188. 


Mathematische Annalen. LXIIL 10 


reeks 
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Die Anzahl der Primideale eines beliebigen algebraischen Zahlkirpers, 
deren Norm < «x ist, ist asymptotisch gleich rt d. h. thr Quotient durch 
ines niihert sich fiir 2 = oo der Grenze 1. 
og x 


Im ersten und zweiten Teil der vorliegenden Abhandlung untersuche 
ich die Verteilung der Primideale eines algebraischen Zahlkérpers auf die 
einzelnen Klassen fquivalenter Ideale. Mein wichtigstes Resultat ist als 
Hauptsatz 1*) bezeichnet. Die Methode der Beweisfiihrung ist analog zu 
meinen friiheren Untersuchungen iiber die arithmetische Progression, 
welche in dem a. a. O. zum erstenmal bewiesenen Satze**) gipfelten: 

k und | seien swei teilerfremde Zahlen, o(x) die Anzahl der Prim- 
zahlen ky+1< a, Li(#) der Integrallogarithmus von x, p(k) die Eulersche 
zahlentheoretische Funktion, m eine beliebige reelle Gripe. Dann ist 
= a’ , (e @)— + ua (#) ie 

Im dritten Teil der vorliegenden Abhandlung werde ich u. a. einen 
Satz (Hauptsatz 3)***) beweisen, der sowohl den Hauptsatz 1 (und da- 
durch den Primidealsatz) als auch den soeben angefiihrten Satz iiber die 
Primzahlen einer arithmetischen Progression als Spezialfille enthiilt. 

Im vierten Teil ziehe ich aus den allgemeinen Sitzen einige besonders 
wichtige Folgerungen. 

Meine neuen Siitze besagen durchweg, dab gewisse Grenzwerte 
existieren oder gewisse unendliche Reihen konvergieren. Es ist leicht, 
heuristische Griinde anzugeben, welche die Siatze wahrscheinlich machen, 
und der Wortlaut der neuen Siitze wird den Kenner nicht iiberraschen. 
Jedoch hat es mich selbst aufs Héchste iiberrascht, daB meine Methoden 
kraftig genug sind, um Beweise fiir diese Siitze zu liefern. 

Um dem Leser das Verstindnis zu erleichtern, setze ich in der 
Theorie der Zetafunktion und der verwandten Funktionen nichts aus 
meinen friiheren Arbeiten oder denen anderer Autoren (Riemann, Hada- 
mard, v. Mangoldt, de la Vallée Poussin usw.) als bekannt voraus. Wohl 
aber muB der Leser mit der Theorie der algebraischen Zahlkérper ver- 
traut sein. 

Der erste Paragraph jedes der drei ersten Teile dient ihm als 
Einleitung. 


*) 8. 8. 147. 
**) S. die zweite der auf 8. 145, Anm. 1 zitierten Arbeiten, 8S. 507 und 532, 
**) s. S. 197. 
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Erster Teil. 


§ 1 
(Einleitung). 
Das Ziel der §§ 2—10 ist der 


Hauptsatz 1. Ein algebraischer Zahlkirper x habe die Eigenschaft, 
dap die iiber alle Primideale der Hauptklasse (im engeren Sinne*)) er- 


streckte Summe**) 
1 
a Np» 
p 


divergiert. h sei die Anzahl der Idealklassen. Es sei @(x) die Anzahl der 
Primideale einer bestimmten Klasse, deren Norm <x ist, m eine beliebige 
reelle Zahl. Dann ist 


(1) lim “°8—* (9(@) — j Li(x)) = 0. 
Dies besagt insbesondere fiir m= 1 mit Riicksicht auf 
lim SO) hse 21, 
& 


z2=@e 


daB fiir jede Klasse 


lim © . 2 
° oie, oe h 
logx 


ist, also fiir zwei beliebig gegebene Klassen, wenn g,(x) und g,(x) die 
zugehérigen Anzahlen bezeichnen, dab 

. O1 (a) 

san @, (@) 
existiert und = 1 ist. 


Mit anderen Worten: 
In jeder Klasse eines algebraischen Zahlkirpers, fiir welchen die iiber 
alle Primideale der Hauptklasse erstreckte Summe 


1 
2% 
bu 


divergiert, gibt es asymptotisch gleich viele Primideale. 
DaB unter der gemachten Voraussetzung fiir jede Klasse 


, 1 1 : 
(2) P vy 7 h log —; + G(s) (s > 1) 
Pe Ss v 


*) D. h. zwei Ideale heiBen iquivalent, wenn ihr Quotient eine (ganze oder 
gebrochene) Zahl des Kérpers mit positiver Norm ist. 

**) Nn bezeichnet die Norm des Ideals n; ich schreibe keine Klammer, auch 
nicht in der Folge bei Nn’‘(s** Potenz von Nn). 


10* 
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ist, wo lim G(s) existiert, folgt ohne weiteres aus den Untersuchungen 


s=1 
von Herrn Weber ,,iiber Zahlengruppen in algebraischen Kérpern“*), also 
durch Anwendung der klassischen Dirichletschen Methode. Aber die 
Gleichung (2) berechtigt noch bei weitem nicht zu dem SchluB, daB jede 
Klasse des Kérpers asymptotisch gleich viele Primideale enthalt. Um 
diesen SchluB zu rechtfertigen, besteht die Hauptschwierigkeit in dem 
Nachweise der Existenz der Grenzwerte 


(3) lim &@ | lim 2 . 
z=@ zc z=@ 
log x log x 
Aus 


1 1 1 
Zz Np, hk “sg + G,(s), 
at 


(4) 1 1 1 , 
> Not 8 a + &)™) 
> 
laBt sich unmittelbar nur folgern: wenn die Grenzwerte (3) existieren, 
so sind sie = 1. 
Wie groB die zwischen (4) und der Gleichung 
a - ei (@) 
©) ms 
noch vorhandene Liicke ist, ergibt sich aus folgenden historischen Daten. 
In einem wichtigen analogen Fall — fiir zwei arithmetische Pro- 
gressionen ky +/, und ky +, mit derselben Differenz k, wo 1, und 1, 
za k relativ prim sind — hatte Dirichlet***) im Jahre 1837 bewiesen, 
daB, p(k) =h gesetzt, 


1 1 1 
>3 h log — _ + G,(s), 
Pr 


1 1 1 
> at 8 i t+ HO 


Po 


ist, wo p, die Primzahlen durchliuft, welche = /, (mod. k) sind, und p, die 

Primzahlen = /, (mod. k) . G,(s) und G,(s) sind Funktionen, welche gegen 

einen endlichen Grenzwert konvergieren, falls die reelle Variable s zu 1 
*) Zweite Abhandlung, Mathematische Annalen, Bd. 49, 1897, 8. 88—89. 

**) Wo p, bezw. p, die Primideale der betreffenden Klasse durchliuft. 

***) ,,Beweis des Satzes, daB jede unbegrenzte arithmetische Progression, deren 
erstes Glied und Differenz ganze Zahlen ohne gemeinschaftlichen Faktor sind, un- 
endlich viele Primzahlen enthalt*, Abhandlungen der Kéniglich PreuBischen Akademie 
der Wissenschaften zu Berlin, 8. 45—71; Werke, Bd. 1, 1889, 8. 313—342. 
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abnimmt. Aber erst 59 Jahre spiiter hat Herr de la Vallée Poussin*) 
den Nachweis gefiihrt, daB fiir die Anzahlen 9,(v) und g(x) der Prim- 
zahlen p,< 2% bezw. pp <x 
- @; (2) 
©) ay * fal 
ist. Dirichlet hatte diese Gleichung (5) in der Einleitung seiner beriihmten 
Arbeit nur vermutungsweise mit den klaren und unzweideutigen Worten 
ausgesprochen: ,.Die aufmerksame Betrachtung der natiirlichen Reihe der 
Primzahlen la8t an derselben eine Menge von Eigenschaften wahrnehmen, 
deren Allgemeinheit durch fortgesetzte Induktion zu jedem beliebigen 
Grade von Wahrscheinlichkeit erhoben werden kann, wihrend die Auf- 
findung eines Beweises, der allen Anforderungen der Strenge geniigen 
soll, mit den gréBten Schwierigkeiten verbunden ist. Eines der merk- 
wiirdigsten Resultate dieser Art bietet sich dar, wenn man simtliche 
Glieder der Reihe durch dieselbe, iibrigens ganz beliebige Zahl dividiert. 
Nimmt man die Primzahlen aus, die im Divisor aufgehen und mithin 
unter den ersten Gliedern der Reihe vorkommen, so werden alle tibrigen 
einen Rest lassen, welcher relative Primzahl zum Divisor ist, und das 
Resultat, welches sich bei fortgesetzter Division herausstellt, besteht 
darin, daB jeder Rest der genannten Art unaufhdrlich wiederkehrt, und 
zwar so, dap das Verhiiltnis der Zahlen, welche fiir irgend zwei solche 
Reste bezeichnen, wie oft sie bis zu einem gewissen Gliede erschienen sind, 
bei immer weiter fortgesetzter Division die Einheit zur Grenze hat. Ab- 
strahiert man von der zunehmenden Gleichmibigkeit des Vorkommens 
der einzelnen Reste und beschrinkt das Beobachtungsresultat auf die nie 
aufhérende Wiederkehr eines jeden derselben, so laBt sich dasselbe in 
dem Satze aussprechen: da jede unbegrenzte arithmetische Reihe, deren 
erstes Glied und Differenz keinen gemeinschaftlichen Faktor haben, un- 
endlich viele Primzahlen enthiilt.“ 

Dirichlet beweist die letztere Behauptung auf Grund seiner Gleichung 

Zz on 5 log "5 + G(8)5 
p=l 

der hier kursiv gedruckte Satz spricht offenbar genau die zuerst von 
Herrn de le Vallée Poussin bewiesene Gleichung (5) aus. Ubrigens 
habe ich dieselbe erheblich einfacher bewiesen und dahin verscharft, dab 
fiir jedes m 


*) Recherches analytiques sur la théorie des nombres premiers. Deuxiéme 
Partie. Les fonctions de Dirichlet et les nombres premiers de la forme linéaire 
Mxz+N“, Annales de la société scientifique de Bruxelles, Bd. 20, Teil 2, 1896, 
8.. 281—362. 
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(6) lim log" x (°) — 1) =0 


0, (x) 
ist. Dies folgt nimlich unmittelbar aus dem a. a. O.*) von mir bewiesenen 
Satze 
: — 
e(a) = 5 Li(x) + O(we-Vioe=), 


wo d eine passend wiahlbare positive Konstante ist. 
Analog werde ich in §§ 2—10 fiir die Primideale der gegebenen 
Klasse beweisen, dab 


o(z) = M Li(z) + O(ae- Vioe=) 


ist; daraus folgt unmittelbar die Gleichung (1), also der Hauptsatz 1 und 
auch die in der Schreibweise mit (6) itibereinstimmende Gleichung, in 
welcher g,(x) und @,(x) die auf S. 147 angegebene Bedeutung haben. 


§ 2. 


Satz I. Es sei f(n) eine zahlentheoretische Funktion**), welche den 
beiden Bedingungen ***) 
zx 


(7) > = 0 (og: 


n=1 
und 


x 


(8) 2 f(n) = O(2'-7) 


a=1 


geniigt, wo y eine zwischen 0 (exkl.) und 1 (inkl.) gelegene Konstante ist. 
Dann konvergiert die Reihe 


c . f(n) 
(9) > 7 n* 
a=1 
fiir R(s)>1—y und stellt dort eine reguliéire Funktion (s) dar; ferner 
besteht, wenn s = 6 + ti gesetat wird, fiir 


1 
log t 


(10) t>er, 1 
die Ungleichung 


<6<52 


*) Le. S. 532. 
**) D.h. f(n) ist fiir jedes ganzzahlige » >1 definiert, braucht aber nicht 
ganzzahlig und auch nicht reell zu sein. +s 
***) Unter O(g(x)) wird eine Funktion von 2 verstanden, deren Quotient durch 
g(x) dem absoluten Betrage nach fiir alle x von einer gewissen Stelle an unterhalb 
einer endlichen Schranke gelegen ist. 
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(11) | p(s)| <¢, logt, 
wo c, eine Konstante bezeichnet.*) 

Das Gebiet (10) erstreckt sich ins Unendliche. 

Beweis. Zuniichst ist klar, daB p(s) fiir die durch (10) bestimmten 
Werte von s konvergiert; denn es ist fiir jedes solche s 


1 
R(s)>1— fog? 21 — ¢ ~1-t>1-», 


und wegen (8) ist bekanntlich die Reihe (9) fir R(s)>1—y konvergent, 
und zwar gleichmiBig in einer gewissen Umgebung jeder Stelle dieser 
Halbebene. Der Vollstindigkeit wegen will ich dies beweisen. Wenn 


S(0) =0 


> f(n)= 
n=1 
gesetzt wird, so ist nach (8) fiir alle «> 1 


S(x)|< Az'-’, 
wo A eine Konstante bezeichnet. Es ist 


>t f() -> S(n) — m (n — 1) -> S(n) (5 — way) 4 eee 


n=1 


und fir >1 


S (a) 
S50 = + e+” 


und fiir alle s des Bechtecks 


(13) 6 SI5LG,, —tStSt, 
wo 6,>1-—~y ist, 
n+1 


‘S(n)sf 4 |< An'-7(6,+4,) _- = 46 +4) 
J wu - isialitiee 


nrery 
S(x) Az~? A. 
(@ + 1)’ (4-1) ~ g%ty-3 
Hieraus folgt nach (12) die gleichmiiBige Konvergenz der Reihe (9) im 
Rechteck (13), also in einer gewissen Umgebung jeder Stelle der Halb- 
ebene R(s)>1—y. Die Reihe (9) stellt also fir R(s)>1—y eine 
regulie analytioche Funktion p(s) dar. 

*) ¢, hiingt also nur von der Funktion f(m) ab. Analog werden in der Folge 
mit ¢,,¢,,--- Konstanten bezeichnet, welche gewisse Relationen fiir alle s eines 
Gebietes erfiillen. Die Bezeichnung wird stets so gewihlt sein, daB jede solche 
Konstante c,,c,,--- durch jede gréBere Zahl ersetzt werden kann. 
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Es sei nun s eine beliebige Zahl, welche die Ungleichungen (10) 
erfillt; dann zerlege ich in- 


f () 


n* 


p(s) = 


n=1 


1 
die Summe in zwei durch Fa getrennte Teile*) und erhalte dadurch 


7 oo 
j S(n) — S(n — 
(14) r= SO 4 >) M=se=9, 
azl 1 


n=t? +1 


Hierbei und im folgenden verstehe ich der bequemeren Schreibweise 
wegen unter einer Summe mit einer nicht ganzzahligen oberen oder 


unteren Summationsgrenze y, daB der Summationsbuchstabe bis [y] bezw. 
von [y] an lauft. Aus (14) folgt weiter 


vn S19 +S 50 (- et :)- 


Bi. +1 


1 n+1 


27 
) d 
A +s : ae I. a ae 
n= ” 


n=l 


log t 


9(8) <3 fe + 


a= i 


+1 
~a-y) 
u- + a 





S cplaplnweee. i: 


+ 


ae - ing t 


+1 
i 


ae 
as > ue ‘ 
< tr lest x rears f 


ete. os Fare 


*) [y] bezeichnet fiir reelle y die gréBte ganze Zahl < y. 


oc 
°. 


we) tog 
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also wegen 
4 = 2 
tylet—er, 2+t1<2t 


1 7 : 
ay goicer SUM saa f 
na=1 Pa 


1 


Nach der Voraussetzung (7) ist fiir alle ganzzahligen x > 2 


> ro < Blogz, 
n=1 


wo B eine Konstante bezeichnet, also 


1 
Y 


$ 1 
(16) > © < Blog lirl< 
n=1 


ferner ist 


1 1 


mh ota 


aus (15), (16) und (17) ergibt sich 


1 B 2 1 
ip(s) <ev : logit + 2tA hl -. 


also wegen 
1 < logt, + < logt 


1 1 1 
(s)|<e? 2 logt + e7 “* logt + ev Alogt = ¢, log#, 


womit der Satz I bewiesen ist. 


Satz Il Die fiir R(s)>1 durch die Reihe 


(18) n° 
n=1 


definierte Funktion €(s) hat im Punkte s = 1 einen Pol erster Ordnung mit 
dem -Residuum 1, ist im iibrigen fiir R(s) > 0 reguliir und geniigt fiir 
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1 . 


(19) t>3, 1— e329? 
der Ungleichung 
(20) (s)| < ¢, logt, 


wo ¢, eine Konstante beseichnet. 
Beweis. Wenn «> 0 ist, ist die Reihe (18) fir R(s)>1+<86 
wegen 
1 
l+e 


lA 


n® n 


gleichmaBig konvergent; (18) definiert also fiir R(s)>1 eine regulire 
Funktion £(s). Ferner ist fiir R(s) > 1 


¢(s)-1+ > - 
pa (n + 1) 


1 1 / 1 1 1 
a et 2 (es = a ee 


n=1 


9 = 1 : 1 1 le a | 
(21) 4st 2 so vos atl’ 


also wegen 


1 
1 1 1 1 : udu 
, ee Fie - 
0 


| 1 EY ud 
(23) et +5 a’ f ae 


n=1 0 


Die in (23) auftretende unendliche Reihe ist wegen 


1 1 
{ udu < du 1 
e (n + uy)?! = nit? nit? 
0 0 


fir R(s)>-e (e > 0) gleichmaBig konvergent und stellt daher fiir 
R(s) > O eine regulire Funktion dar; folglich ist 

, 1 

6(s) — ja 


fir R(s) > 0 regulir.*) 


*) Der vorangehende Beweis der bekannten Kigenschaft von ¢(s) riihrt von Herrn 
de la Vallée Poussin her und steht zuerst in seiner ,,Démonstration simplifiée du 
théoréme de Dirichlet sur la progression arithmétique‘, Mémoires couronnés et 
autres mémoires publiés par l’Académie Royale de Belgique, Bd. 58, 1896, S. 6—8. 
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Es sei nun s ein Wert, der die Ungleichungen (19) erfillt. 


(21) und (22) ist 


f(s) =1 += 


t+1 


t+1 


—- + 


&(8)|<; 


Nach 


4+ = ae : > Faye aa 


ST fae 
“ta i 


n=t+10 


1 = udu 
— 8 
P 4 Stee 


1 1 


n=t+10 





+ +) f — 





* one 1) fagi n=1 log ¢ n=t+10 ae ~ logt 
t+1 cy +1 
23+ OFF + +n SE +2 >) f 
nat+1 ® 4.” iogi 
t 
) 0 0) d 
<+ (2eyre + (Beye? (1 4 J —+ teal = 
bs (h+1,, log ¢ 
2 oii rr ‘ dw 
<= - 2st. ¢ + Dost. e(logt+ 2)4+2¢ | —“*- 
a” ~ jogt 
<1-2-¢+2.e(logt +2) + 2¢—*_. 1. 
Et ee 7 
logt ¢t 


< 2e+ 2elogt+ 4e+2 —, — 


~~ log 3 
< ¢, logt, 


womit der Satz II bewiesen ist. 

Es sei nun x ein beliebiger algebraischer Zahlkérper, / sein Grad; 
&.(s) sei die von Herrn Dedekind*) (fiir reelle s) eingefiihrte Funktion, 
welche durch die unendliche Reihe definiert ist: 


(24) .(8) = >" wa 


*) Vergl. z. B. die von ihm herausgegebenen Vorlesungen Dirichlets iiber 
Zahlentheorie, 3. Aufl, 1879, 8. 578; 4. Aufl, 1894, S. 610. 
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wo n alle Ideale des Kérpers durchliiuft.*) Herr Dedekind hat be- 
wiesen, daB die Reihe im (24) fiir s > 1 konvergiert, und daB bei An- 
naherung von rechts der Grenzwert 


lim (s — 1) £,(s) 
s=1 
existiert und gleich einer positiven Konstanten 


gh 


ist, wo h die Anzahl der Idealklassen des Kérpers und g eine andere 
durch den Kérper wohlbestimmte positive Konstante ist. 
Aus der von Herrn Dedekind bewiesenen Konvergenz fiir s > 1 folgt 
fir R(s)> 1 wegen 
1 1 


Nw ~ Nn’ 
die Konvergenz, fiir R(s)>1+<« (€>0) die gleichmiBige Konvergenz 
der Reihe in (24); dieselbe definiert also eine fiir R(s) > 1 regulire ana- 
lytische Funktion £,(s), welche wegen 


lim (s — 1) §(s) = gh +0 
s=1 


in s=1 nicht regulir ist; falls sie dort einen Pol besitzt, ist derselbe 
von der ersten Ordnung. 

Mehr folgt aus Herrn Dedekinds Entwickelungen nicht iiber den 
analytischen Charakter dieser Funktion. Fiir ®(s) > 1 laBt sich die Glei- 
chung (24) auch so schreiben: 


(25) t.(8) = >’ =, 


wo F(n) die Anzahl der Ideale des Kérpers bezeichnet, deren Norm 
gleich der ganzen rationalen Zahl » ist. 

Herr Weber**) hat folgende Siitze 1. 2., 3. bewiesen, von denen 2. 
leicht aus 1. folgt, 3. unmittelbar aus 2.: 

1. Die Anzahl 7(x) aller Ideale der Hauptklasse, welche durch ein 


*) uw’ bezeichnet fiir positive u die ganze transzendente Funktion 8" von s, 
wo logw der reelle Wert des Logarithmus ist. 

**) ,Uber einen in der Zahlentheorie angewandten Satz der Integralrechnung“, 
Nachrichten der Kéniglichen Gesellschaft der Wissenschaften zu Gittingen, mathe- 
matisch-physikalische Klasse, 1896, 8. 275—281; vergl. ferner seine auf 8. 148, Anm. 1 
zitierte Arbeit, S. 89—94 und auBerdem sein Lehrbuch der Algebra, Bd. 2, 2. Aufl. 
1899, 8. 672—678 und 712. 
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gegebenes Ideal a teilbar sind und deren Norm < z ist, ist in der Ge- 
stalt darstellbar: 


(26) T(a) =~ «+ o(e'*). 


2. Die Anzahl A(z) aller Ideale einer Klasse, deren Norm < z= ist, 
hat die Form 


(27) A(x) = ga + o(a'~*), 


3. Die Anzahl H(z) aller Ideale, deren Norm < z ist, ist 


(28) H(x) = ghx + O as 7),) 


Mit Hilfe dieser Weberschen Gleichung (28) und der Sitze I und II 


beweise ich nun den 
Satz Ill. Die Funktion £,(s) ist iiber die Gerade R(s) = 1 fortsete- 
bar, hat im Punkte s=1 einen Pol erster Ordning mit dem Residuum gh, 


ist sonst reguidir fiir R(s)>1——+- und geniigt fiir 


1 


(29) t>e* 1 — gt 29S? 
der Ungleichung 
(30) §.(8)| < ¢ log?, 


wo ¢, eine (nur vom Korper abhingige) Konstante bezeichnet. 
Beweis. Ich betrachte die Funktion 
p(s) = &(s) — gh&(s); 
sie ist nach (25) fiir #(s) > 1 durch die Dirichletsche Reihe 


(3) > 
n=1 
definiert wo 
fin) = F(n) — gh 


*) Schon Herr Dedekind hatte bewiesen, daB 
,_ 2) g . A(x) 
in <= 9 lim —— =g, 


zr=e@ x z=o0 x z=0 ve 
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S(2) = S ¢(n) = S’ (Fm — gh) = H(@) — ghar 
n=1 n=1 
ist nach (28) 
—- 
S(2) = ola r), 


so daB die zweite Voraussetzung (8) des Satzes I erfiillt ist, falls 


gesetzt wird. Wegen 


n=1 n=1 1 n=1 


a= 


z 


H(n) — Hin —1 
-> B(#) - T=) + O(log 2) 


n=1 


= 1 1 H(z) 
-> H(n) (, ~ i) +575 + O(log x) 
n=1 


—~ 1 1 7 1 
-0>'n(- =a) + O(1) + O(logz) = 0 >’ qi + O (loge) 
a=l a=l 
= O(log x) 
ist auch die erste Voraussetzung (7) jenes Satzes erfillt. Aus Satz I 


folgt also, daB die Reihe (31) fir R(s) > 1— : 


fiir R(s)>1—F regular ist und fiir jedes den Bedingungen (29) ge- 


konvergiert, daB g(s) 


niigende s die Ungleichung 


(11) g(s)| <¢, logt 
erfiillt. 


Nach Satz II ist 
1 


(0) — 55 


s—1 
fir R(s) > 0, also a fortiori fir R(s)>1— + 
fiir die s des Gebietes (19), also a fortiori fiir diejenigen des Gebietes 
(29) der Ungleichung 


(20) £(s)| < « logt. 
Folglich ist 


regular, und €(s) geniigt 


£,(s) = p(s) + gh&(s) 
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fir R(s) >1— = 1 regular bis auf den Pol erster Ordung s = 1 mit dem 
Residuum gh ai geniigt fiir die s des Gebietes (29) der Ungleichung 

| £,(s)| << ¢, logt + ghe, logt = ¢, log t, 
womit (30), also der Satz III bewiesen ist. 


§ 3. 
Satz IV. Es erfiille die zahlentheoretische Funktion f(n) die Voraus- 
setzungen des Satzes I, d. h. es sei fiir x >2 


5) | f) | : 
> a < Blogz 


n=1 


und 
S(a)| ~ > f(n)| < Aa'-7, 
n=1 


wo 0O<y<1 ist. Es sei y(s) die fiir R(s) >1—y durch die Dirichletsche 
Rethe 


_ y f(n 
(9) > 2 
az=l1 


definierte Funktion. Dann ist fiir 


2 
_ 1 ¢ 
(10) t>e’, 1— pj a SS? 
(32) | g'(s)| <¢, log*t. 
Beweis. Es werde die fiir alle m giiltige Gleichung*) 
i” 
f(n) I# eo _S(m)_ 
9(s)= > OP +5 S500, ae 
nach s differentiiert: 


n+1 


¥()= - Somes S90) [3 a8. > 500 i 


n=m+1 n=m+1 
Sim) log (wm + 1) | 
(m + 1)° , 
Wenn s dem Gebiete (10) angehért, setze ich m= liv] und erhalte: 


*) s. S. 152. 
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n+1 


wines mite +B An'- fs . 


n log t ~ log? 





ies a 


n+1 
. 


1 1 
x —(l<y 
+(2+4%) 4 IE 4 40 ” tog (ev 4-1) 
“ee : 1 
; « lost z¢- ion) 
a=t’ +1 _ 
+1 


< log (ir) ar Sm | f(m) az - oT “au 


igi 


a+i1 


u'~Y log ud a. a: 
ee I? = +40 duct? + tv) 


u igi 


1 1 
<= " log t - eY. Blog (iv) + 4/ _— + QtA / logudu 
; u e u 
Y 


1 
e ss ie lagi 


act ‘7 
+= (log 2 + — log t) 


= 5 ey Blog? t + a 


ree) 
7~ loge vy "lowe 


+21a(—t tog 7) on 2 - | 


1 b 3 a 1 1 1 i 
! ~ Togt t’ (r iogi) (r- bai) ‘? (r- ice) 





2 
+ a (log 2 aa . log t) 


1 


1 : a LY) 
—_— t —_ 
< 5e7 Blog*t + ree 1 7° mM 1 7 
? 


ih a t ( y\*? t 
? = ee 
2 ? ) 
1 = a 2 


Ae” log Ae’ 
meen yA - = 7 logt 











log t 


Cy 
ee aE ee a 
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(32) |9'(8) | <eylog*e, 
womit der Satz IV bewiesen ist. 
Satz V. Es ist fiir 


(19) t>3, 1—pySos?2 
(33) | (8) | < 4, log*t. 


Beweis. Es ist fiir R(s)>0O (exkl. s=1) und jedes ganzzahlige 


m>1 nach 8. 154—155 
m+1 ~° 1 
udu 
On egett 22. Setar 





n=m+1 
also 
m+1 
a 1 _ _ 1 log(m+1) logn 
£(s) (s — 1)" (m + 1)°~? Saal (m + 1)°~* id n? 
‘wlog (m+) 4 
-> S <e+ > ps n+uytt 


n=m+1 9g n=m+19 


Wenn nun s im Gebiet (19) liegt und m = [f] gesetzt wird, so ergibt sich 





t+1 
i 1 _log (#]+1) log n 
181 <g@ayp ——e tt + 2 
(e}+1) ™s (t}+1) et ty loge 
n+l n+l 
7. . : 
+2 §-* +0199 [= 
n=t+1 a, - ingi n=t+1 oy - ogi 
l t 1 oat bag a 
ad *8* log? a o> u 
<4 ft Gs + (¢+1) > = a 
n=l yu est 
ti t 
+n 7 =e 
=". logt 
‘ 
» t+1 — ‘ 
<4 + Gn + (28 an "* “7 ox 
— 1— loge t lost 
. - log t 1 1 
+(e Bt +e tre tr) 
a) ¢ logt (1- tog) t log 


Mathematische Annalen. LXIII. 11 
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] 
<ty +03 +6, log*t+ i E+2e ay OF + ep 
~ log 3 — 
2 15 

= Cp + C3 + Oy log?t + FP + Ge logt + ey 
< Cy log*t, 
was im Satz V behauptet wurde. 

Satz VI. Es ist fiir 


(29) t>e 1-1 <6<2 


~ lg? = ° = 
(34) £’(s)| < ey, log* t. 
Beweis. Wird 
p(s) = £,(s) — gh £(s) 
gesetzt, so erfiillt p(s) nach S. 157—158 die Voraussetzungen des Satzes I. 
Nach Satz IV ist also fiir das Gebiet (29) 
gy (8)\ <i, log? t; 
nach Satz V ist dort 
(33) §"(s) <4, log*t, 
also 
£"(s)| < |p'(s) + gh \€'(s) <e, log? t+ ghe,, log* t = c,, log’ t, 
womit (34) bewiesen ist. 
g 4. 
Es seien 


ray (n), %2(), 7 %,(1) 


die h Charaktere der (Abelschen) Gruppe der Idealklassen des gegebenen 
Kérpers. Jede dieser h ,,idealtheoretischen* Funktionen ist fiir jedes Ideal 
des Kérpers definiert und geniigt den drei Bedingungen: 


(35) z(a) = 7(b), 
falls a und 6 derselben Idealklasse angehéren; 


(36) x(a) + 0 
fiir alle Ideale; 
(37) q(ab) = x(a) (6) 


fiir zwei beliebige Ideale. 
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Bekanntlich gibt es h verschiedene (d. h. nicht fiir alle Ideale tiber- 

einstimmende) Funktionen, die den Bedingungen (35), (36), (37) genitigen, 
und zwar ist z(n) stets eine Einheitswurzel, also speziell 
(38) a(n) =1. 
Die Bezeichnung der h Charaktere sei so gewahlt, daB z,(n) der Haupt- 
charakter ist, d. h. diejenige Funktion, welche fiir alle n gleich 1 ist. 
Fiir die Ideale der Hauptklasse ist jeder Charakter = 1. Es gelten be- 
kanntlich folgende Sitze: 

»Wenn n alle h Ideale eines vollstiindigen Repriisentantensystems der 


Klassen durchliuft, so ist 

Dh (n) =h, 
dagegen fiir vy = 2,3,---,h 
(39) > welt) = 0 


»Wenn n ein beliebiges Ideal ist, so ist 


A 
(40) > tlt) =h, 


v=1 


falls n der Hauptklasse angehdrt, dagegen 
h 
(41) > b(n) = 0, 
v=1 


falls n irgend einer anderen Klasse angehért.“ 

Aus (37) folgt fiir jeden Charakter und s>1 die fundamentale 
Dedekindsche*) Identitit 

‘ x(t) t 
(#2) & we~ 11a 
n p Ny’ 

wo n alle Ideale, p alle Primideale des Kérpers durchliuft (wegen der 
absoluten Konvergenz in beliebiger Reihenfolge). Offenbar gilt (42) fir 
R(s) > 1. (42) lehrt, daB keine der h fiir R(s)> 1 durch die Dirichlet- 
schen Reihen 


L,(s) =e (v=1,2,--.,h) 
n 
definierten analytischen Funktionen in dieser Halbebene eine Nullstelle 


besitzt. 
Offenbar ist 


2 1 
(43) L,(s) -> Wat = $e\8)- 
n 





*") L¢., &. 581 bezw. 612. 
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Satz VII. Wenn z(n) ein vom Hauptcharakter verschiedener Charakter | 

ist, so konvergiert die Reihe 
zm) 
Nr’ 


fiir R(s)>1 — und stellt dort eine reguliére Funktion von s dar, falls 
die Ideale nach wachsenden Normen geordnet sind. Hierbei ist die Reihen- 
folge der Ideale gleicher Norm unerheblich. 


Beweis. Es ist, wenn die Ideale auf die (durch n,,---, 1, reprisen- 
tierten) h Klassen verteilt werden, nach (35) 


(44) > a(t) = 1()) 4, (2) +--+ + 20) 4,(@), 


Nuse 


wo A,(z),---, A,(%) fiir die einzelnen Klassen die Anzahlen der Ideale 
bezeichnen, deren Norm <~ ist. Nun ist nach (27) fiir jedes y= 1, 2,---,h 


af 
A,(z)=gr+0 \ r), 
wo die Konstante g von v unabhiingig ist, also nach (44) und (39) 


Dx) =D) x00)(90+-0(2'*)) — 92 Sin) + 0(e*) 


Nusez 
1 
al 1 oy 
(45) = o(x r) 
ferner ist nach 5. 158 und Gleichung (38) 
1 wF 
(46) BOS hg = > = 0 (log 2). 
Nu<z Nutex n=1 


Wird also fiir jedes ganzzahlige positive n 
f(n) = >'x(n) 
gesetzt, wo n alle Ideale mit der Norm » durchliuft, so ist nach (46) 
z= n)| 
SMO <0 - 0008 
n=1 


Nuc<ez 


und nach (45) 


Sr = ole’), 


so dab, 


= 


iis 


gesetzt, die Voraussetzungen der Sitze I und IV erfiillt sind. 
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Es ergibt sich also zuniichst, dab 


n* 
n=1 
fir R(s)>1— + konvergiert, d. h. daB fiir diese s 


- Qz@ 
lim ka Nn’ 
Nusezx 
existiert. 


Hieraus folgt leicht, daB bei Anordnung der Ideale nach wachsender 
Norm die Reihe 
z(n) 
; Nr’ 


n 


fir R(s) >1— + gegen einen von der Reihenfolge der [deale mit gleicher 


Norm unabhiingigen Grenzwert konvergiert. Denn die Summe der absoluten 
Betriige aller Glieder mit der Norm x (deren Anzahl nach (28) 


—H(e)—H(a—1)—gh2+0(0'~*)—gh(e—1) + 0(e'" *) = gh ole) 


ist) ist 








1-+ ’ 
1 1 & 1 
< win wn? x? =O sia}. 
Nu=2z Nu=2 1 7 2 tF 


hat also fiir z= oo den Grenzwert 0. 
I,(s),---, L,(s) sind also, da die Voraussetzungen des Satzes I erfiillt 


sind, fiir R(s) > 1 — + regulir und durch die Reihen 


yay (v= 2,---,h) 
T 
darstellbar, womit Satz VII bewiesen ist. 
Zugleich ergeben sich aus Satz I fiir 
© 1 © 
(29) tae, 1 — gt a? Ss? 
die Ungleichungen 
| L,(8)| < ep log t, 
(47) ste ine de rate "h 
| L,(8)| < ey log ¢. 


Die Konstante ¢,, kann ja fiir diese h—1 Ungleichungen gleichmabig 
gewahlt werden. 








: 
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Wegen (43) ist nach Satz III fiir das Gebiet (29) 
(48) |L,(s)| = | §.(8)| < ¢ log ¢. 
Ebenso folgt, da Satz IV auf L,(s),---, Z,(s) anwendbar ist, fiir (29) 
Iy(s)| < a9 log? t, 
(49) . are mano 
| Di,(s)| < ea9 log? ¢ 
und nach Satz VI 
(50) Li (s)| =| £.(s)| < eg log? ¢. 
Wird die gréfte der vier Zahlen ¢,, ¢,,, C9, gg gleich ¢,, gesetzt, so 
ergibt die Zusammenfassung von (47), (48), (49) und (50) den 
Satz VIII. Es gibt eine Konstante c,,*), so dap fiir 


(29) t > e%, 1-j3S°S2 
und alle vy = 1,2,---,h die Ungleichungen 

(51) L,(s)| < ey, log t, 
(52) L,(8)| < ¢, log? t 
bestehen. 


Es bezeichne nun L(s) die analytische Funktion, welche durch die 
Gleichung 


h 
L(s) =] [ 1. = 1, L.6)--- Ly) 
definiert ist. a 
Da nach den Siitzen II und VII 
(s—1)L,(s), L,(s), ---, D,(s) 
fiir R(s)>1— + regular sind, ist (s—1) Z(s) fiir R(s) > 1 — ; regulir. 
Ferner ist fiir R(s) > 1 wegen (42) 


>Y x, ?) 
~ S108 (1 - — ) 
p 


1 Ny 
4) -[] —7w~° 
» Ny’ 





v 
= " 1 w%”) % es 1 w7, 0” m 
Wp a — 2s. °C nt Nt 
—e? ” yp *P m ’ 
o~ m 
1 —X 5 (P ) 
an a Ny? 
=er=l »~ : 


also 





*) die also nur von dem gegebenen Kérper abhingt. 
* 
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333K 3 wo 


(53) L(s)=e"=1 » vat 
Nach (40) und (41) ist 

S109 

v=1 


dann und nur dann von Null verschieden, und zwar —h, wenn p” der 
Hauptklasse angehért. Ich will durch die Bezeichnung a~b in der Folge 
andeuten, daB die Ideale a und 6 iiquivalent sind, also die Ideale der 
Hauptklasse einfach durch a~o bezeichnen, wo 0 das Kinheitsideal ist. 
Aus (53) folgt alsdann fiir R(s) > 1 


>t iL. 


(54) L(s) =e w=1 p-o 
Nach der am Anfang des § 1 iiber den Korper gemachten Voraus- 
setzung divergiert + 
2 yi 
p-o 


folglich wiichst bei Abnahme der reellen GréBe s zu 1 die Summe 
1 
a Ny’ 
p~o 
iiber alle Grenzen. Dies gilt a fortiori von dem Exponenten der rechten 
Seite von (54). Also existiert 





lim L(s) 
nicht; folglich ist s=1 keine regulire Stelle von L(s). Da (s—1)L(s) 
fir s=1 reguliir ist, hat L(s) in s=1 einen Pol erster Ordnung. Da 
L(s) = L,(s) L,(s) - - - L,(8) 
ist und L,(s) auch einen Pol erster Ordnung in s=1 hat, sind die 
Funktionen L,(s),---, Z,(s) fiir s=1 von Null verschieden, d. h. es be- 
stehen die Ungleichungen 


(55) af) +0 (v= 2, 3,++,h). 


§ 6. 


Aus (54) folgt weiter fir « > 0, tS0 


a 1 
a(\>s 2 putea) 
L(1+e+ti)| =e \m=t mi-o 

= s cos (mt log Np) 
sae nite 

m9 


(56) <oset 
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und 
> 3 1 
"ia wpm +8) 
(57) L(i+e)—e™=1 0h 
also 


. 1 wr Ltc0s (mt log Vp) 


: 2 im Np™(1 +e) 
L(i+e+ti)| L(l+e) =e™=! Phe 
Nun ist fiir jedes reelle « 
4(1+-cos a) > 2(1 +cos a) (1—cos a) = 2 — 2 cos*a = 1 — cos 2a, 
also 





A 1 1 + i- cos (2mt log Np) 





Nyp™(i+e) 
|L(i+e+ti)| L1+e) > e mai yen 
h y il i 1 _ Ah SL wy 208 (8m et log Vp) 
4a S™ = = nym(i +e) 4a Om _ vpm(1+e) 
=e = 1 yp” -@ m=1 pM@ao 


’ 


aus (56) (wenn statt ¢ darin 2¢ geschrieben wird) und (57) ergibt sich also 


1 


1 
|L(1+e+ti)| L(1+¢) >(La+s)* |L(i+e+2ti)! 4, 
( 


|\L(1+e+ti)| > — - 
(La+e)t |La+e+atyt 


Da s=1 ein Pol erster Ordnung von L(s) ist, ist fir O0<e<1 
Lii+s)<*, 





also fir 0< «<1, 


NIV 


(58) | L(1+e+#i)| > ee . 
e, | L(i+e+2ts(t 

Satz IX. Jede der Funktionen L,(s), L,(s),---, L,(s) ist in allen 
Punkten der Geraden Ri(s) = 1 von Null verschieden. 

Beweis. Der Punkt s = 1 ist fiir Z,(s) ein Pol, fiir L,(s),---, Z,(s) 
keine Nullstelle, wie auf S. 167 konstatiert wurde. Es sei s=1 + ti(t$0) 
Nullstelle einer jener Funktionen. Dann wiire bei positivem zu Null 
abnehmendem « der Grenzwert 








lim La tet ~ L'(1+ti) 
vorhanden. Dies steht im Widerspruch damit, daB nach (58) 
(59) L(i+e+ts)| ‘> 1 


Cy5 @ et La+e+oty*t 
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ist; denn der Nenner der rechten Seite in (59) konvergiert gegen Null, mag 
L(1+2ti) verschwinden oder nicht; die linke Seite wichst also tiber alle 
Grenzen. Damit ist Satz IX bewiesen. 

Aus Satz VIII folgt durch Multiplikation der h Ungleichungen (51) fir 


* 1 *, 
(29) tae, 1— gi 29S? 
L(s) = L(6+ti)| < c&, log’ t < log™t, 
also fiir 
1 1 
te 20 — jog ay 2 S1; 


L(1+e+2ti)| < log™ (2t) < log® ¢ 
und speziell fiir 


(60) t>e O<e<1 

(61) L(1+e+2ti)| < log t. 

Fiir (60) ist also nach (58) und (61) 

(62) L(1+é+ti)| > ade é 
¢,, log - sl 


Ferner ergibt sich aus (51) und (52) fiir das Gebiet (29) 


| L'(s)| = | L,(8) L,(s)--- L,(8) +--+ + L,(8)L,(8) + L4(8) 
< hej, log't't < log® t, 
also fiir 


P 1 
(63) t=", — 7, 


lA 
lA 


1 


é 


l+e 
(64) |L(l+e+ti) — L(141i)| = JL + tilde) < \e| log t. 
Satz X. Fiir 


t >e* 
ast 
(65) | L(1+ti)| > —_. 
log™ t 
Beweis. Aus (62) und (64) folgt fiir das in (63) enthaltene Gebiet 
(60) toe, 0<eSl, 


L(1+ti)| = | L(1+e+ti) — (Ld+e+t) — L+4i)| 
i 
]>|L(1+e+ti) — Li+e+ti) —L(1+ti) os ao 
a 
i 
& 


1 
= —— (1—¢! log™+f), 
log™ t ——— 
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Wird hierin 


€ == 2-* log— 4s — 4? 
gesetzt (was fiir ¢ > e** zwischen 0 und 1 liegt), so ergibt sich 


~# log@ 8% — Sear ¢ ee: i. 
L(1+ti)|>° a (i-3)- amaiettes > tae? 
womit der Satz X bewiesen ist. 

Satz XI. Es gibt eine Konstante c,,, so daB fiir 

1 
t ae oo 6<2 
(66) 26 oni x 
L(s) von Null verschieden ist und der Ungleichung 
1 


| L(s) 
(s)|> log™ t 
geniigt. 
Beweis. LEinerseits ist fiir 
2k — i 1 
tae ? 1 logitate; 291+ log! * ° + “= ¢ 


nach (64) und (65) 
L(o+ti)| >| L(1+#i)| — iat — L(1+ti) 


1 logt —1 
— a t = = = --—— 
> log™ t | og” 2 in g™t log’ + ¢ log’ += ¢ 
2k—1 1 
67 : . 
(67) 2 log’ * = ¢ log t 
Andererseits ist fiir 
2k 1 ) 
t>e ? + Witete, 29S? 
nach (62) 
' —- 1 1 
(68) L(e+ti) >“ ; —_——.- 
gt 7 Cos + (1 + Car + Con) log™ t 
log t 


Wird die gréBere der beiden Zahlen ¢,, und ¢,, gleich ¢,, gesetzt, so ist 
also nach (67) und (68) fiir 
1 


t>e*, ;— log! + +a, 2 <2 
1 
LO > 


Wird endlich die gréBere der beiden ite 1 + Cy, + Gg und ¢. mit Cy, 
bezeichnet, so ist damit der Satz XI bewiesen. 
In dem Gebiete (66) ist L(s), also jede einzelne der Funktionen ~ 
L,(8), L,(s),---, L,(8) 


von Null verschieden. 
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Satz XIL Es ist fiir 





es 1 
(66) t> -*, 1— log™t < 6 < 2 
und alle v =1,2,---h 
(69) |L,(s)| > ——- 
log t 


Beweis. Fiir das Gebiet (66) ist nach Satz XI 
# 1 
\L(9)| = |L4($)| |La(0)| += La)1> Gasp 
ferner nach Satz VIII 
| L,(s) | < ey, log t, ---, | L,(s)| < ey, log ¢; 
also gentigt jede der Funktionen L,(s) fiir (66) der Ungleichung 
1 1 — = 
LS) > oat Eetog'="4 > logis 
Satz XIIL. Es gibt eine Konstante c,,, so daB fiir 
1 


(70) tje"*, 1—-——_ sg 6352 
& log*t = = 
und alle vy =1,2,--+\h 
L}(s) C4 
L.@ | < log*+t 


ist. 
Beweis. Fiir das Gebiet (66) ist nach Satz VIII 





Ti (s)| < ¢g, log* t, (vy =1,2,---,h) 
nach Satz XII 
1 9. 
L,(s)| > log™ t ? (v — 1, 2, ’ h) 
also 
Li ( 
aH | < Cy, log?+™t < log™#; 


wird die gréBere der beiden Zahlen c,, und ¢,, gleich ¢,, gesetzt, so ist 
damit der Satz XIII bewiesen. 


§ 7. 

Es sei nun eine durch das Ideal { repriisentierte Idealklasse gegeben 
und fiir sie der Hauptsatz 1 zu beweisen. f sei ein beliebiges Ideal der zu 
ihr inversen Klasse, so daB also 
' fl~o 

ist, und es werde die Funktion 
A 
fe) an L, (8) 
(71) 0) - S20 735 


’ 
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betrachtet. Nach einer auf S. 170 gemachten Bemerkung verschwindet fiir 


1 ¢ 


keine der Funktionen L,(s); (s) ist also in diesem Gebiete regulir und 
geniigt nach dem Satz XIII fiir 


(70) t>e, 1-1 <e<2 
og **t 

der Ungleichung 

(72) | (s) <> LA <h logt < log%t. 


Ferner ist nach Satz IX (s) fiir R(s)=1 (exkl. s=1) regulir. In s=1 
hat ®(s) einen Pol erster Ordnung mit dem Residuum —1, da 


rp) L4(8) _ L108) 
nOT@ Le 
einen solchen hat, wihrend sich die Funktionen 
2 (8) rg, 1; (8) 
12(£) re ym Ls) 
im Punkte s = 1 regulir verhalten. 
Nun ist fiir ie > 1 und jedes v nach (42) 


L,(8) _ — ty (P) 
laa 4 log L,(s) = — ds > log (1 — ee) 
> 


%0) a Np 


~~ 2 2s %y(p) log Np 
2 ew ~~ 2 i¥=20) 





by) ~ Ny? 
—— 2» (p) log Np 1 ty (P) 
a NP (1+ x nw) 
(73) _ _ Sn) log Np zr(p) log Np 
Ny’ . Ny’ (Ny’—z, »)) 


Hierin ist die letzte Summe wegen 


trp*)logNp | — __ log Np __ 
Ny’ (Ny —z,(p)) | = Np? (Np? —1) 


fiir R(s) > - » konvergent und zwar in einer Umgebung jeder _ dieser 
Halbebene nent jene Summe stellt also eine fir R(s) > > regulire 
analytische Funktion dar, welche offenbar fir %t(s) > : dem absoluten 


Betrage nach unterhalb einer endlichen Schranke gelegen ist. Daher ist 
nach (71) und (73) fir R(s)> 1 
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: LI, (p) log NV 
(74) &(s) -> TO = ->) ft) ere + GO), 
> 


=1 








wo G(s) fiir R(s) > : regular ist und dort der Ungleichung 
(75) G(8)| < ey, 


gentigt. 
Nun ist fiir R(s) >1 


Su Dery - - S47 Due 


v=1 


nach (40) und (41) ist 


>’ x (tp) 


dann und nur dann von Null verschieden und zwar =h, wenn fp der 
Hauptklasse angehért, also p der zu f inversen Klasse, d. h. der gegebenen 
Klasse. Daher ist nach (74) 


log Np 
(s) =—h Yr + G(s). 
p~ 
Die durch die fiir R(s) > 1 konvergente Dirichletsche Reihe 
Tlog Np 
> Ny 
p~t 
definierte analytische Funktion K(s) ist also im Gebiete (70) regular und 
geniigt ebenda nach (72) und (75) der Ungleichung 


| K(s)| <-; (log*t + ey) < log*t. 
Da K(s) fiir konjugiert komplexe s konjugiert komplexe Werte an- 


nimmt, ist also fiir 


ee 
= log**(— t) = 


K(s) reguliir und geniigt dort der Ungleichung 
| K(s)| < log’ (—#). 
Ferner hat K(s) im Punkte s = 1 einen Pol erster Ordnung mit dem 
Residuum x und ist sonst fiir 9#(s)—1 regulir. Es gibt also eine 
Konstante ¢,,, so daB K(s) fiir 


— < pik —_— a 
e<ctise’, 1 ape 2°S! 


mit Ausschlu8 des Punktes s = 1 regular ist. 


2 


A 
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Wenn a eine oberhalb der drei Zahlen ¢,,, ¢3,, Cs, gelegene ganze 
Zahl bezeichnet, so ergibt sich also der (im folgenden fiir den Beweis des 
Hauptsatzes 1 allein anzuwendende) 

Satz XIV. K(s) bezeichne die fiir R(s) > 1 durch die Dirichletsche 


Reihe 
log Np 
P : Ny’ 
pol 
definierte analytische Funktion; dann gibt es eine positive ganze Zahl a mit 
folgenden Eigenschaften: K(s) ist bis auf den Pol s=1 (mit dem Residuum ») 
in demjenigen Teile der Ebene regulir, welcher rechis von der stetigen Kurve 





1 
6=1— ir t>eé* 
log* t f saciid 
<p fir —& <t<e%, 
1 i a 
6=1——— fir t<—e 
log*(— t) na 


gelegen ist, inklusive der Kurve selbst, und K(s) geniigt fiir 


i>, 1-->- £eK8 

_ bgt= = 
der Ungleichung 
(76) |K(6+ti) =|K(6—ti)| < log* t. 

§ 8. 
Satz XV. Es ist 
2+27i 
- , . Oe ow 
(77) Dog Np log F, = uf = K(s)ds + 0(1), 
p~l 2-277 


Nps<er 
wo das Integral auf gerader Bahn zu erstrecken ist; 4d. h.*) die Differenz 


>- a f liegt fiir alle x>1 dem absoluten Betrage nach unterhalb 


einer von 2 unabhiingigen Schranke. 
Beweis. Bekanntlich ist das geradlinig erstreckte Integral 
. [ii ae fir y>1, 
2aiJ s* 0 fir O<y<l. 


*) Vergl. die Definition des Zeichens O(g(x)) auf S. 150, Anm. 3. 
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Wenn z eine positive GréBe ist, so ist 


2+001 


wf te|- oi ds <3 “ff dt = <5, 
e+ 
also 
| Fal =logy+O% fir y>1, 
(78) ami) © de y? 
Oo: fir 0<y<l, 





wo die von x und y abhiingige GréBe 
8 = O(2, y) 


dem absoluten Betrage nach < 1 ist. 
Fiir R(s) = 2 ist die unendliche Reihe 


log Np 
“Ny? 
p~l 
welche fiir R(s) > 1 die Funktion K(s) definiert, gleichmaBig konvergent, 
da dort 
log Np < log Np 
Ny’ |= Np? 





ist. Das Produkt der Reihe mit = © darf also von 2—2*i bis 2+ 27% 


auf gerader Bahn gliedweise enunien werden, und es ergibt sich unter 
Anwendung von (78) 


2+27% 2+27% 


: a” 1 2 eg 
athe 2-27 i aT 
24+277 ? 
iD log ye Gre), 
2-271 
/ 2 
-2 (log Np log We + log Np-0- we) + > log Np- O- as = 
pi ake 
‘4 1 N 
a” hana Np log + +>’, og . i o 
p~l 


pond 


. 
.. 
. 
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Hierin ist der absolute Wert der letzten Summe wegen 
e\- 9 #)\<1 
unterhalb der von x unabhiingigen Zahl 
log Np 
Ny»? 
p~l 


gelegen; jene Summe kann also mit O(1) bezeichnet werden, und aus 


2+277 
1 {2 I 
sai.) 3s K(s)ds — >" log Np log 7, + O(1) 
2-274 p~l 


Nyse 


folgt die Richtigkeit des zu beweisenden Satzes XV. 
Satz XVI. Es ist 


- yx x x = 
(79) 2108 Nv og 375 ; + O(ae-Vese), 
Nypsez 


wo b eine Konstante bezeichnet. 
Beweis. Ich wende, indem ich z>ée annehme, den Cauchyschen Satz 


auf den Integranden 5 K(s) und folgenden Integrationsweg ABC DEFA 
an. Es ist 


A=2-—23i, B=2+4+2%i, C=1— pag tat, 


1 


1 . 
D=1—@pete*i, E=1l—Gp 


5 —e%i, F=1- igs —xi 


die Strecken AB, BC, DE, FA sind geradlinig, CD bezeichnet das 
Kurvenstiick 


s—1—pagtti (a? > t> e#) 
und EF das Kurvenstiick 


1 


s=1—pacett (— ee >t>— 2’). 


Nach Satz XIV besitzt die Funktion K(s) in diesem ganzen ge- 
schlossenen Gebiete (mit EinschluB8 des Randes) als einzige Singularitit 
den Pol erster Ordnung s=1 mit dem Residuum ao also besitzt der 
Integrand 5 K(s) in jenem Gebiet (mit EinschluB des Randes) als einzige 


Singularitaét den Pol erster Ordnung s=1 mit dem Residuum — und 
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die Anwendung des Cauchyschen Satzes ergibt fiir das in (77) auftretende 
geradlinige Integral 


2+277 
(80) eKoas—[— + [+f f+ fof 
—-xi AB AF E D c B 


Hierin ist zunichst, da auf dem Wege ED 
1 
3? K (s) 
unterhalb einer von x unabhingigen Schranke liegt, 


a ae * — 
(81) J = of ay "| 0 (, (24)*) . Dek oe o(, ane). 
D Sek 


Zweitens ist nach (76) 


i- f\- See AD K(6 + 2) de 


=) 
P 21 2) 1 
(82) < f 2 loge (2h) a0 < 129 — 0 2). 
1 
*~ jog) 


Drittens ist nach (76) 


- ogi 1 3 1 | 
\-lfi- fe eK ae) a(t 


se ; ae 
< a @ og? ar lad 


ak 
# 

— 
<(aGp7 +1) iE tog 108 at 
ak 

a 
1 
=Cyx | x 8% =e at. 


elk 
Mathematische Annalen. LXIII. 
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Dies Integral werde in zwei durch e Viogs geschiedene Teile zerlegt; 
(fiir alle hinreichend groBen 2 ist 

or ce Vioee < a3); 
dadurch ergibt sich 


24 
Viogz 2 
> 1 ” 
A 1 
| = log t - lo a 
J | - f < CyX J: log@t ., ttt ege fo log@t s, dt 
c PE ° y 
gzk , Viog2 
*; 2 
e 2 
J 1 ° ° 
24 a r 
lo log* t log’ t 
< Cy %°% togale F =) | : dt + Cyt / a 
ek es 
~ # 
1 r : 
- — = lo at , 9 dt 
< ly tx race f _ deere) | t? 
e 
ezk  Piogs 
log x " 
= dt 
< Cy xe Vlog z a Cy 2* x log* x f t? 
| Viog x 


/ log® , 3a— 
= Cy, re Voss + Cg 2%x og x = 0 (xe-Vi8=) + 0 (ae- Viog =) 


8g, 
- og x 


(83) = 0 (ae-Viow=) 
wo b eine ganzzahlige positive Konstante bezeichnet. 
Setzt man (81), (82) und (83) in (80) ein, so ergibt sich 
2+27i 


fi K(s) deus =“ + o(,!~ ess) +0 (“S,") +0 (az ¢-Vioe=) 


2-21 





a — O(ce- Vive) , 


also nach (77) (Satz XV) 

(79) a log Np log Wp = - - O(xe-Viee=) : 
ee 

womit der Satz XVI bewiesen ist. 
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§ 9. 
Satz XVII. Es ist 
(84) > log Np = ; + O(a e-Vioe=) 
p~! 
Np<az 


wo c eine Konstante bezeichnet. 
Hierin liegt speziell das wichtige pinay enthalten, dab 


lim > 2 be Ne— 7 

. Nyse 
ist. 

Beweis. Es werde zur Abkiirzung die fiir «=oo zu Null ab- 
nehmende Funktion ma 

- Vlog z = 
gesetzt; wenn in (79) (1+ 0)a statt x geschrieben wird, so folgt, weil 
offenbar 
(1 + 8) xe~Viow +H) = O(xe- log) 


ist, 

(85) 2 8 Nelog 5 oye = OF 4 O(xe- Viog=) 
Np By +0)z 

folglich, wenn (79) von (85) subtrahiert wird, 

(86) log (1 + 8) 2 log Np + 2 log Nplog * + ae 


Nose ze Npeatd)e hai = + O(xe-Vioee) 


Hierin ist die zweite Summe 


B log Np log a < log (1 + 8) Ps log Np 


p-t p-! 
a<Np<(1+d)z 2<Np<(i+d)« 
<6 >’ log Nn < dlog (1 + 8)2) "1 
ze Nu<(i+d)e re Nn<(1+d)2 


= d log ((1 + 6)z)(H((1 + 8)x) — H@)) 
< 6 log (2x) (A((1 + 6)x) — H(@)) 
1, 


= 6 log (22) (gh +dé)a+ o(2~ :) —gha — O(a'~ r)) 
= ghd*x log (2x) + & ‘ 8 log 2) 


= 0 (x logx e~ 2*Viog z) + ol. * F logxe- *Viow) 
(87) =O (x logze- 'Viow=) 
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Aus (86) und (87) folgt, wenn 


e log Np = t(x) 
p-t 
Np<z 
gesetzt wird, 
dx 2h 
. log (1 + 8) r(x) = 9% + O(c logare-* Vier), 
wegen 
a ST 
d=0 log(i+dé) 
ist 
= 3 a og z 
log(i +4) Ole eee ), 
also 
f é ——_— 
(88) (2) = ara * +4 O(a logae- Vee), 
Nun ist 
, 3 es 2 
jm (ogat aa? 
also 
é -P og zr]. 
mata tt O(e-Vivee),; 


dies gibt, in (88) eingesetzt, 
t (2) => + O(xe-Viee=) + O(xlogawe- ‘Vioe=) 
= .- aa O(xe-Viee=) 


falls ¢ irgend eine ganze Zahl > 2b bezeichnet. Damit ist (84), also der 
Satz XVII bewiesen. 


§ 10. 


Satz XVIIL Wenn o(x) die Anzahl der Primideale bezeichnet, welche 
der gegebenen Idealklasse angehiren und deren Norm < «x ist, so ist 


(89) e(x) = + Li(z) + O(a e-Vioe=), 


wo d eine Konstante bezeichnet. 
Beweis. Es sei G(m) die Anzahl der Primideale p ~ {, deren Norm 


=n ist. Dann ist 
e@)— Di1— DG) 
p-t n=1 


Np <a 
und 


«(x)= P G(n) log n, 
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also 





. t(n) — t(m — 1) . 1 1 t (x) 
o(2) = P log n - 4 t(n) (og ~ Tog (w+ 5) + log ({z]+ 1) 


n=2 n=2 
und nach (84) 


=z 


— n 1 1 [x] 
e(z) = P Tt (es ~ log (n +3) + flog 2] 1) 


n=? 
z —_ ho 1 ne Viog= ) 
" iP nes" (Togn — log +9) ofa (2] +1) 


r - log (1+ +) , 
1 1 . _ Pio " - Vio x 
- + 2 logan (* — *@ — 1D) + a ie Viog “Togta — + Olve Vice = ) 


1 
n 


~i Baha t oD ae F + ler toe 


n=2 az? 


= c/s + 0 f Von du + 0 (xe-Viee=) 
2 1 





Ve x 
=> Li(z)+ Of etroa a +0 | c-Viee du+ O(xe-Vioe=) 
1 Ve 


Vz x 
= : Li (x) -— 0 f au+ 0(e-Vorv fan) + 0 (ae-Vi0e=) 
1 Va 


| fiegs 


= + Li(«) + O(Vz) + ole i" 4) + O(xe-Vioe=) 
(89) = + Li(a) + O(we-Vive=), 


womit der Satz XVIII bewiesen ist. 
Fiir jedes reelle m ist 





lim log” xze~V8* = 0; 
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(1) lim 8" (9(2) — + Li(x)) =0. 


r= 


Damit habe ich den in §1 ausgesprochenen Hauptsatz 1 bewiesen, also 
auch die ebenda angegebenen Folgerungen. 


. 


Zweiter Teil. 
§ 11 
(Einleitung). 
Das Ziel der §§ 12—16 ist der 
Hauptsatz 2. Ein algebraischer Zahlkirper habe die Eigenschaft, dap 
1 
> Np 
p~o 
divergiert. Man teile alle quadratfreien Ideale einer Klasse in zwei Ab- 
teilungen, je nachdem sie aus einer geraden oder ungeraden Anzahl von 
Primidealen zusammengesetat sind. Es sei R(x) bezew. S(x) die Anzahl der 
Ideale der ersten bezw. zweiten Abteilung, deren Norm <-«x ist. Dann 
existiert 
lim 2) 


z=a0 8 (a) 
und ist = 1. 


Dasselbe gilt, wenn man alle Ideale einer Klasse in zwei Abteilungen 
teilt, je nachdem die Anzahl der Primidealfaktoren, aus denen sie bestehen 
(mehrfache mehrfach gerechnet), gerade oder ungerade ist. 

Kurz ausgedriickt: in jeder Idealklasse ist asymptotisch ebenso oft 
u(f)=—+1 als w(f)——1; in jeder Idealklasse ist asymptotisch ebenso 
oft A(f)—+1 als A(f)——1. Hierbei bedeuten u(f) und A(f) die 
idealtheoretischen Funktionen, welche folgendermaBen definiert sind: 

1. Fiir das Einheitsideal o ist 


u(o)=1. 
2. Wenn n durch das Quadrat eines von o verschiedenen Ideals teil- 
bar ist, ist 
w(n) = 0. 
3. Wenn n quadratfrei und das Produkt von g verschiedenen Prim- 
idealen ist, ist 


u(n) = (— 1%. 
1. Fiir das Einheitsideal o ist 
4(0) = 1. 
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2. Fiir das Ideal 


n= p,™ eee p,“r 


A(n) = (— 1) te +e, 

Nachdem in §§ 12—16 der Hauptsatz 2 bewiesen ist, folgt in § 17 
die (ganz unmittelbare) Ausdehnung der Hauptsiitze 1 und 2 auf den 
weiteren Klassenbegriff und in § 18 die Diskussion der jenen beiden 
Siitzen zugrunde liegenden Voraussetzung, daB die Reihe 


j Np 
p-o 


§ 12. 
Es ist nach (42) fiir R(s) > 1 


»() y(t) w(n) 
2-e- Se 


Wenn [ die gegebene Idealklasse, f die inverse Klasse repriisentiert, ist 
fiir R(s) > 1 


> ao > nO >; ee Se > nm 


ist 


divergiert. 





vel 
=h De®. 
n-T Ne 
Wenn nun ¥(s) die fiir #(s) > 1 durch die Dirichletsche Reihe 
u (0) 
Ni’ 


n-f 
definierte analytische Funktion bezeichnet, gilt der 
Satz XIX. Y(s) ist auf der Geraden R(s) = 1 regulir, und es gibt 
eme Zahl cy, so dap fiir 
t>e* x1 — <o<2 
eos log = = 
¥(s) regulir ist und der Ungleichung 
|¥(s)| < log*#t 





geniigt. 

Beweis. Nach Satz IX sind L,(s),---, Z,(s) auf der Geraden 
R(s)—1 von Null verschieden, also Y(s) dort regulir. Nach Satz XII 
sind diese Funktionen fiir 


k — D 
(66) tee, t logs 2 9S? 
regulir, von Null verschieden und genfigen dort der Ungleichung 


(69) L508) | > ay 
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Fiir das Gebiet (66) ist also Y(s) regular und 
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|¥(s)| <5 ‘> 7 o1< 5- blog t = log ¢; 


setzt man die gréBere der Zahlen ¢,. und ¢,, gleich c,,, so ersieht man 
die Richtigkeit des Satzes XIX. 


Es werde nun eine ganze Zahl a >c¢,, so gewahlt, dab kleiner 


1 
(2k)* 
ist als der Abstand der Geraden 6 = 1 von allen etwa vorhandenen sin- 
gulaéren Stellen von ‘(s), deren imaginarer Teil zwischen — e**i und 
e**i liegt. Wenn dann noch die Gleichung 

|Wio + ti)| = | ¥(6 — ti) | 
beriicksichtigt wird, so ergibt sich der 
Satz XX. Die Funktion ¥(s) ist regulir in dem Teile der Ebene, 
welcher rechts von der stetigen Kurve 


6=1 — ig fiir t>e*, 
6-1— ap fiir —e*<t<e%, 
6=1-— mere t) fir t<—e* 
liegt, inklusive der Kurve selbst, und (s) geniigt fiir 
t>e 1— fogs SS? 


der Ungleichung 
|W(o + ti)| = | ¥(o— ti) | < log*t. 


g 13. 
Wie in § 8 ergibt sich zunichst durch Vertauschung von Summation 
und Integration und Anwendung der Integralformel (78) bei geradlinigem 


















Integrationsweg 
2+27i 2+27i 
1 a 1 a u (mt) 
tai) a V)ds— n/s> we 
2-—27i 2-27 a-! 
2+277 
“Gr oS 
= oni >" qt) | < as— > w(n) logy, + > es 
yece sii 

(90) = “> w(n) log x7 + O(1). 





Nauta 
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Die Anwendung des Cauchyschen Satzes auf den Integranden a 


und den auf §. ps angegebenen Integrationsweg ergibt nach Satz XX 


(91) r fz va f- fri Jefe fes 





Da ¥(s) nach Satz XX genau dieselbe hibidlinns erfiillt wie K(s) nach 


Satz XIV, so folgt wértlich wie in § 8 


(92) J+ + ft +J +t, +f = 0( (ce-Viog=) 


Aus (90), (91) und (92) asuitt sich 
(93) 2 u(n) log Wa = 0(« e~ Viow =). 


Jace 


Wird statt x hierin (1 + 6)” geschrieben, wo 


— 
a= o~ View 


ist, und (93) von der so entstehenden Gleichung subtrahiert, so findet man 


log (1 + 4) 2 u(n) + 2 w(n) log 229 — O(a e-Vioee), 


vue x o<usa+ée 


Hierin ist die zweite Summe dem absoluten Betrage nach 
< log (1 + ) 21s 0(Ha + 8)x — Ha) = O(re- *Viowz) *), 


e<c¥esasds 
also ist, wenn 


2 #0) = M(x) 


Nunez 
gesetzt wird, 


log (1 + 6) M(x) = O(ae-2Vioe2), 
M(x) = meas O(xe- 2'Viog 2) a O(xe- Vicg z), 
(94) M(2) = O(ae-Vioe=), + 


Damit erhalte ich den 
Satz XXI. Fiir jedes reelle m ist 


. log™ 
J = “a p(s) = 0. 


= 


Nutz 


. Vergl. 8. 179. 
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§ 14. 


Satz XXII Es sei Q(x) die Anzahl der quadratfreien Ideale einer 
Klasse, deren Norm < x ist.*) Dann ist der Grenswert 


lim Q(2) 
vorhanden und von Null verschieden, niimlich = 7" t 

Dieser Wert ist von der Klasse unabhiingig. 

Beweis. Es ist bekanntlich, wenn m alle Teiler des Ideals f durch- 


lauft, 


fir f=—o, 
> vem) {= 0 fir f+o. 
Also ist 
a - > Swim, 


Nace 


wo m alle Ideale durchliiuft, deren Quadrat in n aufgeht. Daraus folgt 


(95) Q(x) = 4 u(m) A(x, m), 
Nm< Ve 

wo A(z,m) die Anzahl aller Ideale der gegebenen Klasse ist, welche 
durch m* teilbar sind, und deren Norm < ~ ist. A(z, m) ist die were 
der Ideale einer — bei gegebenem m festen**) — Klasse, deren Norm < Tm 
ist. Nach Herrn Webers Relation (27) gibt es eine Konstante B, so dab 
fiir alle z>1 die Anzahl A(x) der Ideale jeder Klasse, deren Norm < x 
ist, der Ungleichung ; 

| A(z) —gaj\< Bu 
geniigt. Daher ist fiir alle z>1 und alle m, deren Norm <Yz ist, 


1— 


1 

> , x - 

(96) A(z, m)—g Wat < B (we :) k, 
Aus (95) und (96) folgt 


Q(2) = Dd) u(m)9 xe + OD’ (vis) * 


Nm<Vz vm< Ve 

1 
(97) <9: sm +o + « 
NmiVz ‘ vmsVz Nm *, 


*) Ubrigens ist Q(c) — Bo u*(n). 


~1 
yn <z 
**) Es ist die Klasse der Ideale 6, fiir die m*h ~1 ist. 
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Hierin ist 
w(m) u (m) u(m) =—s i 1 
Nat ~ Ne & Wm ~E@ +? 4 Nmt 
Nm<Vz m Nu>Ve Nu>Va 
1 “1H (n) -- H(n — 1) 
= 5@) + ° a a hn 
n=Vr+1 
— : ee H(yz) 
~B@ +? 28am) + (Gale) 
- +0 > n +0 ( V2) 
&, (2) n® x 
n=Vz 
1 1 
(98) —E@t? Ca) 
und 


=O(Yx) fir k=1, 
(99) > — = }=-Ologz) fir k=2, 
Nm<V¥Vz Nm * | — 0(1) fir k>2. 

Aus (97), (98) und (99) folgt fiir jedes i 


1 
Q(x) = ‘a a+ O0(Vx)+ sT ned, 
also 
- Q(z) g 
fim e ~ £,@) 


wie im Satz XXII behauptet wurde. 
Satz XXIII (erste Hialfte des Hauptsatzes 2). Es ist 


R(x) _ 1 
—_— ? 


r=o0 


wo R(x) und S(x) die auf S. 182 angegebene Bedeutung haben. 
Beweis. Es ist 


R(2) — S(z) = > w(n) = Ma), 
Nutz 
R(x) + S(@) =>) a(n) = Q@), 


n~I 
Nutz 


Riz) = 5 (QW + Mew), 
S(2) = > (Q@) — Mw), 











188 E. Lanpav. 


G@) , Me) 
(100) R (a) aa Q(x) + M(x) a @ 
S@) @@—M@ Qe MG@) 
x x 
Nach Satz XXI ist (wenn dort m= 0 angenommen wird) 
lim ~@ 0, 
z2=@ x 
nach Satz XXII 
lim $@ + 0; 
aus (100) folgt daher 
- Rie) 
lim — ==], 
wines S (a) 


wie im Satz XXIII behauptet wurde. 

Man sieht zugleich, daB die Anzahl der Ideale jeder Klasse, deren 
Norm <z ist und fiir welche mu (n) = 1 (bezw. u (n) =— 1) ist, asymptotisch 
gleich = 


* (9) 
2¢,(2) 


x ist. 


g 15. 


Es sei noch eine wichtige Folgerung aus dem Satz XXI angegeben. 
Satz XXIV. Wenn m und t zwei beliebige reelle Zahlen sind, ist die 
nach wachsendem Nu geordnete Reihe 


u(n) log” Nn 
N n +ti 
u~l 
konvergent. 
Hierin liegt insbesondere (fiir m=—0, t=) enthalten, daB die Reihe 
u (1) 
Nu 
n-l » 
konvergiert. 


Beweis. Da die Summe der absoluten Betriige aller Glieder mit 
gleicher Norm « 


< 8" * (A (@)—H(e—1)) — 8” (gha+ 0 (.'-*) —gh(a— 1)—o(2"” ‘)) 
= x x 


~ es . 
a* 
ist, also fiir z= oo den Grenzwert 0 hat, braucht zum Nachweise des 
Satzes XXIV nur gezeigt zu werden, dab 


. u(n) log” Nn 
(101) lim Nuitii . 


See g-!I 
Nutz 


existiert. Nun ist 
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(n) log” Nn log” 1 
rT 2 gan ay FO) — a (Mom —Mn—1)) 
n-I n=1 
Nutz dese 
log” _ log” (n + 1) M (a) log” ({@) +1) 
102 = 7 M(n)(--—} Se 
( ) 2 (n (> [+e (n+1)'** reat) + ((a] + 1)'** 
Nach Satz XXI ist fiir alle hinreichend grofen » 
n 
(108) |M(0)| <a 
daraus folgt zuniichst 
. M(x) log” ({x] + 1) 
lim ——"—*— 
_ cee (a) +1)" 
Ferner ist wegen 
n+1 
log” n a log™ (n + 1) | = ‘m log” ~ 1 u — (1 + ti) log” u te | 
itt (n+ vitee| | we tti 
n+l 





g freee ay 


n 


fiir alle hinreichend groBen n 
|log™ log” (n + 1) < (2+|t\) -_ n. 


| nit te (n n+1)+8 
hieraus folgt in Verbindung mit (103) wegen der Konvergenz von 


oo ~o 
2s. log™ _ _ 
yo log” +? n nn n log? n’ 
n=2 


daB die unendliche Reihe 
log” » -= (n+) 
> Mw) (Sasa — yp) 


konvergiert, und dies ergibt mit Riicksicht auf (102) und (104) die Existenz 
des Grenzwertes (101), womit der Satz XXIV bewiesen ist. 


§ 16. 


Die entsprechenden Sitze tiber die Funktion 4(n) kénnte man direkt 
auf analogem Wege beweisen, von den erzeugenden Funktionen 
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hy (P) 


= 
coll _ ty") -I] 4,057 1] mo 


> i+ 
Nyp** Ny* s Ny’ 


IT 0-53+ » oO... so(0 An) 
Ny** ) . Nn’ 


ausgehend. Jedoch lassen sie sich auch aus den analogen Sitzen itiber 
u(t) herleiten, was im Folgenden der Kiirze wegen geschehen soll. 


Satz XXV. Es ist fiir jedes reelle m 
him log” | A(u) = 0. 
See 


Beweis. Fiir alle Ideale n, die sich von demselben quadratfreien 
Ideal f um einen quadratischen Faktor unterscheiden (n = fm’), ist 


A(u) = w(). 


p a(n) = L(z) 


n- 
Nu <a 


Daraus ergibt sich, wenn 


gesetzt wird, und § die (von m abhingige) Klasse reprisentiert, fiir 


welche §m’~[ ist, 
L(z)= > 2 #0: 


Nm<Vz 


NI< 
N = 


Hierin ist die innere Summe die auf die Klasse von § beziigliche 


Funktion M mit dem Argument Wai’ Nach (94) gibt es zwei Kon- 


stanten A, c, so daB fiir jede dieser A Funktionen (die den h Klassen 
entsprechen) und alle «> 1 


M(2)| < Axe-Viowz 
ist, also fir s>1 und Nm< Ve 


M( ~ ) <Aqaue 108 as , 


Nu? 


Daher ist 
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|L(@)|< Ae > was eV los ara 


Nm< Va 
al 1 -Viogz—Ziog Nm — oe 
-%s p 4 Nm: © )+0(« po Wut ° ¥ 
ym<eVe# | Woe, vmeys 

' _ V rogz - 2 Viog x 1 1 , 

— 0( ze ZZ nme )+ (2 a wav’) 
j—— J \ Ty ¥4 
Nm< ef ee e 10g 2. ym<Va2 


= o| re Vee z= wit) “+ o(« = aa) 
" : ‘ Nm>eViog= ‘ 
~ o(« e Vice) +0 (==-) 


Viog= 
=0O (x e Vea) ‘. 


woraus der Satz XXV unmittelbar folgt. 
Da nun fiir die Anzahl A(z) aller Ideale einer Klasse, deren Norm 
<= ist, 
- Ale) 
ie at 
existiert und >O ist, so folgt analog zur obigen Begriindung des 
Satzes XXIII aus Satz XXV der 
Satz XXVI (zweite Hilfte des Hauptsatzes 2). Wenn R,(x) besw. 
S,(x) die Anzahl der Ideale einer Klasse bezeichnet, welche das Produkt 
einer geraden bezw. ungeraden Anzahl von Primidealen sind, so ist 


. R,@) 
im 75 7 *- 





Endlich ergibt die Beweismethode des Satzes XXIV durch wortliche 
Ubertragung den 

Satz XXVII. Die umendliche, nach wachsenden Normen geordnete 
Rethe 





2(n) log™ Nn 
yur 


n-l 


konvergiert fiir jedes reelle Wertepaar m, t. 
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§ 17. 

Im Vorangehenden war durchweg fiir die Klasseneinteilung der Ideale 
der engere Aquivalenzbegriff zugrunde gelegt: Zwei Ideale a und 6 heiBen 
aiquivalent, wenn es im Kérper zwei ganze Zahlen « und B gibt, deren 
Normen dasselbe Vorzeichen besitzen und welche die Gleichung 

aa = Bb 
erfiillen. Kurz gesagt: Es ist a~6, wenn der Quotient fs eine (ganze 


oder gebrochene) Zahl des Kérpers mit positiver Norm ist. 

Es ist leicht, aus dem Vorigen die entsprechenden Siitze fiir den 
weiteren Aquivalenzbegriff herzuleiten, nach welchem a ~ 6 ist, falls der 
Quotient : iiberhaupt eine Zahl des Kérpers (mit positiver oder negativer 
Norm) ist. 

Bekanntlich besteht zwischen den Klassen beider Einteilungen folgender 
Zusammenhang. 

1) Wenn der Kérper Zahlen mit negativer Norm, aber keine Einheit 
mit negativer Norm enthilt, zerfallt jede Klasse im weiteren Sinn in 
zwei Klassen im engeren Sinn. 

2) Andernfalls stimmen die Klassen beider LEinteilungen villig 
iiberein. 

Wenn also h’ die Klassenzahl im weiteren Sinn bezeichnet, ist 
h = 2h’ beaw. h=h’. Der Hauptsatz 1 ergibt also, daB die Anzahl der 


Primideale, deren Norm < z ist, in jeder Klasse (im weiteren Sinn) die 
Gleichung 





a . 7 
lim “Sy (0) — ¢ @)) —0 


erfillt. Auch der Hauptsatz 2 bleibt wértlich bestehen. 


$ 18. 


Beim Beweise beider Hauptsiitze war nun iiber den Kérper x die 
(einzige) Voraussetzung gemacht worden, daB die iiber alle Primideale 
der Hauptklasse (im engeren Sinne) erstreckte Summe 


(106 yh 
p~o 


divergiert. Was bedeutet diese Voraussetzung und fiir welche Korper ist 
sie erfiillt? 

Ich beginne damit, einige Fille anzugeben, in welchen mit einfachsten 
Mitteln nachgewiesen werden kann, daB die Reihe (105) divergiert, also 
meine beiden Hauptsiitze gelten. 
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1) x habe die Klassenzahl 1; dann divergiert die Reihe (105), da 
y in ihr alle Primideale zu durchlaufen hatte und bekanntlich die Summe 
der reziproken Normen aller Primideale eines algebraischen Zahlkérpers 
divergiert (weil sonst die Funktion 





Ny 

bei Abnahme von s zu 1 nicht iiber alle Grenzen wachsen kénnte). Doch 
ist hier der Hauptsatz 1 nicht neu, sondern ist in dem von mir im 
Jahre 1903 bewiesenen Primidealsatz*) enthalten. Ebenso ist der Haupt- 
satz 2 fiir h=1 ein schon friiher**) von mir bewiesenes Gesetz. 

2) x» habe eine ungerade Klassenzahl >1. Dann zeigt folgende 
Betrachtung die Divergenz der Reihe (105). Wiirde die Reihe konvergieren, 
so wiirde bei Annaherung von rechts 


lim & wv 


existieren (und ihrem Summenwerte gleich sein); also wiirde auch 


—P tp £- 


p™-~p 


existieren, da die hinzugefiigte Reihe 


ys es 


p™~o 





sich fiir s = 1 dem endlichen Grenzwert 


>i aus 


y™~o 

nihert. Aus der fiir R(s)>1 giiltigen Gleichung 

s} a 
(54) L(s) =e m=1 ym_y ad 
wiirde also folgen, daB die Funktion 

L(s) = L,(s) - L,(s) --- D,(s) 
fiir s=1 regular ist. Da Z,(s) in s=1 einen Pol erster Ordnung hat, 
wiirde also genau eine der Funktionen 
L,(8), L,(8), ad, L,(8) 


*) S. die erste der auf S. 145, Anm. 1 zitierten Arbeiten, 8. 670. 
**) 8. die dritte jener Arbeiten, S. 563 und 568 


Mathematische Annalen. LXII. 


13 
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fiir s = 1 versehwinden, also genau eine der Zahlen 
z, (w) 
Nn 





(vy = 2,3,---, h) 

n 
gleich Null sein.*) Wenn nun / ungerade ist, sc gibt es auBer dem 
Hauptcharakter (v= 1) keinen reellen Charakter; der zu 7,(n) konjugierte 
Charakter 7,(n) ist also von 7,(m) verschieden. Aus dem Verschwinden 
eines L,(1) wiirde also das Verschwinden eines anderen L,-(1) folgen, 
im Widerspruch mit dem Obigen. 

3) x sei ein beliebiger quadratischer Kérper P(YD), wo die ganze 
Zahl DP positiv-nichtquadratisch oder negativ ist. Bekanntlich divergiert 
alsdann die Reihe (105); denn jede durch die Form u*— Dv? darstellbare 
Primzahl ist Norm eines oder zweier Hauptprimideale des Kérpers, da sie 
in (wu + v VD) (u—v VD) zerlegbar ist, und Herr Weber**) hat — eine 
Liicke bei Dirichlet ausfiillend — bewiesen, daB die Form u? — Dv? un- 
endlich viele Primzahlen darstellt und, was noch mehr besagt, daB die 
Summe der reziproken Werte der darstellbaren Primzahlen divergiert. Fir 
jeden quadratischen Kérper habe ich also die Hauptsitze 1 und 2 bewiesen. 

4) Aus dem von Herrn Furtwiingler***) gelieferten Nachweis der 
Existenz des Klassenkérpers eines beliebigen algebraischen Zahlkérpers x 
ergibt sich allgemein die Divergenz der Reihe (105), wie mir Herr 
Furtwiingler freundlichst mitgeteilt hat. Derselbe wird jenen Beweis 
demniichst verdtfentlichen+); alsdann werden also meine beiden Hauptsitze 
1 und 2 fiir jeden algebraischen Zahlkérper gelten. 

Ich habe mit Absicht diese Mitteilung bis hierher verschoben, um 
meine analytischen Untersuchungen von der modernen Hilbert-Furtwingler- 
schen Theorie des Klassenkérpers deutlich zu trennen. Meine vorliegende 
Arbeit liefert bereits fiir quadratische Kérper — wo die Heranziehung des 
Klassenkérpers unnétig ist — eine Verschirfung der weitestgehenden bisher be- 
kannten Siitze tiber die Primzahlen in biniren quadratischen Formen (positiver 
und negativer Diskriminante), wie spiter}}) naher ausgefiihrt werden wird. 


*) Bisher galt alles auch fiir gerades h; aus den Ungleichungen (55) folgt 
allgemein die Divergenz der Reihe (105) und umgekehrt. 

**) Beweis des Satzes, daB jede eigentlich primitive quadratische Form un- 
endlich viele Primzahlen darzustellen fihig ist, Mathematische Annalen, Bd. 20, 
1882, 5. 301—329. 

***) Die Konstruktion des Klassenkérpers fiir beliebige algebraische Zahl- 
kérper“, Nachrichten der Kéniglichen Gesellschaft der Wissenschaften zu Gittingen, 
mathematisch-physikalische Klasse, 1904, S. 173—195. 

+) Dies ist auf S. 37 seiner inzwischen in diesem Bande erschienenen Arbeit 
»Allgemeiner Existenzbeweis fiir den Klassenkérper eines beliebigen algebraischen 
Zahikérpers** geschehen. 

+t) s. 8. 202—203. 
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Dritter Teil. 
§ 19 
(Einleitung). 


Die Tragweite der in den beiden ersten Teilen angewandten Methode 
ist noch gréBer, als bisher festgestellt wurde. Um nicht durch allzu 
groBe Allgemeinheit der Begriffe den Leser abzuschrecken, habe ich bisher 
nur von der Verteilung der Primideale auf die verschiedenen Idealklassen 
gesprochen. Nunmehr werde ich meiner Untersuchung diejenige allge- 
meinere Verteilung der Primideale in ,,Klassen“ zugrunde legen, welche das 
Fundament der Weberschen, auf 8. 148, Aum. 1 zitierten Abhandlung bildet. 
Ich werde zeigen, daB unter den von Herrn Weber gemachten Voraus- 
setzungen nicht nur in jeder Klasse unendlich viele Primideale liegen — 
dies hat Herr Weber bereits festgestellt — sondern auch, daB die Anzahl 


o(x) der Primideale einer solchen Klasse asymptotisch gleich ; Li(z) ist, 
wo h die Klassenzah] bezeichnet, und sogar, daB fiir jedes reelle m 


lim == (0 (x) — . Li (2) =) 
ist. : 

Es sei also ein beliebiger algebraischer Zahlkérper x zugrunde gelegt; 
der Grad von x heiBe k. 

In dem Kérper x werde eine Idealgruppe*) O und eine Zahlengruppe 0’ 
angenommen, welche folgende vier Voraussetzungen erfiillen: 

1) Die Gruppe O soll alle Primideale des Kérpers x enthalten mit 
etwaiger Ausnahme einer endlichen Anzahl, und sie soll jedes Primideal 
enthalten, welches Teiler eines in ihr vorkommenden ganzen Ideals ist.**) 

Mit anderen Worten, die ganzen Ideale von O sind entweder alle 
ganzen Ideale des Kérpers oder alle zu einer gegebenen endlichen Anzahl 
von Primidealen relativ primen ganzen Ideale des Kérpers. 

Es sei nun E die Gruppe der (funktionalen) Einheiten des Kérpers x. 

Es sei O' eine Zahlengruppe von der Art, dab EO’ eine in O ent- 
haltene Gruppe von Hauptidealen ist. Es werde angenommen: 


*) Ich schlieBe mich jetzt méglichst an Herrn Webers Bezeichnungen an, ver- 
stehe also unter einer Idealgruppe ein System von (ganzen und gebrochenen) Idealen, 
welche sich durch Multiplikation und Division reproduzieren. In den beiden ersten 
Teilen dieser Arbeit habe ich durchweg — im Anschlu® an Herrn Dedekinds Be- 
zeichnungsweise — ,,Ideal* statt ,,ganzes Ideal“ gesagt. 

**) Den zweiten Teil dieser Voraussetzung spricht Herr Weber nicht aus, macht 
ihn jedoch stillschweigend, wie aus seinem SchluB auf 8. 86, Z. 14—16 hervorgeht. 


13° 
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2) Die Anzahl der Nebengruppen*) oder die Klassenzahl 
(0, EO) =h 
ist endlich (von Null verschieden). 
Die niichste Voraussetzung lautet: 
3) Es sei m ein ganzes Ideal in O und T oder T(x) die Anzahl der 
in EO enthaltenen, durch m teilbaren ganzen Hauptideale, deren Norm 
nicht griéfer als die positive Zahl x ist. Dann soll 


1 


‘ ‘yr ain . 
(106) T— 5+ Mz * 


sein, worin g eine endliche, von Null verschiedene, positive Gripe ist, die 
nur von der Natur der Gruppen O, O' abhiingt, aber von x und von dem 
besonderen Ideal m unabhiingig ist, wihrend M eine Funktion von x ist, 
von der nur vorausgesetzt wird, daB sie mit unendlich wachsendem x nicht 
unendlich wird. 

Mit anderen Worten, es soll 


1 
T (2) = Na a + O(2'*) 
sein, also speziell 
7°. J. 


lim Vm 


r=0e 


4) Die iiber alle Primideale von E O' erstreckte Summe 


(107) > 


divergiert. 

Die Voraussetzungen 1), 2), 3) stimmen genau mit den Weberschen 
iiberein. Meine Voraussetzung 4) verlangt weniger als die Webersche**); 
die folgenden Entwicklungen gelten also a fortiori, wenn Herrn Webers 
Voraussetzungen vollstindig erfiillt sind. Es ist ein gliicklicher Umstand, 
daB meine Voraussetzung 4) ausreicht; denn bereits fiir den Fall, daB O 
gleich der Gruppe aller Ideale, 0’ gleich der Gruppe aller total posi- 
tiven Zahlen des Kérpers ist, ist durch Herrn Furtwiingler zwar be- 
wiesen, daB der Klassenkérper existiert und daB die Reihe (107) divergiert, 
aber noch nicht, daB der Klassenkérper die von Herrn Weber unter 4) 
geforderte Eigenschaft besitzt: Jedes Primideal ersten Grades der Haupt- 
klasse von x (mit etwaiger Ausnahme einer endlichen Anzahl) zerfillt 


*) Diese ,,Nebengruppen“ sind bekanntlich — bis auf eine — keine Gruppen, 
sondern Komplexe, welche ihrerseits als Elemente einer Abelschen Gruppe auf- 
zufassen sind. 

**) Herr Weber folgert die Divergenz von (107) aus seiner Voraussetzung 4). 
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in lauter Primideale ersten Grades; alle anderen Primideale von x ent- 
halten im Klassenkérper héchstens eine endliche Anzahl von Primidealen 
ersten Grades. 
Unter den obigen Voraussetzungen 1), 2), 3),4) besteht nun, wie ich 
im § 20 zeigen will, der 
Hauptsatz 3. Die Anzahl o(x) der Primideale in jeder Klasse von 
O nach EO’ ist 
= + Li (a) + 0 (ve Vie=) . 
Speziell ist also 
lim ° log x ba 
r=0 x h 


und fiir zwei beliebige Klassen 


lim © @ 24 
z=0 Q, (x) ; 


Ebenso beweise ich in § 21 unter den Voraussetzungen 1) bis 4) den 

Hauptsatz 4. In jeder Klasse von O nach E O' gibt es asymptotisch 
ebensoviele quadratfreie ganze Ideale, die aus einer geraden Anzahl von 
Primidealen bestehen, als solche, die aus einer ungeraden Anzahl von Prim- 
idealen zusammengesetzt sind. Dasselbe gilt, wenn das Wort ,,quadratfreie* 
weggelassen wird. 

Die Hauptsiitze 1 und 2 sind hierin als Spezialfille enthalten, wenn 
man 0 gleich dem System aller Ideale, 0’ gleich dem System aller Zahlen 
des Kérpers mit positiver Norm setzt. Denn dann ist 1) von selbst erfiillt, 
2) nach dem Dedekindschen Satze von der Endlichkeit der Klassenzahl, 
3) nach dem Weberschen Satze (26), und die Voraussetzung 4) hatte ich 
ausdriicklich im Wortlaut der Hauptsitze 1 und 2 gemacht. 

Andererseits ist der Beweis der Hauptsiitze 3 und 4 dem der Haupt- 
siitze 1 und 2 ganz analog, -so dab ich ihn sehr kurz darstellen kann, 
indem ich nur die zu modifizierenden Uberlegungen genau angebe. 


§ 20. 

Es seien z,(m),---,z,(") die h Charaktere der Gruppe der h Klassen 
(,,Nebengruppen“) von O nach EO’, z,(n) der Hauptcharakter. Fiir die- 
jenigen ganzen Ideale, welche nicht in O vorkommen, setze ich 

hh (1) = 0, Xa (1) =0,---, X(t) = 0. 
Dann gilt fiir zwei beliebige ganze Ideale des Kérpers die Gleichung 
x(ab) = x(a) x(b); 
denn nach Voraussetzung 1) kommt ab dann und nur dann in O vor, 
wenn’ a und 6 in O vorkommen. 
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Es gilt also fiir R(s)>1 und vy =1,2,---,h die — auch von Herrn 
Weber fiir s > 1 angewandte — Identitat 


(108) 77-T] a 
n p> 1— Ny’ 
wo links n alle ganzen Ideale, rechts p alle Primideale des Kérpers 
durchliiuft. 
Wenn u,,---,1, ein Repriisentantensystem der h Klassen von 0 ist, 
so ist fiir einen vom Hauptcharakter verschiedenen Charakter*) 


(109) Py n) = y(n,) A, (x) +--- + 4(0,)A,(2), 

Nut<2x 
wo A,(x),---, A,(x) fiir die einzelnen Klassen von O die Anzahlen der 
ganzen Ideale bezeichnen, deren Norm <~z ist. Wird eine Klasse be- 
trachtet, so ist, wenn das ganze Ideal a ihr angehért und m ein festes 
ganzes Ideal der inversen Klasse bezeichnet, ma = f ein ganzes Hauptideal 
der Gruppe £0’, und umgekehrt liefert jedes ganze durch m teilbare 
Hauptideal ma =f in EO’ ein ganzes Ideal a der gegebenen Klasse. 
Daher ist fiir vy = 1, 2,---,h 

A,(z) = T(Nm- zx), 

d. h. nach (106) 


A,(z)=gx+0 Fa :) : 


also erhailt man in Verbindung mit (109) und (39) 


> x(n) == PS Fg i), 


Nutz 
om <> Yn Often s 
> We 8 — O(log Z). 
Nutz Nutz 
: . : — , 1 
Daher gilt der Satz VII, und die fiir R(s) > 1 — 


k 
; z, (mn 
(110) L,(s) = (y=? 


Nn’ ~~ 


durch die Reihen 


3, thy hy) 
n 
detinierten analytischen Funktionen erfiillen die Relationen (47) und (49). 


Was die fiir R(s) > 1 durch (110) definierte Funktion L,(s) betrifft, 
so ist nach (108) 
; _ 
L,(s) -[] i? 
» '-yP 


*) (109) ist in der Schreibweise mit (44) gleichlautend. 
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wo p alle Primideale mit Ausnahme der etwa in O nicht vorkommenden 
durchliuft. Also ist, falls O gleich der Gruppe aller Ideale ist, 

L,(s) = &(8), 
falls dagegen O die Primideale p,, »,, - - ‘,P, nicht enthilt, 


(111) L,(s) = &.(8) J [ (\— yy): 
a=1 


Die ganze transzendente Funktion 


t 
g 


[T0-yxs.) 


a=1 
ist offenbar fiir R(s) > - , also fiir R(s)>1— ; 


ok dem absoluten Betrage 
nach nicht oberhalb der endlichen Schranke 


: 1 
G+) 
gelegen; ferner ist ihre Ableitung 

5 log Np, 

ce 

(1 a we) Ps . 
e=11— Ny 


@ 


a=l1 


fiir R(s) >|, also fiir R(s) > 1 — 


o dem absoluten Betrage nach 


£ £, log Np 
s[[0+2) > 
Die Funktion Z,(s) erfillt also auch die Ungleichungen (51) und (52), so 
daB der Satz VIII wértlich gilt. 


Wird nun, wie in § 5, die analytische Funktion £(s) durch die 


Gleichung 
h 
L(s) =] ] 1.09) 


v=1 
definiert, so ist fiir R(s) > 1 
A 1 
Les 
wo in der inneren Summe p die Primideale durchliuft, deren m* Potenz 
der Hauptklasse von O von EO’, d. h. der Gruppe EO’ angehért. 
Wegen der Voraussetzung 4) wiichst L(s) bei Abnahme von s zu 1 iiber 


alle Grenzen, so daB die Ungleichungen (55) bestehen. 
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§ 6 bleibt ganz ungedndert, ebenso § 7; in § 7 hat hier f ein Ideal 
zu bedeuten, welches die zur gegebenen Klasse von 0 nach EO’ inverse 
reprasentiert. Auch die §§ 8—10 bleiben vollkommen ungeindert, womit 
der Hauptsatz 3 bewiesen ist. 

Ich will von demselben eine allgemeine Anwendung machen. (1) 
bezeichne einen vom Hauptcharakter verschiedenen Charakter; es werde 
die Relation 


9 (x) 2 ; Li (x) +0 ( re-Vioe 2) 


fiir alle h Klassen angesetzt, mit z(n,) multipliziert, und es werde alsdann 
die Summe jener h Relationen gebildet. Dies gibt 


h 
(112) > 1) = Li (x) >'x(n,) +0 (ae-Viow=) = 0 (ace-Viow=) . 
Nyse vr=1 
Genau so, wie in § 15 aus (94) der Satz XXIV erschlossen wurde, ergibt 
sich aus (112) die Konvergenz der Reihe 


> 1 (p) log” Np 
Tyl+té 
? ay 
fiir jedes reelle Wertepaar m, ¢. Hieraus folgt speziell fir m—0O die 
Konvergenz der unendlichen Reihe 
29) 


Ny'*#?? 
p 


also des unendlichen Produktes 


1 
IT z(?) 


; Ny! +# 
und das Bestehen der bisher nur fiir R(s) > 1 bekannten Relation (108) 
auch fiir die Gerade Ri(s)=— 1, falls » einen der Werte 2, 3, ---, h hat. 


Fiir den Hauptcharakter ist ‘ibrigens analog auf der Geraden 
R(s) = 1 (exkl. s = 1) 


me 1) = [1] 3.9 


» Ny’ 
denn ich habe a. a. O.*) die Gleichung 
, 1 
(114) £,(1+¢i) “IT —s - (¢20) 
Ny't#! 


bewiesen, und aus (111), (114) folgt (113). 


*) S. die auf S. 145, Anm. 2 zitierte Arbeit, 8. 127. 
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§ 21. 


Ebenso zeigt die wértliche Wiederholung der Entwicklungen aus den 
§§ 12—13 die Richtigkeit des Satzes XXI in der vorliegenden allge- 
meineren Bedeutung. Der Satz XXII besagt hier auch, daB 


lim & > 9 
ist; nur ist der Wert des Grenzwertes hier 


g 1 
&(@) _@ 


I (sss), 


a=1 


In der Tat gilt die beim Beweise auftretende Ungleichung (96) nur fir 


solehe m, die in O vorkommen; fiir die anderen m ist 
A(x, m) = 0. 
An Stelle von (97) ergibt sich also hier 
1 
‘o@) P 1 
U(z) = gx Nm? o(2 ie Pe }, 
NmsVe \ NusVz Nm é / 


wo m die ganzen Ideale von O durchliuft, also 





1 
Q(2) = gx > EY + O(Vz) + ols’ * tog 2), 
was wégen i 


“u(m) =) = 1 fees 
> ver “LT (1- Ny?) 6,2) ee 


il (1 Pe nv) 


a=1 
den obigen Satz liefert. 
Aus ihm folgt analog wie in § 14 die erste Hiilfte des Hauptsatzes 4; 
§ 15 bleibt ganz unverindert, und die Schliisse des § 16 ergeben, wenn 


man sie auf die Identitiit 
L(x) = 4 an 


NusVe t~ 
Nis —~ 
we Nm 


anwendet, die zweite Hiilfte des Hauptsatzes 4. 


Vierter Teil. 


§ 22. 
Von dem Hauptsatz 3 will ich zum Schlu8 durch Spezialisierung auf 
quadratische Kérper einige Anwendungen machen; dieselben kniipfen an 
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drei klassische Untersuchungen der analytischen Zahlentheorie an, in 
welchen Dirichlet den ersten Schritt getan hat. 
a) Es sei eine eigentlich primitive biniire quadratische Form 


au? + 2buv + ev? 


mit positiv-nichtquadratischer oder negativer Diskriminante D = b? — ac 
gegeben; im Falle D <0 sei die Form positiv. Herr Weber*) hat ge- 
zeigt, daB sich im Kérper P(VD) eine Idealgruppe O und eine Zahlen- 
gruppe O' angeben laBt, so daB einerseits die Voraussetzungen 1), 2), 3) 
erfillt sind, und andererseits die durch die Form darstellbaren Primzahlen 
(von endlich vielen abgesehen) mit den Normen der Primideale ersten 
Grades in einer gewissen Klasse von O nach EO’ iibereinstimmen. Was 
meine Voraussetzung 4) betrifft, so folgt aus Herrn Webers auf S. 194, 
Anm. 2 zitierter Arbeit, daB sie erfiillt ist. Der Hauptsatz 3 gilt also und 
liefert: In jeder Klasse von O nach EO’ ist die Anzahl der Primideale, 
deren Norm < = ist, 


= : Li(x) + O(xe-Viee =), 


wo h gleichzeitig die Anzahl der Klassen eigentlich primitiver (positiver) 
Formen der Diskriminante J) und die Anzahl der Klassen von O nach 
EO darstellt. Also ist auch die Anzahl der Primideale ersten Grades 
unter ihnen 


= + Li(x) + O(ce-Voee), 


da die Anzahl der Primideale zweiten und héheren Grades, deren Norm 


Ve 
og x 
(oder, was dasselbe bedeutet, die Klasse der zu au? + 2buv + cv® aqui- 
valenten Formen) zweiseitig ist oder nicht, entsprechen jeder durch die 
Form darstellbaren Primzahl (mit Ausnahme endlich vieler) zwei Prim- 
ideale der Klasse oder eines, deren Norm jene Primzahl ist. Daher ist 
die Anzahl der durch die quadratische Form darstellbaren Primzahlen < x 
fiir eine zweiseitige Klasse 


<~z ist, =O ( ) ist. Je nachdem nun die betreffende Klasse von O 


= J Li(z) + O(ze-Vire=) 
— 7 i(z) + O\ze ; 
fiir jede andere Klasse 
=} Li(x) + O(we-Viree)., 
Bisher war nur bekannt, daB jene Anzahl, durch Li(x) dividiert, fir 


*) Le, S. 94—95. 

















Verteilung der Primideale in den Idealklassen. 203 


xg = oo den Grenzwert <s bezw. - besitzt. Herr de la Vallée Poussin*) 
hatte dies unter Heranziehung schwieriger analytischer Hilfsmittel (welche 
an sich von hohem Interesse sind) bewiesen. 

b) A. Meyer**) hat zuerst den von Dirichlet ohne vollstiindigen Be- 
weis ausgesprochenen Satz nachgewiesen: ,,Jede eigentlich primitive 
(positive) binire quadratische Form mit nichtquadratischer Diskriminante 
stellt unendlich viele Primzahlen dar, welche zugleich in einer gegebenen, 
mit den Charakteren des Geschlechtes jener quadratischen Form vertrig- 
lichen primitiven Linearform enthalten sind.“ Er hat zugleich gezeigt, 
daB die Summe der reziproken Werte jener Primzahlen p divergiert, in- 
dem er die Gleichung bewies: 


ra , 1 ’ 
> P = clog ns + G(s), 

lim G(s) 

existiert und ¢ die positive Konstante bezeichnet: 
29 

~~ ehg M)’ 
wo ¢ = 2 fiir zweiseitige Klassen ist, sonst e=1, ferner / die Klassen- 
zahl eigentlich primitiver (positiver) Formen, y die Anzahl der Geschlechter, 


M die Differenz der arithmetischen Progression. Herr de la Vallée 
Poussin***) hat das Verdienst, die schirfere Relation 


lim yj @) 
bewiesen zu haben, wo g(a) die Anzahl jener Primzahlen < x bezeichnet. 
Andererseits hat Herr Webery) gezeigt, daB jene Primzahlen (mit 
Ausnahme einer endlichen Anzahl) die Normen der Primideale ersten 
Grades einer Klasse eines O nach einem EO’ sind, wo die Voraus- 
setzungen 1), 2), 3) erfillt sind. In Verbindung mit dem Meyerschen 
Satz ergibt sich die Divergenz der Reihe (107), also die Richtigkeit der 
Voraussetzung 4) und daher nach dem Hauptsatz 3 die Gleichung 


o(7) =cLi(z) + O (xe- Viog x). 


= 


*) Lc. ,,Troisitme partie. Les nombres premiers représentables par une forme qua- 
dratique de déterminant négatif, 8. 363—397; ,,Quatriéme partie. Les nombres pre- 
miers représentables par une forme quadratique de déterminant positif*, Bd. 21, 
Teil 2, 1897, S. 251—342. 

**) Uber einen Satz von Dirichlet, Journal fiir die reine und angewandte 
Mathematik, Bd. 103, 1888, S. 98—117. 

*) 1. c. ,,Cinquiéme partie. Nombres premiers représentables simultanément 
par une forme linéaire et une forme quadratique*, S. 343—368. 
+) Lc, 8. 95—96. 
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c) Dirichlet*) hat bewiesen, daB im GauBschen Kérper P(i) eine 
Linearform «& + 68 mit teilerfremden «, 6 unendlich viele komplexe 
Primzahlen, d. h. unendlich viele Primideale ersten Grades darstellt, und, 
was noch mehr besagt, daB die iiber jene komplexen Primzahlen q er- 
streckte Summe 

— 
> Nq 
g 
divergiert. Dirichlet hat namlich die Relation bewiesen: 
. 1 4 1 we 
(115) Po We ~ 5@) °S si - G(s), 
wo , 
lim G(s) 
existiert. Andererseits hat Herr Weber**) darauf aufmerksam gemacht, 
daB jene Primideale die Primideale ersten Grades einer Klasse von O 
nach EO’ sind, wo O und O' gewisse Gruppen bezeichnen, welche die 
Voraussetzungen 1), 2), 3) erfiillen. Da nach (115) die Voraussetzung 4) 
auch gilt, ist der Hauptsatz 3 anwendbar und liefert: 

Die Anzahl der komplexen Primzahlen «& + B, deren Norm < «x ist, 

ist 


_ 4 if _ fic x 
7 Li (x) + O(zxe ez). 
Berlin, den 5. Marz 1906. 


*) Untersuchungen iiber die Theorie der komplexen Zahlen“, Abhandlungen 
der Kéniglich PreuBischen Akademie der Wissenschaften zu Berlin, 1841, S. 141—161; 
Werke, Bd. 1, S. 509—532. 

**) 1. c., 8. 96—97 und in seiner neueren ausfiihrlichen Behandlung des vor- 
liegenden Spezialfalles: ,,ber komplexe Primzahlen in Linearformen“, Journal fiir 
die reine und angewandte Mathematik, Bd. 129, 1905, S. 35—62. 
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Zur Theorie allgemeiner Zetafunktionen. II. 
Von 


Paut Epster in StraB8burg i./E. 


In einer kiirzlich erschienenen Abhandlung hat Herr Herglotz*) 
das Problem der Inhaltsbestimmung einer von einer analytischen Kurve 
umschlossenen F'liche auf die Untersuchung einer Klasse von Funktionen 


Z(s, n) -> = (n=0, 4, 8, 12,---) 


2 


a,b (a?+ bs) 2 
zuriickgefiihrt, die eine nahe Verwandtschaft mit der Riemannschen 
Funktion £(s) zeigen. Dies veranlaft mich, in der vorliegenden Arbeit 
den Nachweis zu fiihren, dab diese Funktionen in sehr engem Zusammen- 
hang mit denjenigen Funktionen stehen, die ich in meiner ersten Arbeit**) 
als Zetafunktionen zweiter Ordnung bezeichnet habe, so da8 simtliche von 
Herrn Herglotz gefundenen Eigenschaften der Funktionen Z(s,m) direkt 
aus den Kigenschaften jener abgeleitet werden kénnen. Es wird dabei 
eine Begriffsbestimmung der Funktionen Z(s,) mit Hilfe gewisser Diffe- 
rentialoperationen zugrunde gelegt, die sich — wie weiterhin gezeigt 
wird — in sehr allgemeiner Weise auf Zetafunktionen beliebiger Ordnung 
iibertragen 1laBt. 


§ 1. 
Mit einer geringen Modifikation der in meiner ersten Arbeit ge- 
gebenen Definition soll unter einer Zetafunktion p” Ordnung mit der 


Charakteristik |*'‘* '"' 7?) guniichst die p-fache Reihe 
s™°* 
“ 221 Dm, hy 
1 92° °° Ip! e # 
_ ‘ ° piim+9))* 





ay Uber die analytische Fortsetzung gewisser Dirichletscher Reihen*. Math. 
Ann. Bd. 61, 8. 551. 
™) Math. Ann. Bd. 56, 8S. 615. 
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verstanden werden. Darir bedeutet 


a Pp 


Q(z) = > > a, , 2%, 2%, 


u=1 vr=1 


eine quadratische Form mit nicht verschwindender Determinante A, deren 
reeller Teil positiv ist; 4,, 92, °--» Gp; i, 'g,---, h, sind irgend welche 
reellen Zahlen, und die Summationsindizes durchlaufen alle ganzzahligen 
Werte von — co bis + co; nur wenn alle Zahlen g,,-- 5G, ganze Zahlen 
sind, ist diejenige Kombination der Summationsbuchstaben wegzulassen, 
bei der der Nenner identisch verschwinden wiirde. 

Die obige Reihe konvergiert, sobald der reelle Teil von s gréBer 
als 1 ist. Um die Zetafunktion fiir alle komplexen Werte von s zu 
definieren, benutzen wir die Integraldarstellung 


PI x . 


“ > ae 
z * r(@)z 4 (y= | dz-2z° ca (2) 
| % 


+g? 


: \9 
worln ol) (2)y 


g —a:g((g+m))+22i S m,, hy 
2) */{l@-> De 
mm F 


die Thetareihe p** Ordnung 


my 


bedeutet. Fiir sie besteht die Transformationsformel*) 


—2ni Z 9 My 
9 Seg © ise 
(3) @ ! (2), 4 (=). 
2° VA 
wobei @ die zu @ reziproke Form ist. Mit Hilfe dieser Formel erhalten wir 


“£ 


~~ = 
2 (Ps y e-2° y 
(4) =z r(e)z h (o,f as Z 11! @y 
1 


a 


-221D 9g, h,, p(i—s) 


+*—— lf i (2)- 
Va . —g|*"9 
1 
und dies definiert die Zetafunktion p** Ordnung fiir jeden Wert von s, 
sobald nicht gleichzeitig alle Zahlen g und h ganzzahlig sind. 
Sind aber alle Zahlen g oder h ganzzahlig, so geniigt es, sie alle 
gleich Null anzunehmen, und es bestehen dann die Formeln: 


*) Wegen des Vorzeichens von YA vgl. Krazer, Lehrbuch der Thetafunktionen. 
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1) alle g gleich Null: 


eFrepzitiog~—2a fae (olt}o,—1 


2) alle h gleich Null: 


a 
. 


pe ps 


Fr) 28 Gh akan tf dee ole, 


. p(i—s) 
1 = 0 
+t fase : (@ | @,—1); 
1 


3) alle Zahlen g und h gleich Null: 


nx 
. 


Fr) Oy yarn tf ee (Ot 


1 


zx 


° p(i—s) 
1 —s ~*/,\0 
+t fans (® 0, @5-1)- 
1 


Aus diesen Formeln erkennt man den fiir alle Zetafunktionen geltenden 
Fundamentalsatz: 
ps arg “ p(i—s) 


oe rz thay eer REA2| laa 

Die Zetafunktionen haben folgende allgemeinen Eigenschaften: 

1) Solange nicht alle Zahlen h ganze Zahlen sind, sind die Zeta- 
funktionen ganze transzendente Funktionen von s. 

2) Sind alle Zahlen h ganzzahlig, so wird die Zetafunktion nur fiir 
s=1 zur ersten Ordnung unstetig, und es ist 


9 | 


6 Z\% (8s), = —*~_. —_+4+4(s—1)+- 
(6) hi Pg ware) Cy + G4 ( ) 


3) Alle Zetafunktionen verschwinden in den Punkten 
2k 


$= — - 


p? 


(b= 1,9,8,-- >). 
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4) Fiir s=0 verschwinden die Zetafunktionen jeder Charakteristik, 

auBer wenn alle Zahlen g ganze Zahlen sind. In diesem .Fall ist 
' -2ni Ou Mw 

z i | (O)—=—e * 
Auf Grund der Bemerkung von Herrn Minkowski, die Herrn Herglotz 
zu seiner Arbeit veranlaBt hat, kann man schlieBen, dab 

lim (s—1)Z 9 °' "5 (y 
das Volumen des Ellipsoids g(x) <1 darstellt, welches, wie bekannt, 
mit wichtigen Sitzen aus der Theorie der quadratischen Formen von 
p Variablen in engem Zusammenhang steht.*) 

Es liegt nahe, nun auch Funktionen aufzusuchen, die der Riemann- 
schen Funktion §(¢) entsprechen, jedoch ist der Fundamentalsatz (5) in 
der Form, wie er hier vorliegt, dazu nicht geeignet, denn zu beiden 
Seiten stehen zwei verschiedene Zetafunktionen. Definiert man aber neue 


Funktionen ar iis | (s), durch die Gleichung 
(1) VO A Z\2 (6), + 
so ist zunichst 

(8) £|2| @p—b\_",| @ 


und der Fundamentalsatz erhilt eine Fassung, die ganz genau dem Satz 
iiber die Riemannsche ¢-Funktion entspricht, daB nimlich das Produkt 
ps 


+s P§\. 9 : 
a ry s h (8), 


1 — #1 D9, hy h °—_— 4 Ii ¢ 


bei der Vertauschung von s mit 1 — s ungedndert bleibt. 

Zur Integraldarstellung dieser neuen Funktionen, die wir hier nicht 
im einzelnen ausfiihren wollen, wird man an Stelle der bisher benutzten 
Thetareihe ebenfalls eine modifizierte Funktion 


mi Dy hy —ni Lay hy 


vex - f g 1 a h 4 9g) 
(9) VAe a 5, (2), + eg a mae “=> °8 h| De 


einfiihren; es ist dann 
g - <2 h a 
8 h (24), = 9 a (2), 
und die Transformationsformel lautet 


_? 
Qe? (4), = 2 mn) : (>), 


Zz 


*) Vgl. Minkowski, Geometrie der Zahlen, 8. 122 u. 8. 198; Journal fiir Math. 
Bd. 129, S. 254 ff. 
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Setzen wir jetzt 


$= : + ti, 
so ist die Funktion 


we , , 
(10) Soe TEE) E S| Oy 8]81O, 


eine gerade und ganze transzendente Funktion von t, fir die man bei 
allgemeiner Charakteristik die Darstellung hat: 


x 


E 5 | Oy = (4 +0) fols (0), «6° con (Bt tog 0) de 


1 


Sind aber alle Zahlen g und h Null, so ist 


0 1 /4/ : 
Bo Op z(V4+ 77) 
nr 4 


-(j +) [fe | @y— 4(VO+ va) |" cos (** log a) dz. 


1 


Daneben besteht die fiir jede Charakteristik giiltige Darstellung 


2 
me 


P 
4 d (,27* oig| 4 pt 
(11) . o-4f aa (* 9 A \ ey) # cos ‘eG log «) dz, 
1 
und so ist auch hier der genaueste Anschlu® an die Riemannschen Ent- 


wicklungen gewonnen. 


Alle —-Funktionen besitzen als Funktionen von # die Héhe Null. 


§ 2. 
Der allgemeinen Zetafunktion zweiter Ordnung wird die quadratische 
Form 


(1) p = az? + 2bry + cy? = a(4— ay) (x— avy) 
mit der Determinante 

4A =ac— 0? 
zugrunde gelegt. Dabei sind 
. b , iyd , b iyvd 
(2) o--7+', w--7-¥ 


die Lésungen der quadratischen Gleichung az*+ 2b2 +e = 0. 


Mathematische Annalen LXIII. 14 
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Die Elemente der Charakteristik sehen wir als verdnderlich an und 


. , . |% ® , ° 
bezeichnen sie mit Ws ,» ferner schreiben wir zur Abkiirzung 
2 


mM, U, + Mat, = [mu] 
und weiter 


(3) (m, + 0,) — @(m, + v,) = [m+ 0] 
und haben dann als allgemeine Zetafunktion zweiter Ordnung 


ee mu) 
(4 Zz PP - — 


Eine besondere Eigenschaft dieser Funktionen, die fiir Zetafunktionen 
héherer Ordnung nicht allgemein zutrifft, besteht darin, daB sich die 
mit der reziproken Form g gebildeten Funktionen auf Funktionen desselben 
Arguments s zur Form @ zuriickfiihren lassen. Es ist nimlich 








(5) = ~ (ca? — 2bzy + ay’), 
und man sieht leicht, dab 


(6) Z (2% (9)5 = a'Z | #* | (5) 


h, hy —h, h, y 


ist. Aus diesem Grunde lautet der Fundamentalsatz fiir diese Funktionen: 


e7 2 Ai (uel u 
2 


" #0 (<) MY _ a Q-or/(i_e ” uy = 
(7) a-*F(s)Z a. (8), — a rFil—s)Z ._—. (1—s),. 


Sei nun © irgend eine Funktion, die von der Form g und den 
Variablenpaaren u,, u, und v,, v, abhingt; wir definieren dann zwei Diffe- 
rentialoperationen : 


D® = i - 0 ou, aan 2xi(v, — av,)®, 
(8) . , 
em o® 
D,o =o or, + Ov, 


und stellen zuniichst fest, daB diese Operationen vertauschbar sind: 
(9) DD, = D,D®. 


Wenden wir sie auf die Zetafunktion an, so ergibt sich: 


\* v, 7 [m + v] Atma 
(10) DZ fq (8), = 2% z P : o(m 4)" 


v, Uy [m + e2 Ailma) 
Uy Uy (8), --2iVa Dd agg a 


und 
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also 


(11) D,Z|%2 | @, -—slSD Z| ii \@+ 

Es lassen sich also die Operationen D und D, bei der Zetafunktion 
aufeinander zuriickfiihren, und man braucht nur eine, z. B. die Operation 
D, beizubehalten. Die n-malige Wiederholung der Operationen liefert 
noch nach (11) die allgemeine Formel 

| U, Vy 
D," Z| | Uy Uy | (8)y 

(12) 

= (—17's(s + 1)(6+2)---(st+-n—1) (4 4)'Dez | (54 m)p. 


U, Ug 


Man erhilt nun unschwer 


. nm 2ni[mu) 
(13) pz  %| (6), = (Qain >) Stal , 


gp (m+ v)’ 





° n ° 
und wird so — wenn man noch s + > an Stelle von s setzt — zu einer 
Reihe von Funktionen 


s}"e 2ai(mu) 
(14) ZG My= [= + e]'¢ a (n = 1, 2, 3,---) 
STATS, onnas 


gefiihrt, die wir als abgeleitete Pines bezeichnen. 

Unter diesen Funktionen sind die von Herrn Herglotz betrachteten 
als ganz spezielle Fille enthalten; es liegt ihnen die Form 2? + y* zu- 
grunde und es sind nach Ausfiihrung der Operation D” alle Elemente der 
Charakteristik Null zu setzen. 

Den Fundamentalsatz fiir die abgeleiteten Zetafunktionen findet man 
durch Anwendung der Operation D auf Gleichung (7). Dabei ist zu be- 
achten, daB in den beiden dort auftretenden Zetafunktionen die Elemente 
der ersten und zweiten Reihe der Charakteristik vertauscht sind; dies hat 
zur Folge, daB eine Operation D auf der linken Seite eine Operation D, 
auf der rechten nach sich zieht. Man erhiilt so: 


a-*T(s)D"Z peed y= —s a-O-OF(L — 8)DrZ ~ = (1—s) 
oder mit Benutzung von (12): 
a" (s)D*Z Vt 1 | (8p 
- naionsn We a-9F(1 + +n—s)(4 \ Dz te ' d+n—3),. 
at 


14* 

















212 Paut Epsrem. 


Setzt man jetzt s+ : an Stelle von s, so ergibt sich der Funda- 
mentalsatz der abgeleiteten Zetafunktionen: 


af (= +s)Z |*: 2) (g, n), 


Uy Uy | 


(15) —2xi[ue] ¥ 
= © g 1-9 (= > h— s) Z i (1 —s,n),. 
ay 2 1 


Werden durch die Gleichung (14) die abgeleiteten Zetafunktionen nur 
innerhalb der Konvergenzgebiete der jeweiligen Doppelreihen dargestellt, 
so kann man aus der Definition mit Hilfe der D-Operation schlieBen, dab 
diese Funktionen iiber alle Werte von s fortsetzbar sind. Will man all- 
gemein giiltige Integraldarstellungen haben, so geht man von den ent- 
sprechenden Darstellungen der urspriinglichen Zetafunktionen zweiter Ord- 
nung aus und wendet auf die dort auftretenden Thetareihen die Opera- 
tionen D und D, an. Setzt man 


7 ‘a . v, ¥ 
(16) \’ > [m + ope s29t +0 +8a0Ge ©) a» a és z (2, ®) ys 
m My 


so ist 


V, Us ; Da i\n U, % |; 
= (2 
Ds _% (2), = (22i)"# wus, | % 2) 


und es besteht die Transformationsgleichung 


v, 0 ; , —2ail(urc) 
*| (& #).. = (— 1)" 
u, Uy ( ? lo ( ) 


e —U Uy (2 ) 


= —~. %) . 
a tl(yayt! v»,—,| \sA’ /, 


Hiermit findet man leicht die tiberall giiltige Integraldarstellung*) 


x F 0 (8+ 5) Z/EE| mpm fase Ft 2% nm, 


U, Uy , U, Uy 


(- 1)" e~ 2*‘lue} z- | — Wy uy (2 
+ Garp a lo | ao), 
1 


aus der man nochmals den Fundamentalsatz (15) ablesen kann. Man er- 
kennt hieraus auch, daB alle abgeleiteten Zetafunktionen ganze transzendente 
Funktionen von s sind, und es folgt dann weiter, daB die Funktion 


Zz" "| (s,m) fir s—— +? _ (= + 1), _ (= aa 2), -++ verschwindet. 


My Uy | 


*) Man sieht ohne weiteres, daB man bei den speziellen von Herrn Herglotz 
betrachteten Funktionen mit eimfachen Thetareihen ausreicht. 



































Will man die Entwicklungen des vorigen Paragraphen auf Zetafunk- 
tionen von beliebiger Ordnung ausdehnen, so wird man in folgender 
Weise vorgehen. 

Es sei ® irgend eine Funktion, die von zwei Reihen von je p Va- 
riablen «,, t,, -° 
quadratischen Form g(x) = 22a, ,«,2, abhiingt. Es mégen dann zwei 
Differentialoperationen definiert werden: 


ao 
DO= §, Fu, 


(1) 


worin die Koeffizienten &,,---,&, 2,,---*,%, in noch niher zu bestimmen- 
der Weise von den a,, abhiingen. Wir verlangen nun zuniichst, daB die 
Operationen D und D, vertauschbar sein sollen, und finden leicht, daB dann 
die Koeffizienten die Bedingung 


(2) 


erfiillen miissen. 
Wir wenden jetzt diese Operationen auf die allgemeine Zetafunktion 


> & ove 2ai(mu) 
} a e 
Yp| ————— —_— 
é U, Uy: "Uy | @y — » 3 ps 


an, wobei 


ist, und finden, wenn zur Abkiirzung 


+ 0%) + &(m, + v,) +--+ + &,(m, + v,) =[m + 0] 


(3) E.(m, 


gesetzt wird: 


(4) Dz 


Dagegen wird: 
D,Z | * | (8), -—ps > yee LF Yolo Yo) gansta, 


und darin ist 


Wir stellen nun die weitere Forderung auf, daB diese y, den Zahlen 
—, proportional sein sollen, d. h. es sollen die Bedingungsgleichungen 


ID 
D,® = x, 5 + a, he ee 
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g 3. 


*y Up» yy Ugy***, UV, SOwie von den Koeffizienten einer 


wr ay 


. 8® 


+ & ou, t+ g 2 ° 4 Qmi(E,v, +Eyt Vet: ~+§t ‘p)®, 


? ou, 


em om 


2 o? 
OV, Ov, 


§,%, + &%,+---+82,=0 


my, Mp 9 (m + v) 2 


mul = MU, + Myr see + mu 
ase | 2 My Pp Pp 


22i(mu] 
S|O,-sei Sete 


etate? 





pe 


p (m+ v)* 


+1 


Yj, = Uy XH AjgXy +++ + AyZ,. 
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Gy, Ly + yg Ty +++ +42, = ug, 
(5) My, Hy + Age ty +++ + Gy,7, = wh, 
Gy, %, + Oye, +--+ +4,,2, = ug, 


erfillt sein. Dann gilt fiir die allgemeine Zetafunktion der Satz: 


. Src. _. psu v 2 
(6) D,Z u (S)p ~~ Bane DZ u (s + ry 
so daB sich also die Operation D, auf die Operation D zuriickfiihren laBt. 
Sind 
1 cA 


== 4 éa;, 


die Koeffizienten der zu @ reziproken Form g, so ergibt die Auflésung 
des Gleichungssystems (5): 


7 1 - 7 “ . :' 

(7) wm Hb, + Gaby + +> + gb,» (¢=1,2,---, p), 

und wenn man zu (5) und (7) die Bedingung (2) hinzunimmt, so sieht 
man, daB durch Einsetzwng der x,,---, x, die Form @, dagegen durch Kin- 
setzung der §,,---, §, thre Reziproke zum Verschwinden gebracht wird, also 
(8) g(z)=0, p(s) —9. 


Solche Systeme der x und &€ lassen sich allgemein in folgender Weise 
ermitteln. Es sei 


me 7 2 one al no _ @ ces 
(9) D, = C12, + Ci9%2 + Tr Cin=p> = 1, at » P) 
eine lineare Substitution, durch die die Form @ in eine Summe von Qua- 
draten tibergefiihrt wird, so daB also: 


(10) p(x) = 2,2 + 2,” +-+-+4,° =f (2). 


Nun ist nach (5) 
1 @ 1 Of Gz 
pnt fe 45) Of ta, 
. 2 C4; 2 02, 02; 
k 


sind also @,, die Elemente des zum System der (¢;, 
so ist 


(11) WE; = €,,4, + y,2, +--+ + €,,2,, (i= 1,2,---,p). 

Die Gleichungssysteme (9) und (11) stellen lineare Substitutionen vor, 
durch die, mit Erfiillung der Bedingung (2), die Formen g und @ simultan 
in eine Summe von Quadraten iibergefiihrt werden. Nun verschwindet 
die Form f(z) fiir solche Werte der z,,---,2,, die durch eine ortho- 
gonale Substitution aus den p'” Einheitswurzeln é,, &,,---,&, hervorgehen. 


) reziproken Systems, 
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Sind also g,, die Elemente einer orthogonalen Substitution, so hat man 
in (9) und (11) 
(12) 4 = Gir: + Uaee + °° * + Uipéy 


za nehmen, um Werte der x und & mit den gewiinschten Eigenschaften 
za erhalten. Zu jeder Form @ gehéren also in véllig angebbarer Weise 
— os £ ), die die Bedingungen (2) und (5) 
erfiillen, und wir kénnen sagen: Die Zahlen der ersten Reihe fiir eine 
Form g sind Zahlen der zweiten Reihe fiir die reziproke Form @. Die 
GréBe w bleibt unbestimmt, aber eine Vergleichung der Formeln (5) und 
(7) zeigt: Wahlt man zu einer Form @ die GriBe wu, so gehért zur rezi- 


Systeme von 2p Zahlen ( 


proken Form die GréBe * 


Wir definieren nun die abgeleiteten Zetafunktionen, indem wir 


. 1 ®%:-°°@ n %-:*: | . 
3 — : P| —) = : P| 
a } (221)" i lu: - u, | (s - oy . Us + +& (s, ")o 
(n = 1, 2, 3,---) 
setzen, und erhalten fiir sie unschwer die Reihendarstellung: 
. lol, [m + v]" e**ilmu) 
my, My pm +v)? 


Zur Ableitung des Fundamentalsatzes fiir diese Funktionen haben wir 
zunichst durch wiederholte Anwendung der Formel (6): 








“ DZ | ep 
(Lo : ; e 
= ey a ee 3) +3) +a) 2 || (4), 


Ubt man nun auf Formel (5) in § 1 wiederholt unsere Operationen 
aus, so ist nach den obigen Festsetzungen iiber die Zahlen x und & klar, 
daB eine Operation D auf der linken Seite eine Operation D, auf der 
rechten nach sich zieht; man erhilt so mit Riicksicht auf (15): 


_? ~~ 
x * 0 (7) DZ | ° |(8), 


—2ni{ur) _Pi- 


oF OO=8 4») oz |_*| (10+ 8) 





i\"e 
7 (7) ya ” 


und wenn man jetzt s + = an Stelle von s einfiihrt, so folgt der Funda- 
mentalsatz der abgeleiteten Zetafunktionen*) : 


*) Die unbestimmt gelassene GréBe u tritt hier, wie in (15), nur scheinbar auf. 
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we n\ 
a *r (Pt) 7" | (s,m), 


Qniluc] p(i—s) 


- (1— P 
2 FF ees") Z "ia—«¢ n)< 


= {¢ 





‘\* @ 
= (- ) “Va ad 
Diese Funktionen sind, wie man aus der leicht angebbaren Integral- 


darstellung ersieht, simtlich ganze transzendente Funktionen von s, und 
die n“ abgeleitete Zetafunktion besitzt reelle Nullpunkte fiir 


=. Bette... 


s= _"s 


StraBburg i. E.,, Februar 1906. 
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Uber die Grundlagen der Mengenlehre und das Kontinuum- 
problem. 


Von 
Junius Kéxie in Budapest. 


(Zweite Mitteilung.) 


Die folgenden Zeilen schlieBen sich genau an die Entwicklungen an, 
die ich unter demselben Titel vor einigen Monaten (Math. Annalen, Bd. 61, 
8. 156—160) gegeben habe. Es wird jedoch die dort unter 3. gegebene 
SchluBweise*) hier gar nicht beniitzt. An ihre Stelle tritt, zur Erhirtung 
meiner unverindert gebliebenen Ansichten, eine neue Methode, die im 
wesentlichen auf einer Verschirfung und Verallgemeinerung des Begriffs 
yendlichdefiniert* beruht. 

Diesen Auseinandersetzungen michte ich eine prinzipielle Bemerkung 
vorausschicken. In den Grundlagen der Mengenlehre handelt es sich um 
die Formalisierung und Legalisierung von Tatsachen, die der inneren An- 
schauung unseres Bewubtseins entnommen sind, so daf unser _,,wissen- 
schaftliches Denken“ selbst Objekt des wissenschaftlichen Denkens ist. 
Dieser Zusammenhang der Mengenlehre mit Logik und Erkenntnis- 
theorie ist unlésbar und tritt schon in den Elementen der Arithmetik 
zutage. 

So niitzlich auch in dieser Richtung die bisher nach mathematischen 
Analogieen erfolgte Algebraisierung der Logik ist, so kann uns diese allein 
iiber ‘lie vorhandenen Schwierigkeiten nicht weghelfen. Die ,,Tatsachen“ 
und ,,Gesetze“, die unserem wissenschaftlichen Denken zugrunde liegen, 
miissen genauer als bisher untersucht werden, und — vor allem — eine 
Disziplin geschaffen werden, die ich nach Analogien der ,,mathematischen 
Physik“ eine Theorie der logischen Evidenz nennen wiirde. 

Diese Richtung hoffe ich sehr bald in einer ausfiihrlicheren Publi- 
kation weiter zu verfolgen. 


*) Diese SchluBweise mu und kann im Sinne der hier gegebenen neuen Begriffs- 
entwicklungen umgeformt werden. 
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1. Die endlich definierten Elemente des Kontinuums bilden eine 
abzihlbare Menge, die man im Typus @ folgendermaBen schreiben kann: 


(34> Bay Bg, -**> Aye, °°) 
(Gg3, Daa, Gog, ***> Ayn, ***) 


(Ops Beg, Ug, -**> May °° *) 


Die a,, sind hier beliebige positive ganze Zahlen, da wir das Konti- 

nuum als die Menge der Dinge 
(a,, Ms, v's, a,, es *) 

definiert haben, wo a, jede beliebige positive ganze Zahl sein kann. Mit 
Hilfe der Reihe (1) kann nun durch das dem Cantorschen Diagonal- 
verfahren nachgebildete Gesetz 
(il) a,.=a,+d 
ein neues Kontinuumelement (a,, a,,---)=a™ definiert werden, wenn 
d>O eine fest gegebene positive ganze Zahl ist. Die Definition von 
a® ist aber nur dann widerspruchsfrei, wenn man voraussetzt, dab a 
in der Reihe (i) nicht vorkommt, d..h. nicht endlich definiert ist. Wiirde 
a® (z. B. an der n-ten Stelle) in (1) vorkommen, so kénnte (II) fir 
k=n nicht erfillt werden, da a,—<a,, ist und zugleich a,—a,,+d 
verlangt wird. Es scheint demnach, daB die Definition von a, die wir 
in einer endlichen Anzahl von Zeichen fixieren, in der Tat sich selbst 
widerspricht, also unméglich ist. Andrerseits ist es uns aber ebenso un- 
méglich, die unmittelbar unsrer Anschauung entlehnte ,,Tatsache“ als 
unrichtig abzulehnen, dab mit Hilfe jenes Diagonalverfahrens ein neues 
Kontinuumelement wirklich gebildet werden kann. Gerade dieses auBerst 
merkwiirdige scheinbare Paradoxon fiihrt aber zu einer fundamentalen 
Vertiefung der in der Mengenlehre anzuwendenden logischen Methoden. 
Der Sinn des Diagonalverfahrens ist klar und unanfechtbar, der Wider- 
spruch entsteht nur durch die Forderung, diesen Sinn in der Form einer 
endlichen Definition auszudriicken. Die Erfiillung dieser Forderung ist 
unméglich. Kénnte man aber — ohne den Sinn zu iindern — die Form 
unserer Definition so umindern, daB sie eine endliche Definition ist, so 
hiitten wir es mit einer wirklichen, widerspruchsfreien Definition des 
Kontinuumelementes a zu tun. Wir miissen demnach, wie dies auch 
soust hiiufig, eigentlich sogar bei jeder wesentlichen Verschirfung unsres 
wissenschaftlichen Denkens geschieht, unsere ,Sprache“ vervollkommen, 
und dies kann in der Tat folgendermaBen geschehen. 

Zu den endlichen Definitionen ziehen wir gewisse ,,pseudoendliche“ 
Definitionen heran, die aus (abziihlbar) unendlich vielen Zeichen (Wértern, 
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Buchstaben) bestehen sollen und zwar so, daB von einer gewissen, »-ten 
Stelle an (» eine endliche Ordnungszahl) nur ein gewisses Zeichen (N. V.)*) 
vorkommen soll. Um nun auch diesen Definitionen einen Sinn (Inhalt) 
zu geben, sagen wir: diese pseudoendliche Definition soll dem Sinne 
nach mit der endlichen Definition ‘iquivalent sein, die aus der unendlichen 
entsteht, wenn siaimtliche (N. V.) weggelassen werden, d.h. die aus den 
ersten » Zeichen gebildet ist. Die unendliche Zeichenfolge ist dann und 
nur dann eine logische Definition, wenn die entsprechende endliche Zeichen- 
folge, die wir auch als den Hauptteil der pseudoendlichen Definition be- 
zeichnen wollen, dem Sinne (aber nicht notwendigerweise auch der Form) 
nach ohne Willkiir und Widerspruch ein Kontinnumelement definiert. 

Aus einer endlichen Definition kénnen auf diesem Wege verschiedene 
pseudoendliche Definitionen entstehen, indem man das (N. V.) @-mal, 
o+1-mal, + 2-mal, ---, im allgemeinen «-mal hinzusetzt, wo « eine 
beliebige Zahl der zweiten Zahlenklasse Z(%,) ist. 

2. Nach dem Vorstehenden gibt es Elemente des Kontinuums, die 
durch den endlichen Hauptteil ihrer Definition wohl vollstiindig bestimmt 
sind, deren Definition jedoch der Form nach nur dann widerspruchsfrei 
wird, wenn diesem endlichen Hauptteile (H) das Zeichen (N. V.) @-mal 
hinzugefiigt wird. Die Definition eines solchen Elementes wird durch 
das ,,Bild* H(N. V.)” vollstindig charakterisiert; doch’ muB dieses 
Bild von der Definition selbst streng unterschieden werden, da diese 
letztere, um auch formell widerspruchsfrei zu sein, unendlich viele Zeichen 
enthalten muBb. Die Gesamtheit jener Elemente des Kontinuums, deren 
Definition durch ein solches Bild H(N. V.)” gegeben ist, muB — auch 
nach Heranziehung aller endlich definierten Elemente — eine abzihlbare 
Menge bilden, da zwei verschiedenen Elementen gewiB auch verschiedene 
endliche Hauptteile entsprechen miissen und diese eine abziihibare Menge 
bilden. 

Jene abzihlbare Menge von Elementen der Kontinuums ist aber — 
auch mit den endlich definierten zusammen — durch ihre endlich defi- 
finierten Hauptteile im Typus @ gegeben. Auf diese abziihlbare Menge 
vom Typus @, die ausfiihrlich geschrieben 


(;, bys, bis, ae Dix» a 
(Des, é..; Dos, ig -) be, oe +) 


(Ii) 


(ary Ones Ons, + * > Ones * °°) 


*) (N. V.) = ne varietur. 
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sei, kann nun wieder das Diagonalverfahren angewendet werden. Das 
Gesetz 
bh,=-b,+4d 


ist seiner Form nach, da es endlich ist, wieder keine widerspruchsfreie 
Definition fiir (b,, b,,---) =. Der Widerspruch verschwindet aber nun 
auch dann nicht, wenn (N. V.) @-mal hinzugesetzt wird, da die Definition 
auch in dieser Form in (III) vorkommen muB, z. B. an der n-ten Stelle, 
so dab b,=—b,,+d nicht erfiillt werden kann. Wird aber (N. V.) 
@ + 1-mal oder ,,6fters* hinzugesetzt, so erhalten wir eine widerspruchs- 
lose Definition. Verfihrit man so weiter, so erhilt man endliche Zeichen- 
folgen, die erst durch o+2,@+3,--- malige Hinzufiigung von (N. V.) 
eine widerspruchsfreie Definition geben. 

Es sei nun « die kleinste Zahl der zweiten Zahlenklasse von der 
Beschaffenheit, daB die bestimmte endliche Zeichenfolge H (Hauptteil) 
eine widerspruchslose Definition wird, wenn (N. V.) «-mal hinzugetzt 
wird; wir sagen dann, daB H den Rang « besitzt. Die so entstandene 
pseudoendliche Definition wollen wir durch 


H(N. V.)" 


bezeichnen. Dies ist aber natiirlich wieder nicht als die Definition selbst 
aufzufassen, denn diese mu ja unendlich viele Zeichen enthalten. Sie 
ist nur ein charakteristisches Bild jener Definition. Gehért zu einem « 
ein solches H, so nennen wir « von der ersten art. Dies ist also der 
Fall, wenn 

H(N. V.)« 
das Bild einer widerspruchslosen pseudoendlichen Definition ist, aber fiir 
jedes a’, das <a ist 

H(N. V.)“ 
noch einen formellen Widerspruch enthiilt. 

3. Die bisherigen Auseinandersetzungen ergeben schlieBlich das 
Resultat, daB die zweite Zahlenklasse, wenn sie als Menge, d.h. als 
Gesamtheit durchwegs begrifflich gesonderter Elemente aufgefabt werden 
kénnte, auch abzihibar sein miibte. Wir beweisen nimlich, da8 unter 
dieser Annahme einerseits die Zahlen erster Art abzihlbar sind, und dab 
andererseits jede Zahl der zweiten Zahlenklasse von der ersten Art ist. 

In der Tat: die Menge der endlichen Zeichenfolgen H ist abzihlbar, 
also gilt dasselbe fiir die Menge der Zahlen erster Art, da der Definition 
nach verschiedenen « verschiedene H zugeordnet sind. 

Wiire andererseits nicht jede Zahl der zweiten Zahlenklasse von der 
ersten Art, so giibe es jedenfalls ein kleinstes (erstes) «,, das micht von 
der ersten Art ist, wihrend @, m+ 1 usw. von der ersten Art sind 
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Das fiihrt aber zu einem Widerspruch. Die endlichen Zeichenfolgen, die 
eine Zah] der zweiten Klasse als Rang besitzen, sind niamlich abzihlbar, 
da das fiir die Menge aller endlichen Zeichenfolgen gilt. Sie kénnen also 


folgendermaBen im @-Typus geschrieben werden: H,, H,,--- Sei 
@,, %,°-- der entsprechende Rang. Die pseudoendlichen Definitionen 
(IV) H,(N. V.)", H,(N. V.)%, «+: 
sollen nun die folgenden Kontinuumelemente definieren: 
(4115 Mya, ***) 
Ty" Se, en 
av") (Gx, Ag, ***) 
Das Diagonalgesetz 
a,=—a,, +d, 
welches sich auf (IV’) beziehen soll, bezeichnen wir mit H,. Nun enthiilt 
H,(N. V.)% 


keinen Widerspruch, da nach unserer Annahme (IV) keine Definition 
der Form H,(N. V.)% enthilt. Jedes «,, das kleiner als a ist, erscheint 
in der Reihe (IV); und die Definition H,(N. V.)“ ergibt demnach einen 
Widerspruch. D. h. H, ist vom Range «,; oder mit andern Worten die 
transfinite Ordnungszahl «, ist von der ersten Art. Die Annahme, dab 
die zweite Zahlenklasse auch Zahlen der zweiten Art enthilt, hat somit 
einen Widerspruch ergeben. 


Budapest, 2. Jinner 1906. 
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Uber Abbildung von Mannigfaltigkeiten. 
Von 


J. Liroru in Freiburg i./Br. 


Die beiden Arbeiten iiber die gegenseitig eindeutige und stetige Ab- 
bildung von Mannigfaltigkeiten verschiedener Dimensionen aufeinander, 
die ich in den Jahrgiingen 1878 und 1899 der Sitzungsberichte der Er- 
langer physikalisch-medizinischen Gesellschaft veréffentlichte, sind sehr 
kurz gehalten, und manche Beweise nicht gegeben. Ich zégerte immer 
mit einer ausfiihrlicheren Darstellung, weil ich glaubte einen weiteren 
Spezialfall und damit vielleicht auch den allgemeinen Fall erledigen zu 
kénnen. Trotz vieler Miihe, die ich mir in dieser Hinsicht gegeben habe, 
ist mir dies aber bis jetzt nicht gegliickt. Deshalb gebe ich im folgenden 
eine Ausarbeitung der oben genannten Noten, die, im wesentlichen an sie 
anschlieBend, noch einige allgemeine Betrachtungen beifiigt. 

Der Grundgedanke ist der folgende. 

Es seien zwei Mannigfaltigkeiten M,, und M, von verschiedener 
Dimensionenzahl m und » in die Beziehung zueinander gesetzt, daB fiir 
m=—n-+1-+>p die Koordinaten y,, y,,---, y, eines Punktes der M, ein- 
deutige und stetige Funktionen der Koordinaten 4, ¢,,---,/,, &, &&,---,&, 
eines Punktes der M,, sind (wenn p = 0 ist, fehlen hier und in den fol- 


genden Formein die &,, &,---, &,), indem etwa: 


(1) Y;, = Fillgs try + +s tay Ei» Sar° +» Sp) 
is (¢ = 1, 2, 3,---, ) 

ist. Dabei mége der Punkt der M,, einem zusammenhingenden Gebiete 
® angehéren, und der entsprechende Punkt der M, einem Gebiete Y. Ist 
nun (Go, 4,,°--,@,, b,,---,6,) eim Punkt aus ® und a gehérig klein, so 
liegen die Punkte der M,,, welche den Gleichungen: 


m? 
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(fo — a)? + (4 — a)? +---+(t,—4,)? = 0%, 
&, = 5, &, = by, -- » & =, 


geniigen, alle in ® und bilden eine »-dimensionale Mannigfaltigkeit K,. 
Die Bilder dieser Punkte sind durch die Formeln 


y= fi(to, ty) ty b,, bs, “7"? by), 
(¢ = 1, 2, 3,---, m) 
gegeben, in denen ¢,,¢,,---,¢, nur durch die Gleichung: 
(t — 4%)? + (4 —4,)? +---+(@, —a,)? =a? 

miteinander verbunden sind. Die Gleichungen (3) definieren die y als 
eindeutige und stetige Funktionen eines Punktes der Mannigfaltigkeit X,. 
Wenn es gelingt nachzuweisen, daB zwei verschiedenen Punkten der K, 
das nimliche Wertsystem der y entspricht, so ist damit gezeigt, daB eine 
gegenseitiy eindeutige und stetige Abbildung der M,, auf die M, nicht még- 
lich ist. 

Im folgenden soll fiir n = 1, 2,3 der Beweis geliefert werden. Fiir 
n= 4 ist er mir nicht gelungen, weil ich es nicht fertig brachte, im 
Raume von drei Dimensionen eine Kurve oder im RKaume von vier Dimen- 
sionen eine Fliche zu konstruieren, die mit unendlich vielen Kurven ver- 
schlungen ist, wenigstens bei der hier anzunehmenden Allgemeinheit der 
Voraussetzungen. 


(2) 


(3) 


§ 1. 

Statt die y als Funktionen der ¢ anzusehen, die durch die Gleichung 

(einer Kugel) : 

(1) (ty — a)? + (4, —4,)? +--+ (¢,—a,)? =a? 

miteinander verbunden sind, ist es bequemer sie als Funktionen von 
unabhingigen Variabeln darzustellen. 

Ich betrachte die beiden Punkte A und B, fiir die 4 die Werte 
ao +a bezw. a,—a und t,,4,,---+,t, die Werte a,,---,a, haben. Ich 
kann voraussetzen, daB das Wertsystem, welches die y in A annehmen, 
von dem in B verschieden ist, weil ja sonst der zu beweisende Satz er- 
fillt wire. 

Ich projiziere nun vom Punkte B aus die Kugel (1) stereographisch 
auf die ebene Mannigfaltigkeit, welche die Kugel in A beriihrt, und deren 
Gleichung 

t=a,+4 
ist. Wenn ich fiir einen Punkt dieser Mannigfaltigkeit die Werte der 
n GréBen ¢ gleich s, + a,, 8, + d,---+, 5, +4, setze, so finde ich die Be- 
ziehungen: 
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t @ a 4a? — 8* 
; o_O " 4a 2) 
(2) Pig 
4-4q@—6 ja? +3”? (i= 1,2,---,n), 
wo s?'=s5,°7+5,°+---+,? sein soll. 
Umgekehrt wird, wenn die ¢ die Gleichung (1) erfiillen, 
¢ 2a(t; — a;) . ‘ 
(3) iat aoe (¢ = 1, 2,---, m). 


Die » Funktionen y erscheinen nun als eindeutige und stetige Funk- 
tionen der unabhiingigen Veriinderlichen s,,---,s,. Fiir 
(8, + +» 8,) = (0, ---, 0) 
folgt t, = a, + a, t; =a,, d.h. der Punkt A; fiir unendlich groBe s wird 
t, =a, — a, t;=a,, und ihnen entspricht der Punkt B. 


§ 2. 

Ich schicke nun einige allgemeine Erérterungen voraus, die fir 

Mannigfaltigkeiten beliebiger Dimension gelten und im spiiteren wieder- 
holt verwendet werden kénnen. 

Sind die Koordinaten eines Punktes der Mannigfaltigkeit s,, s,,---, s,, 

so nenne ich die Gesamtheit der Wertsysteme, welche eine Gleichung: 


n 
> (s,; — m,)? —r? = 0 
i=1 


befriedigen, eine Kugel; der Punkt (m,, m,,---,m,) sei ihr Mittelpunkt, 
ry ihr Radius. Ist der Mittelpunkt durch einen Buchstaben P bezeichnet, 
so will ich die Kugel auch (P,r) nennen. Die Punkte, fiir die 


” 


; 2> ,2 
> (s,— m,)?  r*, 


i=1 
seien im Auperen, bezw. im Inneren der Kugel gelegen. Sind (p) und 
(q) zwei Punkte P und Q, so heibe 


VS 0-9 
i=! 
der Abstand PQ. 


Fiir jeden dritten Punkt R gilt dann, wie im gewdhnlichen Raume, 
die Ungleichung: 
PQ+ QRS} PR. 


Von den Punkten, welche durch die Gleichungen: 
5; = p, + 4, (i= 1, 2,-++,m) 
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gegeben werden, wenn 4 zwischen 0 und + oo variiert, mége gesagt 
werden, daB sie auf einem Strahle liegen, dessen Endpunkt der Punkt 
(p) ist. 

Die Punkte der Kugel (1), die gleichzeitig dem Inneren einer mit 
dem Radius r um B gelegten Kugel angehéren, geniigen der Ungleichung 


(f — a +a)? + >" (,—a)'Sr*. 
i=1 
In der Projektion entsprechen ihnen daher Punkte, deren Koordinaten 
die Ungleichung 


> vzse (F -1) 
1 
erfiillen, also auBerhalb einer mit dem Radius 2a Vs —1 um den 
Punkt A geschlagenen Kugel liegen. 


g 3. 

In einem endlichen Gebiete von beliebiger Dimensionszahl n sei eine 
unendliche Anzahl von zusammenbingenden Gebilden m'‘* Dimension 
(m<m) gegeben. Sie seien A,, A,, A,,--- und ihre Gesamtheit (A) ge- 
nannt. Wenn man auf unendlich vielen dieser Gebilde, nach beliebigem 
Gesetz, je einen Punkt P annimmt, so ist deren Zahl entweder endlich 
oder unendlich groB. Im ersten Falle ist unter den Punkten wenigstens 
einer P,, durch den unendlich viele der Gebilde A hindurch gehen. 

Im zweiten Falle gibt es mindestens einen Hiufungspunkt der Punkte 
P, und wenn man diesen mit P, bezeichnet, liegen in jeder Kugel (P,, r), 
wie klein r auch sein mag, unendlich viele der Punkte P. Oder mit 
anderen Worten: Es treten in diese Kugel unendlich viele der Gebilde A 
ein. In beiden Fallen kann ich also sagen: In jede Umgebung von P,, 
sei sie auch noch so klein, treten unendlich viele der A ein. Die Punkte, 
deren Existenz hier bewiesen ist, will ich Staupunkte der Gebilde A 
nennen.*) Ihre Anzahl kann endlich oder unendlich sein. Ich setze hier 
das letztere voraus. 


§ 4. 
Es sei nun unter (A) die Menge der Staupunkte verstanden. Sie ist 
abgeschlossen. Denn ist A, ein Hiufungspunkt dieser Menge, so liegen 


in einer Kugel (4,, $) stets Staupunkte, wie klein auch @ sein mag. 


*) Peano hat in dem Buche ,,Applicazioni geometriche del calcolo infinitesi- 
male“ (Torino 1887), pag. 302, schon solche Punkte betrachtet. 


Mathematische Annalen. LXIII. 15 
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Es sei A, einer von ihnen. In eine Kugel (4, ; *) treten dann unend- 
lich viele der Gebilde A ein. 


Auf einem von diesen sei P ein Punkt in (A, <). Dann ist 


A,P< A,A,+A,P<a. Also treten in die Kugel (A,, a) unendlich 
viele der A ein, wie klein auch a sei. D.h. A, ist ein Staupunkt der A.*) 

Legt man durch den beliebigen Punkt B der Menge (A) einen Strahl, 
dessen Endpunkt B ist, so ist entweder B der einzige auf dem Strahle 
liegende Staupunkt, oder es gibt noch andere. Ist deren Zahl endlich, 
so ist einer, C, am weitesten von B entfernt. Ist aber die Zahl unend- 
lich, so gibt es entweder einen entferntesten Punkt C oder einen Hiu- 
fungspunkt C, so daB alle auf dem Strahle liegenden Punkte von (A) 
zwischen B und C liegen. Da aber (A) abgeschlossen ist, ist im letzten 
Falle C selbst ein Punkt von (A). Wie im ersten Falle der von B aus- 
gehende Strahl, so trigt in den anderen Fallen der von C ausgehende nur 
den einen Punkt C von (A), dessen Trdger er heiBe. 

Die Kugel (B, r) bezw. (C, r) bei beliebig kleinem ry wird dann von 
dem Strahle nur in einem Punkte D getroffen, und der gehért nicht zu (A). 

Zwischen B bezw. C und D kénnen noch unendlich viele der Ge- 
bilde A den Strahl schneiden, dagegen kann der Teil des Strahles, der 
sich von D ins Unendliche erstreckt, nur von einer endlichen Zahl der A 
geschnitten werden, und von diesem Teile des Strahles bleiben die A stets 
um Endliches entfernt, weil er sonst einen Staupunkt tragen miiBte, gegen 
die Annahme. Ebenso kénnen die Schnittfiguren der Kugel (B, r) bezw. 
(C, r) mit den Gebilden A dem Punkte D nicht unendlich nahe kommen, 
weil eben D kein Staupunkt ist. 

Obige Betrachtungen kann man auch an eine von B aus ins Un- 
endliche verlaufende Kurve ankniipfen, auf der ebenfalls ein letzter Stau- 
punkt C liegen mu, so daB die Kurve zwischen C und dem Unendlichen 
keinen weiteren tragt. 


§ 5. 
Um den beliebigen Staupunkt B lege ich die Kugel (B,r) und suche 
eines der Gebilde A, welches in diese Kugel eintritt. Dann suche ich ein 
zweites, das vom ersten verschieden ist und in die Kugel (B, >) eintritt, 


dann ein drittes, verschieden von den beiden gefundenen, das in (B, 5) 
eintritt usw. Diese Bestimmungen sind méglich, da in jede Kugel um B, 
sei sie auch noch so klein, immer noch unendlich viele der A eintreten. 
Aus der so bestimmten Reihe von Gebilden treten fiir jedes p alle Ge- 


*) Vgl. Peano, Math. Ann., Bd. 37, 8. 199, Prop. 8. 
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bilde vom p* an in (2, 5) ein. Die Gebilde dieser Teilreihe haben 


wieder Staupunkte (die zu (A) gehdren), von denen B einer ist. 
Ein anderer sei E. Ist s beliebig klein, so treten in (Z,s) unend- 
lich viele der Gebilde aus der konstruierten Teilreihe ein, die in der Ord- 


nung, in der sie sich in der Teilreihe folgen, A,, A,, A,,--- seien. 
Ist nun p so bestimmt, daB = <s, so treten die Gebilde A,, A, 41, °°: 


alle, sowohl in (B, s), wie in (Z,s) ein. Man kann also aus den Ge- 
bilden A eine Reihe herstellen, deren Glieder an einem gegebenen und 
einem nicht ganz willktirlich zu wihlenden Punkte aus (A) unendlich 
nahe vorbeigehen. 


§ 6. 

In den Punkten des endlichen Gebietes, in dem sich die in den §§ 3 ff. 
angestellten Erwiigungen abspielen, sei f(P) eine stetige Funktion des 
Ortes P. Liegt P auf einem der Gebilde A, so sei f(P)<0. Wenn 
aber d eine beliebig kleine positive GréBe ist, so mége es stets méglich 
sein, mindestens ein Gebilde A’ zu finden, das an einen beliebigen Stau- 
punkt, so nahe als man will, herankommt, und dessen Punkte von solchen, 
in denen f(P)>0 ist, um weniger als d entfernt sind. 

Wenn diese Bedingungen erfiillt sind, mu8 in allen Punkten aus (A) 
die Funktion f=0O sein. Denn sei A, ein beliebiger Staupunkt und 
f(Ay) +0. Es sei r der Radius einer Kugel, in deren Innerem, wo auch 
ihr Mittelpunkt liegen mige, die Schwankung der Funktion f kleiner als 


i \f (Ag) sei. Ich nehme d<yr, bestimme das A’ so — was nach der 
Annabme méglich ist —, daB A’ in die Kugel (Ag, r) eintritt, und be- 
zeichne mit B einen Punkt auf diesem A’ im Inneren von (A), 7). Weil 


dann B von einem Punkte C, in dem f(C)>0 ist, weniger weit als d 
und somit als r entfernt ist, so ist: 


f(B)>f(C) — ¢ \f (Ay) |, 
also weil f(B) < 0 
f(B)\=—f(B) <—£1(© +4 |f(A)i <4 IF (40) 
Andererseits ist 
f (Ae) — f(B)| << |f (Ad); 


daher wire 
\f (Ag) | = |f( 4g) — f(B) + f(B)| <> If (4d) |, 


was aber nur méglich ist, wenn {(A,) = 0 ist. 
15* 
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§ 7. 

In einem endlichen Raume Q sei eine unendliche Zahl von geschlos- 
senen Kurven 4,, a,,0;,--- gegeben. Es sei ¢ eine eindeutige stetige 
Funktion des Ortes P in Q. In den Punkten des Gebietes Q habe z den 
Minimalwert z,. Es sei z der Wert dieser Funktion in P, a eine positive 
Zahl und r = z — 4, + @ gesetzt. 

Es sei ferner p eine zweite stetige Funktion des Ortes P in Q, die 
um 22 wiichst oder abnimmt, wenn P eine der Kurven a; durchlauft. 
Ich bilde nun P in einen Punkte P’ einer Ebene ab, indem ich dem 
Bildpunkte P’ von P als Polarkoordinaten in bezug auf einen Pol 0’ die 
Werte r und @ gebe. Dann macht die Unbestimmtheit von @ in bezug 
auf die Lage von P’ nichts aus. Jedem Punkte P entspricht so ein ein- 
ziger Punkt P’. 


Die Kurven a,, a,,--- mégen Staupunkte in unendlicher Zahl haben, 
deren Menge ¥) sei. 

Es soll gezeigt werden, daB es stets mindestens einen Wert von z 
gibt, der zu zwei verschiedenen Punkten aus Y) gehért. Gibe es irgend 
zwei Punkte in ¥), die den nimlichen Bildpunkt hiitten, so lieferten sie 
das niimliche z und der Beweis wire nicht nétig. Ich kann also an- 
nehmen, daB zwei verschiedene Punkte aus ¥) verschiedene Bildpunkte 
haben. Der Punktmenge 9) entspricht auf diese Art gegenseitig eindeutig 
eine Punktmenge § als Bild. 

Ich kann die naimliche Abbildung auch auf die Kurven a anwenden. 
Wenn ein Punkt eine dieser Kurven a, durchliiuft, so bewegt sich sein 
Bild in einer Kurve b,, die ganz auBerhalb des Kreises (0’, a) liegt. Ist Z 
der gréBte Wert von z im Gebiete Q und b> Z—4,+ 4, so liegen die 
Kurven 6, ganz im Kreise (0', b). Da » von 0 bis 2a wiichst, wiihrend 
P die a; durchliuft, so legt sich b, in den Ring zwischen (0', a) und 
(O’,b) um den Punkt O’ herum. 

Hier braucht aber gegenseitige Eindeutigkeit der Abbildung nicht 
mehr vorhanden zu sein, vielmehr kann ein Punkt P’ Bild von mehreren 
Punkten P sein. 

Da jede von O’ aus ins Unendliche laufende Linie alle die 6, schneiden 
muB, so triigt jede solche Linie Staupunkte der 6, Deren Menge, die 9’ 
sei, ist somit unendlich. 

Ich zeige jetzt, daB die Mengen § und 9 identisch sind. Dazu 
brauche ich die Hilfssiitze der folgenden Paragraphen. 


§ 8. 
In einem Raume von beliebig vielen Dimensionen sei P ein Punkt 
und /(P) ein von ihm eindeutig abhiingiger, der sich mit der Lage von 
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P stetig verindert. © sei irgend eine unendliche Menge von Punkten. 
Durchliuft P die Menge S, so nimmt f(P) entweder unendlich viele ver- 
schiedene Lagen an oder nur endlich viele. Im ersten Falle seien P,, P,, --- 
unendlich viele Punkte, so daB die entsprechenden f(P,), f(P,), --- alle 
verschieden sind. Ist dann P, eine Hiiufungsstelle der Menge P,, P,,---, 
so ist, wie jetzt gezeigt werden soll, f(P,) eine Hiiufungsstelle der 
f(P,), F(P2),-+-. Ich bezeichne mit Abst.(R,S) den Abstand der 
beiden Punkte R und S. Ich bestimme e zu einem angegebenen d, so 
daB, wenn Abst. (P, P,) <e, dann Abst. (f(P), f(P,.)) <d ist, was wegen 
der Stetigkeit der durch f angedeuteten Abhiingigkeit méglich ist. Da 
P, Hiiufungsstelle ist, gibt es in der Reihe P,, P,,--- unendlich viele 
Punkte P,, P,, P,,---, fiir welche die Ungleichungen: 
Abst. (P,, Py) <e, Abst. (P,, Py) <e, --- 

gelten, und folglich auch die Ungleichungen 

Abst. (f(P,), f(Po))<d, Abst. (f(P.), f(Po) <d, --- 
richtig sind. Also gibt es in der Kugel (f(P,),d) stets unendlich viele 
Punkte der Menge /(P,), f(P,),---, und folglich ist f(P,) eine Hiiu- 
fungsstelle dieser Menge. 

Gibt es aber nur eine endliche Zahl verschiedener Punkte f(P), wiih- 
rend P die Menge © durchliiuft, so sei A einer von ihnen. Dann mub 
es eine unendliche Menge Punkte in S geben, etwa P,, P,,---, so dab 

f(P)=f(B) == 4 
ist. Haben die Punkte P,, P,,--- die Hiufungsstelle P,, so ist 
Abst. (f(P,), A) = Abst. (f(P)), f(P)), (p= 1, 2,3,---). 

Da wegen der Stetigkeit der Abstand rechts durch passende Wahl 

von p unter jede Grenze gebracht werden kann, muB also 
. f(Po) = A 
sein. 

Unter den gemachten Annahmen gibt es also entweder einen Punkt 
P,, so daB f(P,) eine Hiiufungsstelle der Punkte f(P) ist, oder es gibt 
unendlich viele Punkte von G, fiir die f(P) = f(P,) ist. 


g 9. 


Ist Q, ein Hiiufungspunkt einer Punktmenge 8, so nehme ich einen 
Punkt Q, der Menge beliebig an. In der Kugel um @Q, die durch Q, 
geht, liegen dann noch unendlich viele Punkte aus 9}. Von diesen sei 
Q, einer, fiir den Abst. (Q, Q,) <-> Abst. (Q, Q,) ist. Dann betrachte 
ich die Kugel um Q,, die durch Q, geht, und nehme in ihr einen Punkt Q, 
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aus fi, fiir den Abst. (Q,, Q,) < ; Abst. (Q,, Q,) ist usw. Auf diese Art 
wird aus eine unendliche Reihe von Punkten Q,, Q, Q;,--- heraus- 
genommen, die ich eine Normalreihe zu Q, nennen will. Eine solche 
kann nur einen Hiiufungspunkt haben. 

Denn hiitte sie zwei, Q, Q,, so lege ich um beide Punkte Kugeln 


mit dem Radius » = i Abst. (Q,, Q,). Der erste Punkt der Normalreihe, 
der in (Q,) liegt, sei Q,. Dann ist fir q>p Abst. (Q,,Q,)<m und 
Abst. (Q,', Q,) = Abst. (Qp, Q’) — Abst. (Q, @,) = 3m, 


so daB von @Q, an alle Punkte der Normalreihe auBerhalb der Kugel 
(Q,, 3”) lagen, also Q,' nicht Hiufungspunkt sein kénnte. 


§ 10. 


Es sei Y ein Staupunkt der Kurven 6,. Ich nehme dann die Punkte 
Q,, Qe, --+ auf den Kurven 6,, 6,,--- an, auf jeder Kurve einen Punkt, so 
daB sie eine Normalreihe zu Q, bilden. Das ist méglich, selbst wenn in 
der Nahe von 4, alle Kurven 6, zusammenfallen sollten, weil im Inneren 
eines kleinen um Q, gelegten Kreises jedenfalls von jeder dieser Kurven 
eine endliche Strecke liegen mub. 

Die Werte von r = z—2z, +a, von 2=r—a-+ 4, und von @ seien 
fiir den Punkt @, bezw. r,, 2,, p,, dagegen fiir Q: 19, 2, Po- Da nach 
der Annahme die Punkte Q, eine Normalreihe bilden mit dem einzigen 
Haufungspunkte (, miissen nach dem Satze von § 8 1, 2 und g, die 
Hiufungswerte der r,, z, und , sein. 

Die Punkte Q, seien die Bilder von Punkten P,. Dabei kann es sein, 
daB durch einen Punkt Q, sein Original P, nicht eindeutig bestimmt ist. 
In diesem Falle kann ich P, aus den méglichen Punkten nach Belieben 
auswihlen. Diese Punkte P, liegen auf den Kurven a;, auf jeder Kurve 
nur einer, und sind verschieden, weil ihre Bilder, die Q,, es sind. Wenn 
ich die Werte von z und @ fiir den Punkt P; mit 2(P;) und (P,) be- 


zeichne, so ist gemiif der Art, wie die Abbildung eingerichtet wurde, 
aPy=2; ~(P) = 9;- 
Da die P, alle verschieden sind, so ist fiir einen Hiufungspunkt P, 
von ihnen 
2(Py) =%, 9(Po) = Ho; 
d. h. Q ist das Bild von P,. Folglich gehért Q), das zu 3 gehért, 
auch zu der Menge 3, da ja P, zu ¥) gehért. 
Sei umgekehrt Q,’ ein Punkt von §, also Bild eines Punktes P, aus 
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Y). Die Polarkoordinaten von Q, seien r,, g,. Sind dann r, @ die 
Koordinaten irgend eines anderen Punktes Q’, so ist 
Abst. (Q' Qu’) < Vir — 79)? + P(g — oo). 
Mache ich also 
1 , d , d 
IT —% I< \P — Po <r 





so wird 


Abst. (Q' Q’) < d. 
d 


Es sei (P,',s) eine Kugel, in der die Schwankung von z << = und 


die von go < fy ist. Tritt in diese Kugel eine Kurve a, ein, und ist 
P, ein Punkt auf a, im Inneren von (P,, 5), so ist fiir den Punkt P,’ 
, d , d 
ls— tel <oa5 |e — Pe 1< 55 


da im Punkte P, z=4,, p= ist. 
Ist @,’ das Bild von P,’, so liegt Q, auf b,, und fiir diesen 
Punkt ist: 
lr—t < Ss P—P\< <a, 
y2’ by2 
so daB Abst. (Q,’, Q)’)<d ist. Daher ist Q, so beschaffen, daB in den 
Kreis (Q,,@) mit dem beliebig kleinen Radius d unendlich viele Kurven 
b, eintreten, also ist Q, Staupunkt dieser Kurven und gehért zur Menge 
8. Die Mengen 8 und 8’ sind somit identisch. 

Da die Resultate der letzten Paragraphen im Grunde nnr von der 
Stetigkeit der Funktionen z und @ des Ortes im Raume und des Ortes 
in der Ebene abhiingen, so gelten sie auch fiir andere ahnlich beschaffene 
Abbildungen. 


$ 11. 


Es sei in einer Ebene eine unendliche abgeschlossene Punktmenge 
M gegeben. Diese Menge mige folgende Eigenschaften haben: 

1. Sei es méglich um einen Punkt O der Ebene einen Kreis von 
solchem Radius a zu legen, daB in (O,a) kein Punkt aus M liege. 

2. Treffe jede von O aus ins Unendliche laufende Kurve auf Punkte 
aus WM. 

3. Ein Kreis (O,) umfasse alle Punkte von 9. (Ich kénnte dafiir 
eine allgemeinere Bedingung nehmen.) 

Ich lege in den Kreis (O, a) ein Quadrat von der Seitenlinge = und 


suche von ihm ausgehend diejenigen mit den Seiten zusammenhingenden 
Quadrate, welche einen zusammenhingenden Fiachenteil bilden und 
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weder in ihrem Inneren, noch auf der Grenze einen Punkt aus It tragen. 
Damit die Grenzen dieser Flache sich nicht schneiden, entferne ich von 
zwei Quadraten, die nur einen Eckpunkt: gemein haben, wahrend die vier 
anstoBenden Seiten zur Grenze gehéren, eines, so lange, bis solche nicht 
mehr vorkommen. Die konstruierte Fliche kann sich nicht ins Unend- 
liche erstrecken, weil nach der zweiten unserer Annahmen die Menge M 
die Ebene in zwei getrennte Teile teilt. Sie kann mehrere Grenzkurven 
besitzen, von denen aber dann eine alle anderen einschlieBt. 

Sei r der kleinste Wert, den g haben kann, so mache ich die Kon- 
struktion mit q¢=~r, 2r, 4r, 8r,--- und erhalte so die Flichenstiicke 
,, H., Ds, ---. Die éuBersten Grenzkurven dieser Stiicke seien §, , },, §5,--- 
Ich kénnte an eine Seite von 5, noch ein Quadrat ansetzen, wenn in 
diesem kein Punkt aus MM lige. Damit also kein Quadrat angesetzt 
werden kann, miissen mindestens in der Entfernung der Diagonale eines 
Quadrates Punkte aus Jt vorkommen. Wegen der Notwendigkeit, Qua- 
drate zu entfernen wird die Grenze jedoch gréfer. 

Sei © ein Quadrat, das zur konstruierten Fliche gehért, so lege 
ich um © die acht anstoBenden Quadrate herum, die eine Fliche 0’ 
bilden mégen, und um diese eine weitere Schicht von 16 Quadraten 0”. 
Wenn nun dieser Haufen von 25 Quadraten keinen Punkt aus WM ent- 
halt, so gehért er ganz der zuerst konstruierten Fliche an. Von ihm 
kénnten aber nach den vorhin getroffenen Bestimmungen einzelne Quadrate 
fortgenommen werden miissen. Da die Seiten aller Quadrate parallel 
sind, so kénnten das nur die vier in den Ecken von ©” liegenden 
sein. Dagegen blieben siimtliche in ©’ unberiihrt, und somit lage 
das Quadrat © ganz im Inneren des Quadrathaufens, und keine seiner 
Seiten gehérte zu dessen Begrenzung. Somit muB héchstens in der 


Entfernung = von einem Punkte der Grenze §, ein Punkt aus QM 
liegen. 

Jeder Punkt von §, gehért zu §,, jeder von §, zu §,,---, so daB 
von den Grenzkurven §,, §,, §,, --- jede von allen folgenden umschlossen 
wird, soweit sie nicht mit ihr zusammenfiillt. 

Die Kurven §,, 6, --- haben eine unendliche, abgeschlossene Menge 
M’ von Staupunkten. Ist M ein solcher Staupunkt, so treten in den 


— d , : . 
Kreis (a , ) unendlich viele der Kurven § ein, und zwar, wenn §, die 


d 


erste ist, auch alle folgenden. Ist s>p und = <z, so ist auf der 
r 


Kurve §, im Inneren von (mu, *) ein Punkt N zu finden, von welchem 


ein Punkt LZ aus Mt einen Abstand < a <= hat. Daher ist der Ab- 
r 
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stand ML sicher <d. In jeder Nahe von M liegen also Punkte von M, 
daher ist M ein Haufungspunkt von J und, weil M abgeschlossen ist, 
ein Punkt von Mt selbst. 

Also ist die Menge Dt’ ein Teil von M. 


g 12. 


Nun sei in der Ebene eine stetige Funktion u des Ortes gegeben. 
Es soll gezeigt werden, daB es sicher zwei verschiedene Punkte aus It 
gibt, in denen « den namlichen Wert hat. 

Seien A und B zwei der Staupunkte aus Pt’ und AC, BD ihre 
Trager (vergl. § 4), wobei C und D auferhalb des Kreises (0,6) ge- 
legen seien. 

Hitte « in A den niamlichen Wert, wie in B, so wire es nicht 
nétig den Satz zu beweisen. Hat aber u in A den Wert u,, in B den 
u, und ist u, < uy, 80 sei 

{i= > (uy +%), g= i (uy — %,). 

Ich lege dann um A und B zwei Kreise mit so kleinem Radius ¢, dab 
in ihnen die Schwankung von wu kleiner als g ist. Dann ist in (A, é) 
u<u)—g, in (Bt) u>u,t+g. Die Strahlen AC und BD mégen nun 
(A, 4) in E und (B,¢#) in F schneiden. Dann ist kein Punkt der Strecke 
EC und FD ein Punkt aus QM’, und folglich 
kann nur eine endliche Zahl der Kurven § 
diese Strecken schneiden. Diese lasse ich 
aus deren Reihe fort. 

Die erste der tibrigen Kurven },, §,,---, 
welche in (A, ¢) und (B,?) eintritt, sei §,. 
Von ihren Schnittpunkten mit diesen Kreisen 
seien GH und JK (Fig. 1) so gewiahlt, daB 
zwischen G und H einerseits, zwischen J 
und K andererseits kein Schnittpunkt von 5, 
mit jenen beiden Kreisen liegt. Dabei werden 
nach der Annahme die Bogen GH und JK 
weder von AC noch von BD getroffen. 
Auch schneiden diese Bogen sich nicht. 

Auf irgend einer anderen der Kurven 
h, 5,, wo g>~p, kann ich ebenso die Bogen 
G,H, und J, K, bestimmen, in derselben Weise 
wie GH, JK auf §,. Dann gibt es auf GH, 
einen Punkt P,, in dem u=w, ist, und auf JK, einen zweiten Q,. 


Da die Kurven §, die §, einschlieBen, wird der Bogen G,H, in dem 
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Stiick der Ebene liegen, das durch (O0,b) und die Linie CEGHFD be- 
grenzt ist, und der Bogen J,K, in dem durch CEJKF'D abgeschnittenen 
Sticke, und in diesen beiden Stiicken liegen dann auch P, und Q,. 
Deren Hiufungspunkte P, und Q, liefern, nach § 8, w=). Sie kénnen 
aber nicht identisch sein, weil sie sonst auf EC oder FD liegen miiBten. 
Da aber P,, Q, zu den Hiufungspunkten Wt’ gehéren, ist dies nicht 
miglich. Also wird der Wert u, in zwei verschiedenen Punkten der 
Menge I angenommen. 

Ebenso gut wie u, hitte ich eine andere zwischen u, und u, liegende 
Zahl nehmen und denselben Beweis mit kleinen Anderungen fiihren kénnen. 
Ich kann also sagen: Unter den im Anfange von § 11 aufgestellten Be- 
dingungen werden unendlich viele Werte in mindestens je zwei verschiedenen 
Punkten der Menge I angenommen. 

Wende ich dieses Resultat auf die Verhiiltnisse der $§ 7—10 an, so 
sind die Bedingungen des § 11 erfiillt, und folglich gibt es unendlich 
viele Werte, die z in mindestens je zwei verschiedenen*Punkten aus 9) 
annimmt. 


§ 13. 

Ich mache jetzt eine Anwendung auf einen Raum von drei Dimen- 
sionen. In ihm sei eine unendliche abgeschlossene Punktmenge MN ge- 
geben von folgenden Eigenschaften: 

1. Es gibt eine Kugel (0, a), in der kein Punkt aus § liegt. 

2. Jede von O aus ins Unendliche laufende Kurve treffe stets auf 
Punkte aus %. 

3. Alle Punkte aus M seien in einer Kugei (0, 6) enthalten (diese 
Bedingung ist in der Allgemeinheit eigentlich nicht nétig). 

Ich lege in die Kugel (O, a) einen Wiirfel von der Kantenlinge = 


und baue von ihm ausgehend mit kongruenten Wiirfeln einen zusammen- 
hangenden Raum auf, indem ich so lange als méglich Wiirfel an Wiirfel 
ansetze und zwar stets so, daB sie mit einer Seitenfliche zusammenhiingen. 
Wegen der Eigenschaft 2. muS dieser Aufbau einmal ein Ende haben. 
Diese zusammengebauten Wiirfel bilden einen Raum, der vielleicht Hohl- 
riume einschlieBen kann, aber eine zusammenhingende fubere Oberfliche 
besitzt. Es kénnte vorkommen, daB die Oberfliche sich selbst schneidet, 
indem zwei Wiirfel einer Ecke oder eine Kante gemein haben, wihrend 
die sich in der Ecke oder Kante schneidenden Seitenflichen zur Begren- 
zung gehéren. Um dies zu verhindern, entferne ich aus dem Wiirfel- 
haufen von solchen Wiirfeln so lange einen, bis derartige Vorkommnisse 
nicht mehr auftreten. 
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Wenn ich die Konstruktion fiir eine gewisse kleinste Zahl g =r 
mache und dann fiir g=—2r,4r, 8r,---, so erhalte ich auBere Ober- 
flichen @,, G,, G,, ---, die sich ganz einschlieBen, soweit sie nicht zu- 
sammenfallen. Da O ganz im Inneren aller Flichen © liegt, trifft jede 
von O aus ins Unendliche gehende Linie alle diese Flichen und tragt 
also einen ihrer Staupunkte. Somit ist deren Zahl unendlich und nach 
§ 4 abgeschlossen. Ihre Menge sei ¥’. 

Jeder Punkt der Fliche © hat in csiner Nihe Punkte aus 2. Wenn 
es nicht nétig wire, Wiirfel aus dem Haufen nachtriglich zu entfernen, 


wiirden in der Entfernung 3. von einem Punkte der Fliche ©, Punkte 
r 


aus % liegen miissen. Wegen jenes Umstandes aber muB ich eine Uber- 
legung anstellen, die der von § 11 analog ist, nur daB Wiirfel an die 
Stelle von Quadraten treten, und daB aus dem Haufen von 5° Wiirfeln 


vielleicht alle die 5 - 12 — 8 = 52 zu entfernen wiiren, die an der Bildung 
der Kanten dieses Wiirfelhaufens beteiligt sind. Ich sehe daraus, daB 


héchstens in der Entfernung =e von einem Punkte von G, sich Punkte 
aus Mt befinden miissen. mt 

Damit kann ich nun, ahnlich wie in § 11, zeigen, daB die Menge 9’ 
ein Teil von 9 ist. 


§ 14. 


Im Raume seien jetzt zwei stetige Funktionen « und v des Ortes 
gegeben. Ich kann dann zeigen, daB-es stets unendliche viele Wertsysteme 
(up, Uo) gibt, welche in zwei verschiedenen Punkten von ¥t angenommen 
werden. 

Es sei A ein Punkt aus 9’, dessen Triger AC sei, und BD der 
Triger des Punktes B aus X’, wobei C und D auBerhalb (0, b) liegen 
mégen (ich nehme dieselben Bezeichnungen, wie in § 12, obgleich es 
sich dort um die Ebene, hier um den Raum handelt). Haben u« und » 
die nimlichen Werte in A wie in B, so ist der Satz richtig. Ich kann 
also annehmen, daB etwa u in A den Wert u, und in B den davon ver- 
schiedenen Wert u, habe. Es sei dabei u,>u,. Ich setze: 


1 1 
-y (ty +m) =%, | (u, —%4) =9, 


lege um A und B die Kugeln (A, ¢), (B,¢) (Fig. 2) so klein, daB sie sich 
nicht schneiden und in ihnen u bezw. <u,—g und > u, +g ist. E und 
F seien die Schnittpunkte dieser Kugeln mit den Strahlen AC und BD. 

Ich denke mir aus der Reihe der Flichen @ die fortgelassen — 
und deren Zahl ist endlich —, welche EC und F'D schneiden. 
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Die erste von den tibrigbleibenden, die in (A, é) und (B, ¢) eindringt, 
sei die G,. Dann dringt jede andere ©, auch ein, wenn q>p ist. Sei 
nun der Punkt M in der Kugel (A,#) und N in 
(B, t) so gewiihlt, daB sie im Inneren von G, liegen, 
so sind sie auch im Inneren von ©&,. Verbinde ich 
sie im Inneren von ©, durch ein Kurvenstiick, und 
die Punkte C und D durch ein Kurvenstiick im 
AuBeren von (0, }) und fiige die Strecken AM und 
BN bei, so erhalte ich eine Kurve f, bestehend aus 
dem letzt erwaihnten Stiick, der Linie CA, AM, dem 
Kurvenstiick MN, den Strecken NB, BD. Diese 
Kurve trifft jede G, nur dort, wo die MA und NB 
sie schneiden, also jedesmal ungerade*) urid im Inneren 
von (A, t) bezw. (B, #). 


c 





bP / 


‘ = 
Die geschlossene Fliche G,, r > p, trifft (A, ¢) in 
vig. 2 einer oder mehreren geschlossenen Kurven. Da aber 


das von diesen begrenzte Stiick von @, durch f un- 

gerade geschnitten wird, muf eine von ihnen mit f£ verschlungen sein. 
In ihren Punkten ist «<u,—g. An sie setze ich nun Quadrat an 
Quadrat der Fliche ©, an, soweit sie durch Seiten zusammenhiingen, 
so lange als in den anzusetzenden Quadraten noch u < u, ist. Dies An- 
setzen muB ein Ende haben, weil in (B,?) auf G© u>u, ist. Ich er- 
halte so einen zusammenhingenden Teil von G,, der eine oder mehrere 
Grenzkurven haben kann. Aber mindestens eine von diesen mu mit f 
verschlungen sein, weil ich von einer solchen Kurve ausging und die an- 
gesetzten Quadrate f nicht trafen. Die Kurven, die ich so auf G,, G,,,,--- 
erhalte, seien g,, G2, G3, °° *- 

Diese Kurven lasse ich jetzt an die Stelle der a des § 7 treten, und 
v an die Stelle von z. 

Die dort verlangte Variable gm aber erhalte ich auf folgende Weise: 
Ich lege von O nach einem beliebigen Punkt P eine ganz willkiirliche 
Kurve p und bezeichne mit J den Wert des GauBschen Integrals 


8, — 8, ds, ds,’ | 


8, — 8,’ ds, ds,’ 
| 8, — 8, ds, ds,’ | 
Vis, — 8," + & —s,’) + (8, — 8, ’ 


*) Ich sage kurz ,,eine Kurve trifft oder schneidet eine Fliche wngerade“, statt 
in einer ungeraden Zahl von Punkten. 

















Abbildung von Mannigfaltigkeiten. 237 


Wo (8,, S,, 83) die Koordinaten eines Punktes auf f, (s,’, s,’, s,’) die eines 
Punktes auf p sind, und die Integration tiber f und p sich erstreckt. Da 
man ohne und mit Umschlingung von f von O nach P gehen kann, ist 
J nicht ganz bestimmt, vielmehr um ganze Vielfache von 42 unbestimmt. 


Nehme ich nun g = + J, so ist @ eine Variable von den gewiinschten 
Eigenschaften, weil ja die g, die £ umschlingen. 

Es folgt also nach den Resultaten der §§ 7—12, daB es unter den 
Staupunkten der Kurven g, die ja einen Teil von %’, und damit von ® 


bilden, zwei verschiedene gibt, die den beiden Funktionen « und v die 
nimlichen Werte u, und »v, erteilen. 


§ 16. 


Jetzt ist es nicht schwer, die im Eingang dieser Arbeit erwihnten 
drei Fille des Satzes: ,,DaB zwei Mannigfaltigkeiten verschiedener Dimen- 
sion nicht gegenseitig eindeutig und stetig aufeinander abgebildet werden 
kénnen“ zu beweisen, indem ich den zweiten Satz beweise: Daf n stetige 
und eindeutige Funktionen des Ortes auf einer n-dimensionalen Kugel stets 
unendlich viele Wertsysteme mindestens zweimal annehmen miissen — 
wenigstens fiir » = 1,2 oder 3. 

Im Falle » = 1 hat man einen Kreis, auf dem eine stetige Funktion 

w des Ortes gegeben sei. Nimmt w in zwei Punkten A und B des 
’ Kreises verschiedene Werte w, und w, an, so nimmt w jeden Zwischen- 
wert in zwei Punkten auf den beiden Teilen an, in die der Kreis durch 
die Punkte A und B zerfiillt. 

Fiir » = 2 hat man die Kugel 


(t — a)" + (4 — %)? + (& — a)? = 


Die beiden Funktionen, die in der Einleitung y, und y, hieBen, 
mégen jetzt w und w genannt werden. 

Auf der Kugel muf es zwei Punkte A und B geben, in denen die 
beiden Funktionen w, uw nicht die niimlichen Werte haben. Ich kann an- 
nehmen, in A habe w den Wert w,, in B den w,, und es sei w, + w,, 


— t =. = = =d und nehme dann diese 


Punkte A und B fiir die in § 1 gebrauchten, indem ich die Kugel von 
B aus auf ‘ihre Tangentenebene in A projiziere. Wenn ich den Projek- 
tionen die namlichen Werte von w und u zuteile, die sie in den Originalen 
haben, so hat in der Ebene im Punkt A w den Wert w, = w, — 2d. 
Wenn ich im § 2 die GréBe r so bestimme, daB in den Kugelpunkten, 
die zugleich im Inneren von (B,r) liegen, w > w, —d ist, so ist in der 


w,<w,. Ich setze w= 
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Ebene suBerhalb des Kreises vom Radius 2a /**% —1 w > w, — d, 


also auch > w,+d. Um den Punkt A kann ich einen Kreis (A, 7.) so 
schlagen, daB in ihm w< uw, +d—w,—d ist. Jede von A ausgehende, 
ins Unendliche laufende Kurve triigt nun Punkte, in denen w = w, ist. 
Sie liegen, wie es § 11 verlangt, alle auSerhalb des Kreises (A, 7,), aber 


innerhalb des Kreises (A, b), wenn b = 2a Vy . ~ an ist. Die Menge der 


Punkte ist unendlich und abgeschlossen. Denn wire in einem Haufungs- 

punkte P w nicht = w,, so kénnte ich eine Umgebung herstellen, in der 

er ebenfalls nicht =, wire, und P wiire dann kein Haufungspunkt. 

Nach § 12 folgt also, daB es in der Menge von Punkten, fiir die w = w, 

ist, sicher zwei verschiedene gibt, in denen auch u den namlichen Wert hat. 
Fiir » =3 habe ich die Kugel zu betrachten 


(ty — Gy)’ + (4 — 44)* + (by — Oy)” + (ty — 0)? = %, 

und die drei Funktionen seien nun w, u, v, statt wie friiher y,, y,, ¥; ge- 
nannt. Auch jetzt muB es zwei Punkte A und B der Kugel geben, in 
denen das Tripel (w, u, v) nicht das .gleiche ist. Ich mache dieselben An- 
nahmen und Bezeichnungen wie oben und finde dann, dab im Raume von 
drei Dimensionen, in den die obige Kugel stereographisch von B aus 
projiziert wird, in einer Kugel (A,r,) kein Punkt liegt, fiir den w = w, 
ist, wihrend auBerhalb (A,b) auch keiner sich befindet. In dem Hohl- 
raume zwischen beiden liegt die unendliche abgeschlossene Menge von 
Punkten mit w = w,. 

Ich finde also nach § 14, daB in zwei verschiedenen Punkten dieser 
Menge neben w = w, auch noch w« und v die nimlichen Werte u, und v, 


haben. 


Berichtigung zu meinem Aufsatz: ,,Historische Bemerkung zur Funktionen- 
theorie*, Band 60, Seite 398 ff. 


Seite 398 letzter Absatz ist vor Schréder anzufiihren: Seidel (Journ. f. r. u. ang. 
Math. Band 73). 
» 400 Zeile 12 v. o. muB es heiBen ,,Glieder der Reihe werden unendlich“ statt 
die Funktion wird unendlich“. 
» 401 ist der letzte Satz zu streichen. 


Herr Professor Landau in Berlin hatte die Giite, mich auf diese Fehler auf- 
merksam za machen. 





E. Srupy. Bemerkungen iiber analytische Fortsetzung. 


Kinige elementare Bemerkungen 
tiber den ProzeB der analytischen Fortsetzung. 


Von 


E. Srupy in Bonn. 


Ist w= u-+iv eine analytische Funktion der komplexen Verinder- 
lichen = 2+iy, w=f(z), so sind die reellen Komponenten u und v 
von w einzeln analytische Funktionen der reellen Komponenten x und y 
von 2: 

u=(z,y), v= ¥(2,y). 


Es steht also nichts im Wege, diese reellen Funktionen zu Funk- 
tionen von zwei komplexen Verinderlichen zu erweitern. Hiermit betritt 
man ein vierdimensionales Gebiet, und zwar gelangt man in dieses durch 
ein natiirliches, willkiirfreies Verfahren. Es wird also die Frage sich auf- 
dringen, ob man nicht auf einem Wege, der durch dieses Gebiet hin- 
durchfiihrt, einen analytischen Zusammenhang zwischen zwei im reellen 
(zweidimensionalen) Gebiete getrennten Lésungen u, und u, der Laplace- 
schen Gleichung, und damit zugleich auch einen natiirlichen Zusammen- 
hang zwischen zwei verschiedenen analytischen Funktionen der komplexen 
Verinderlichen ¢ herstellen kann. Ein solcher Zusammenhang wiirde be- 
sonders da von Interesse sein, wo die Funktionen f(z), p(a,y), ¥(2, y) 
eine natiirliche Grenze haben, die von einem reellen Zuge einer analyti- 
schen Kurve gebildet wird, z. B. von einer Kreislinie. Denn dann liefert 
ja bekanntlich die Schwarzsche Spiegelung an diesem Kurvenzuge eine 
neue Funktion f,(2), die jenseits der natiirlichen Grenze existiert. Es 
wird dann zu wissen erwiinscht sein, ob diese Funktion f,(¢) auberdem 
auch als eine natiirliche Fortsetzung der Funktion f(z) um deren Grenze 
herum aufgefaBt werden kann. 

Herr L. Schlesinger ist, nach persénlicher Mitteilung, schon vor 
lingerer Zeit zu der Einsicht gelangt, daB es sich im Falle der ellipti- 
schen Modulfunktionen nicht so verhilt. Indessen lift sich eine Ent- 
scheidung ganz allgemein und auch sehr leicht herbeifiihren. Man kann 
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es nimlich den Ausdriicken der Funktionen u, v unmittelbar ansehen, dab 
sie eine analytische Fortsetzung in andere reelle Funktionen niemals zu- 
lassen. 

Wir bezeichnen, wie iiblich, mit f die zu der Funktion f konjugiert- 
komplexe Funktion, und haben dann 


“= ; (f(a + iy) + fF (@ —iy)}, 


1 . , zi ; 
v= 5; (fe + ty) —f(@— ty)}. 
Lassen wir auch fiir z und y komplexe Werte zu, so ist deren Ver- 
anderlichkeit nur an die Einschrinkung gebunden, da8 die Funktionen 
f(x + iy) und f (2 — iy) aweier nunmehr unabhingiger komplexer Argu- 
mente x + iy und x — iy gleichzeitig existieren miissen. Diese Bedingung 
aber laBt sich noch etwas zweckmiiBiger ausdriicken. Erkliren wir vier 
reelle GréBen 2’, y’, ~”, y” und dann zwei komplexe GréBen 2’, 2’ durch 
die Gleichungen 
z—iy=a2 —iy, xv +iy =¢2, 
e+iy=a2’+iy”, 2” +iy”’ =2", 

und setzen wir analog 
u—iv=w —iv, w +ivr =w, 
u+io=—u'+iv", u’ +iv =w’, 

so sagen die bezeichneten Forderungen aus, daf die Funktionen 

w — f(“), ww’ = f(z”) 
existieren miissen. Es ergibt sich dann 


1 ”r —! 1 ”f _s 
c= {w” + @}, v= —(w — W@W}. 


Der vierdimensionale Existenzbereich der Funktionen u,v laBt sich 
also eindeutig-umkehrbar und stetig abbilden auf den Bereich, der aus 
allen Paaren 2’, 2” gewoéhnlicher komplexer Gréfen besteht, die in den 
Existenzbereich der Funktion f(z) fallen. Zugleich sieht man, daB die 
GréBen x und y nur dann reell werden, wenn 2 =z” wird. Gleichzeitig 
reduzieren sich dann auch u und v auf reelle Werte, und die Verbindung 
u + iv wird identisch mit der véllig bestimmten Funktion f(z). 

Hiermit ist unsere Behauptung erwiesen. Zugleich erkennen wir, 
daB sie einer bedeutenden Verallgemeinerung fihig ist. 

Man betrachte irgend eine analytische Mannigfaltigkeit M im Gebiete 
der komplexen Veriinderlichen z, --- z,. Setzt man dann z,= x,+ iy,, 80 
hat man vor sich eine Mannigfaltigkeit von gerader Dimensionenzahl 2r 
im Gebiete der 2” reellen Veriinderlichen z,, y,. Durch analytische Fort- 
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setzung leite man aus dieser eine neue analytische Mannigfaltigkeit M 
von der doppelten Dimensionenzahl 4r ab, die im Gebiete der komplexen 
Veriinderlichen x,, y, existiert. Dann ergibt sich, genau wie zuvor, daB die 
Punkte von It eindeutig-umkehrbar und stetig zugeordnet werden kénnen 
den Punktepaaren von M*), und daB die Punkte von M die einzigen 
reellen Punkte von Yt sind. Man kann daher von einem Punkte von M 
aus durch analytische Fortsetzung im Gebiete der komplexen Verinder- 
lichen x,, y, nur zu solchen reellen Punkten kommen, die auf M selbst 
gelegen sind, zu denen man also auch schon durch analytische Fortsetzung 
auf reellem Wege gelangen kann. — Der angewendete AbbildungsprozeB ist, 
wie man leicht erkennt, invariant gegentiber analytischen Transformationen 
der Verinderlichen z,. 


Mit der behandelten Frage ist eine zweite nahe verwandt, zu der 
man in der Theorie der konformen Abbildung gefiihrt wird. 

Nach einem bekannten, oben gelegentlich schon erwihnten Satze des 
Herrn H. A. Schwarz bestimmt in der Ebene der komplexen Veriinder- 
lichen z (oder z. B. auch auf der Riemannschen Zahlenkugel) jeder reelle 
regulire analytische Kurvenbogen eine sogenannte konforme Spiegelung, 
eine uneigentlich-konforme Abbildung, durch die in einer gewissen Um- 
gebung dieses Bogens die Punkte zu beiden Seiten involutorisch gepaart 
werden, wiihrend jeder Punkt des Bogens sich selbst entspricht.**) Ein 
reguliirer reeller Kurvenbogen aber kann nicht nur, wenn er durch sin- 
guliire Stellen algebraischen Charakters begrenzt wird, tiber diese hinaus 
analytisch fortgesetzt werden, sondern er kann auch mit anderen Bogen 
der Art auf komplexem Wege zusammenhingen. Welcher Zusammen- 
hang besteht dann zwischen allen den Schwarzschen Spiegelungen, die 
auf soleche Weise erhalten werden kénnen? 

Diese Frage, die merkwiirdigerweise noch nicht gestellt worden zu 
sein scheint, laBt sich nun sofort beantworten, wenn man bemerkt, daB 
die Schwarzsche Spiegelung nichts anderes ist als ein Ausschnitt aus 
einer allgemeineren, tibrigens liingst bekannten Art der Zuordnung. 

Sind £,  irgend welche komplexe GréBen, die wir etwa als recht- 
winklige Cartesische Koordinaten eines ,komplexen Punktes“ in der 
Ebene deuten wollen, so stellen Gleichungen der Form 


— —in =const., & + in = const. 

*) Ein noch etwas umfassenderer Satz findet sich bereits in einer Abhandlung 
des Herrn C. Segre (Math. Ann., Bd. 40, 1892, 8. 465, Z. 10—14), scheint aber bisher 
nicht beachtet worden zu sein. 

**) H. A. Schwarz, Ges. Werke, Bd. Il, S. 149—151. 
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gewisse imaginiire gerade Linien dar, die sogenannten Minimalgeraden, die 
wir als link- und rechtseitige Minimalgerade unterscheiden kénnen. Sind 
dann 2, y, u, v reelle GréBen, so wird durch die Gleichungen 


E—in=a2—iy, E+iny=—u+iv 


jedem komplexen Punkt (&, 7) ein wohlbestimmtes Paar reeller Punkte 
(a, y) und (uw, v) zugewiesen, und umgekehrt: das Paar der beiden reellen 
Punkte, die den durch (€, 7) gehenden Minimalgeraden angehéren. 

Nehmen wir jetzt an, daB der Punkt (&, 7) eine analytische Kurve 
durchliuft, die nicht eine Minimalgerade ist, so bedeutet — wie man ohne 
weiteres erkennt — die Zuordnung zwischen (2, y) und (u, v) eine reelle, 
(von singuliaren Stellen abgesehen) uneigentlich-konforme Abbildung. Um- 
gekehrt kann eine solche in der Form w=/(z) willkiirlich gegeben 
werden; sie bestimmt dann vermége der Gleichungen 


i ; (w +2), n= ;(w—2) 


eindeutig die zugehérige analytische Kurve, die verschieden ist von einer 
Minimalgeraden. Jede solche Kurve hat also ein reelles Bild in einer un- 
eigentlich-konformen Transformation z —+ w, durch die die Punkte zweier 
Riemannscher Flichen (z) und (w) eimander eindeutig-umkehrbar zu- 
geordnet werden.*) 

Ist nun die Kurve selbst reell, d. h. sind ihre Punkte paarweise kon- 
jugiert-komplex, so zeigt sich das an der Abbildung darin, daB die beiden 
Riemannschen Flichen (z) und (w) zusammenfallen, und dab jedes um- 
gekehrte Punktepaar w—+z ebenfalls ein Paar zugeordneter Punkte ist. 
Tritt tiberdies der Fall ein, daB die reelle Kurve einen oder mehrere 
reelle Ziige hat, so fallt jeder Punkt eines s<schen Kurvenzuges mit 
dem zugeordneten Punkt zusammen. Die Abbildung selbst aber stimmt in 
der Umgebung dieses Zuges (der einem bestimmten Blatte der Riemann- 
schen Fliche angehért) tiberein mit der Schwarzschen Spiegelung. 

Wenn also zu einer reellen analytischen Kurve mehrere Schwarzsche 
Spiegelungen gehéren, so hiingen diese immer durch analytische Fort- 
setzung, und zwar durch Fortsetzung auf reellem Wege, mit einander zu- 
sammen. Jede einzelne unter ihnen bestimmt vollkommen zugleich mit 
der ganzen Kurve alle iibrigen konformen Spiegelungen. 


*) Ist z. B. die ebene Kurve eine Gerade, so ist die zugehérige Abbildung eine 
uneigentliche Ahnlichkeitstransformation, und umgekehrt. Ist die Kurve ein (irredu- 
zibeler) Kreis, so ist die Abbildung irgend eine andere uneigentliche Mébiussche 
Kreisverwandtschaft, und umgekehrt. 
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Von den beiden besprochenen Siitzen gehért der:erste unmittelbar 
der allgemeinen Theorie der analytischen Funktionen an; der zweite, in 
geometrischer Einkleidung vorgetragene, aber kann wenigstens dieser 
Theorie untergeordnet werden. Gleichungen der Form w = f(2) sind zwar 
nicht analytisch im iiblichen Sinne des Wortes, und sie sind vielleicht 
nicht in gleichem Grade niitzliche Verallgemeinerungen ,,reeller“ Glei- 
chungen «=/(x), wie Gleichungen der Form w=f{(z). Indessen hat 
doch die Theorie der analytischen Funktionen auch zur Betrachtung der- 
artiger Abhingigkeiten genétigt. Der ebenfalls von Herrn Schwarz for- 
mulierte Satz z. B., daB eine analytische Funktion, die in den Punkten 
eines reellen analytischen Kurvenbogens reelle Werte hat, in den spiegel- 
bildlich einander entsprechenden Punkten zu beideu Seiten des Kurven- 
bogens konjugiert-komplexe Werte annimmt, gehért gew:B der allgemeinen 
Funktionentheorie an: die geometrische Fassung; irt nebensiichlich und 
kénnte auch durch eine andere ersetzt werden. Das gleiche gilt dann 
auch von unserer Bemerkung iiber den Zusammenhang verschiedener kon- 
former Spiegelungen. Diese aber beruht, soviel wir sehen, ganz und gar 
darauf, daB man die zweidimensionale Mannigfaltigkeit (2) oder (a, y), die 
durch Erweiterung der sogenannten reellen Mannigfaltigkeit (7) entstan- 
den ist, von neuem dem gleichen ErweiterungsprozeB unterwirft, sie als 
enthalten in einer vierdimensionalen Mannigfaltigkeit (&, 7) auffaBt. 

Dieser letzte ProzeB liuft nun auf den Gebrauch bikomplexer GréBen 
hinaus. In der Tat, hat man die reellen GréBen x und y in der Form 
z=x-+iy zu einer sogenannten komplexen GréBe zusammengefabt, so 
braucht man zur Zusammenfassung zweier GréBen &, 7, die selbst schon 
komplex sind, eine neue Einheit, die man tibrigens denselben Verkniipfungs- 
regeln unterwerfen wird. Man wird etwa in obiger Formel das Zahlen- 
paar (0, 1) statt mit 7, mit j bezeichnen. Dann kann man ohne Mebhr- 
deutigkeit €=§+jy (und z=x2+ jy) setzen, sofern man bei der 
Darstellung von € und y selbst das Zeichen i beibehiilt: 


E=§, + 1&, y= + ins, €=& + jn. 


Mag man sich nun der Zusammenfassung von je vier Gleichungen in 
eine einzige mit Hilfe eines Systems bikomplexer Gréfen der Form 


Ay + A,t + Oyj + asij, 
(@—_—1, #?=——1, ij =ji) 


bedienen wollen, oder nicht, an der Sache wird dadurch nur Unwesent- 
liches geiindert: Ist die vorgetragene wenn auch noch so unbedeutende 
Ergiinzung zu dem Satze von der konformen Spiegelung verniinftig, ent- 
hilt sie eine irgendwie niitzliche Erkenntnis, dann kann zwar (wie es 
16* 
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ohne Zweifel geschehen wird) auch fernerhin behauptet, aber nicht mit 
Recht behauptet werden, daB die Erweiterung des Bereiches der reellen 
GréBen zum Bereiche der gemeinen komplexen Gréfen in der allgemeinen 
Analysis ausreichend, und noch weniger, daB sie allein zuldssig sei. Denn 
diese Behauptung schlieBt, wie uns scheint, die andere ein, daB die zu 
jener Erkenntnis unentbehrliche doppelte Erweiterung des Bereiches der 
reellen GréBen iiberfliissig, ja sogar ein methodischer Mibgriff sei. 

Die zentrale Stellung der gemeinen komplexen Gréfen und ihrer 
Funktionen ist gewiB durch die ganze Entwickelung der modernen Mathe- 
matik gewihrleistet. In den Erérterungen iiber den ,,tieferen Grund“ dieser 
Erscheinung — oder vielmehr, bei den Versuchen, ihr einen méglichst 
priignanten Ausdruck zu geben — ist man aber unseres Erachtens etwas 
dogmatisch zu Werke gegangen. Zuniichst bleiben diese Erérterungen alle 
auf dem Boden der Algebra.*) Daher bietet vielleicht unsere Bemerkung eine 
Ergianzung, wonach bei transzendenten Funktionen natiirliche Grenzen auch 
im hyperkomplexen Gebiete (bei Anwendung des beschriebenen natiirlichen 
Erweiterungsprozesses) nicht umgangen werden kénnen. Aber allzugroBes 
Gewicht hat man unseres Erachtens auf die Forderung gelegt, dab auch 
in dem erweiterten Gebiete ein Produkt nicht soll verschwinden kénnen, 
wenn nicht einer der Faktoren verschwindet. 

Mit dem Nachweise, daB dann der Fundamentalsatz der Algebra seine 
Giiltigkeit verliert, wird zwar die ausgezeichnete Stellung der gemeinen 
komplexen GréBen auf eine kurze Formel gebracht, die Anwendung anderer 
komplexer GréBen aber, auch in der allgemeinen Analysis, nicht endgiiltig 
ausgeschlossen. Es diirfte auch zu bedenken sein, dab man schon bei 
dem Ubergang zu den gemeinen komplexen Gréfen kaum minder wichtige 
Eigenschaften der reellen GréfBen aufgibt, nimlich die durch Ungleichungen 
ausgedriickten Anordnungssitze. 

Sind diese Uherlegungen sachgemiB, so wird jener bekannte Aus- 
spruch von GauB**), an den alle diese Erérterungen angekniipft haben 
(falls man ihn im Sinne von WeierstraB deuten will), selbst dann nicht 
in vollem Umfange aufrecht zu erhalten sein, wenn man das von Gaui 
in einem sonst gewiB nicht iiblichen Sinne gebrauchte Wort ,nicht zu- 
lissig“ durch die milderen Ausdriicke ,unzweckmibig“ oder ,,iiberfliissig“ 
erklart. 

Es ist gewib, daB jedes Wort des Princeps Mathematicorum die aller- 


*) DaB schon von diesem Gesichtspunkte aus die von Weierstra8 und anderen 
bekundeten Ansichten sich nicht in vollem Umfange aufrecht erhalten lassen, hat der 
Verfasser bei anderen Gelegenheiten darzulegen versucht (Gétt. Nachr. 1898, 8. 5—8. 
Geometrie der Dynamen, Leipzig 1903, 8. 596). 

**) GauB Werke, Bd. I, S. 178. 
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sorgfaltigste Erwigung verdient (einige Kommentatoren scheinen uns die 
Worte ,,in der allgemeinen Arithmetik“ nicht hinreichend beachtet zu 
haben). Indessen aus einem seiner Ausspriiche ein Verbot gewisser 
Forschungsrichtungen oder ein aprioristisches Werturteil iiber diese ab- 
leiten zu wollen, das scheint uns wirklich unzuldssig zu sein, im eigent- 
lichen, nicht abgeschwiichten Sinne des Wortes.*) Es kommt hinzu, dab 
wir nicht einmal sicher sein kénnen, recht verstanden zu haben: So hat 
sich Dedekind der WeierstraBbchen Interpretation jener fragmentarischen 
und dunkeln AuBerung nicht angeschlossen. 

Im Grunde ist eigentlich schon nicht einzusehen, warum die Lésungen 
der Laplaceschen Gleichung nicht in das komplexe Gebiet hinein sollen 
fortgesetzt werden diirfen, da man doch alle anderen analytischen Funk- 
tionen von zwei reellen Veriinderlichen dieser Fortsetzung unterwirft. Ist 
es tiberhaupt méglich, die wissenschaftliche Systematik auf diese Art zu 
durchléchern ? 

Im iibrigen verweisen wir wegen des zuerst von Herrn Segre an- 
gewendeten Prozesses der wiederholten Erweiterung des betrachteten 
GriBengebietes auf dessen schon erwihnte Abhandlung, und auBerdem auf 
eine Arbeit des Verfassers ,Sugli enti analitici“, die kiirzlich in den Rendi- 
conti del Circolo Matematico di Palermo (t. XXI, p. 345) erschienen ist. 
Man findet dort allgemeinere Entwicklungen, u. a. auch eine Ausdehnung 
des Begriffs der Schwarzschen Spiegelung auf die Theorie einer unbe- 
stimmten Zahl von komplexen Veriinderlichen. 

Anwendungen der vorgetragenen und verwandter Ideen sollen den 
Gegenstand weiterer Arbeiten bilden, in denen der Verfasser besonders 
gewisse flichentreue Abbildungen als ein Seitenstiick zu den konformen 
Abbildungen und in ihrer Beziehung zu diesen eingehend zu erértern 
gedenkt. 





*) Wir sehen davon ab, durch Zitate (aus den Schriften namhafter Autoren) zu 
zeigen, daB wir hier nicht etwa offene Tiiren einrennen. 
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Ein Satz aber eindeutige Abbildung und seine Anwendung in 
der Variationsrechnung. 


Von 


Oskar Bouza in Chicago. 


Um den fraglichen Satz bequemer formulieren zu kénnen, wollen 
wir sagen, ein Punkt (7) —(z,,2,,---,2,) liege in der Umgebung (0) 
einer im Raum der Variabeln x definierten Punktmenge Yt, wenn er in 
der Umgebung (9) irgend eines Punktes von Mt liegt, dh. also, wenn 
es mindestens einen Punkt (%) von M gibt, so dab 


Z—-ZF%i/<e, t=—1,2,---,n. 
Die hierdurch definierte Umgebung (@) der Menge 2 wollen wir mit 
(@)m bezeichnen. 


Es soll nun zuniichst der folgende Satz*) bewiesen werden: 
Satz I: Die n reellen eindeutigen Funktionen 


(1) Y; = f(y Vey ** +) Ty), i=1,2,---,m 

nebst ihren ersten partiellen Ableitungen seien stetig im Innern eines Be- 
reiches**) U; ferner mige die durch die Gleichungen (1) definierte Be- 
ziehung zwischen dem (x)-Raum und dem (y)-Raum ein-eindeutig sein fiir 


eine im Innern von % gelegene, beschriinkte***), abgeschlossene Punkt- 


menge ©, und endlich sei die Funktionaldeterminante 
— hs fry -* +> tw) 


A (yy Hay °* +5 My) C (yy yy +++) Ly) 


in © von Null verschieden. 


Alsdann lipt sich eine ganz im Innern von U gelegene Umgebung (o)g 
von © angeben, derart daB die Gleichwngen (1) eine ein-eindeutige Be- 


*) Der Satz ist eine Verallgemeinerung eines Satzes, den ich in § 34 meiner 
Lectures on the Calculus of Variations (Chicago 1904) bewiesen habe. 

™) Wir gebrauchen das Wort ,,Bereich“ fiir eine Punktmenge, welche innere 
Punkte enthiilt. 
*) borné. 
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siehung zwischen dem Bereich (9)— und dessen Bild ©, im (y)-Raum 
definieren. 
Man zeigt zunichst leicht, daB sich eine positive GréBe d so klein 
angeben liBt, daB die Umgebung (d)g ganz im Innern von & liegt. 
Dann wihle man eine abnehmende Folge positiver GréBen mit der 


Grenze Null: 
(2) d>o,>0,>::->e,>-:-->9, 


L 9, =9. 


Angenommen nun, es gabe fiir jeden Wert des Index v in (9,)¢ mindestens 
ein Paar verschiedener Punkte 
(x) — (#15, Lar, soda Sar), (x;') = (ai, Se, + Sao), 

deren Bilder im (y)-Raum zusammenfallen. Dann kénnen wir den beiden 
Punkten (2), (x) zwei Punkte (&,) resp. (&) von © zuordnen, derart, dab 
(3) ‘tiv — Eel <e,,  |2ir — Sir] <Q, 
Wir betrachten jetzt die Punktmenge 

{2,} ares { (&1,, E3,, ae | a Ei, E35 =. See} 
im 2n-dimensionalen Raum 2, ---, 2%; %,°-+, %. Sie ist in der be- 
schrinkten, abgeschlossenen Menge 
D: Li, %2,-++,%, in C, az, 23,---,a, in © 
enthalten. Enthialt daher die Menge {z,} unendlich viele verschiedene 
Punkte, so besitzt sie mindestens einen Hiufungspunkt 

h = (ai, “* y ay; a, “* 5 an), 

der zugleich Hiiufungspunkt von D ist und daher zu D gehért, d. h. (a’) 


ist ein Punkt von © und ebenso (a”). Es lat sich dann eine unendliche 
Teilfolge {2, } aus {2,} herausheben, so dab 


L 4, = hy Muga > My 


u=e 


d. h. 
(4) L (&,)=(@), LD (&,) =(@’). 
M=e 


uae 

Enthalt die Menge {z,} nur eine endliche Anzahl verschiedener Punkte, 

so laBt sich aus {z,} eine unendliche Teilfolge {z,,} von gleichen 

Punkten herausgreifen, und man gelangt zu demselben Resultat (4). 
Verbindet man (4) mit (2) und (3), so folgt, daB auch 


(5) Ey) = @)y LE (ei) = (@’). 
Es la8t sich nun aber zeigen, dab 
(6) (a’) = (@”). 
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Denn setzt man 
Dati, «+ +5 a3 Hi, ++, a0) = >? [fil@i, +5 4) — fais «++, aay, 
i=1 
so ist nach der Definition der Punkte (2,), (x): 
D(xi,,, ery nrg) ivy» —— Tnvy) =, 


und daher, wenn wir zur Grenze «= -+ oo iibergehen und beachten, 
daB D(aj,---, 223 @1,°-+)%,) M G,+++,a,3 a,---, a, stetig ist: 


D(aj, +++, @n, a ,--+,@,)=0, 
also 


f(@1, +++) Gn) = f,(ai,---,@n), i= 1,2,---,m. 
Da wir aber voraussetzen, daB die Abbildung (1) fiir die Menge © ein- 
eindeutig ist, so folgt hieraus 
(a’) = (a”). 

Aus unserer Annahme folgt also, dab es einen Punkt (a) von © gibt, 
derart, daB in jeder Nihe von (a) Paare von verschiedenen Punkten 
existieren, deren Bilder im (y)-Raum zusammenfallen. 

Dies ist aber nach dem Satz iiber implizite Funktionen nicht méglich, 


da die Funktionen /;(7,,--:,2,) nebst ihren ersten Ableitungen in der 
Umgebung von (a) stetig sind und iiberdies 


A(a,---,4,) +0. 


Wir sind also zu einem Widerspruch gelangt; daher muB es mindestens 
einen Wert » =r geben, derart, dab zwei verschiedenen Punkten von 
(o-)¢ allemal zwei verschiedene Punkte im (y)-Raum entsprechen. Dasselbe 
gilt dann a fortiori fiir die Umgebung (9)¢, sobald 9 = 9, gewahlt wird, 
womit unser Satz bewiesen ist. 


Zusatz I: Die Gripe o lapt sich so klein wiihlen, dap jeder Punkt 
des Bildes S, von (9) ein innerer Punkt von ©, ist, und dap die durch 


Auflisung der Gleichungen (1) erhaltenen und in ©, eindeutig definierten 
inversen Funktionen 


(7) = V(Yrr Yer" Yn)»  *=1,2,-++,m 


im Bereich ©, stetig sind wnd stetige partielle Ableitungen erster Ordnung 
besitzen. 


+ 
Denn bezeichnet man mit © denjenigen Bestandteil von &, in welchem 


A(a,,--+,%,)>0, mit € denjenigen, in welchem A(z,,---,Z,) <0, so 
folgt leicht aus den iiber die Menge © gemachten Voraussetzungen, dab 


+ — 
auch die Mengen © und © beschrinkt und abgeschlossen sind. Nach 
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bekannten Siitzen*) iiber stetige Funktionen folgt dann, indem man zu- 


nichst G und © getrennt betrachtet, daB sich eine positive GréBe d, so 
wihlen laBt, daB 

Alas) +0 in ()e, 
sobald 9 < d,. 

Wird @ dieser Bedingung entsprechend und zugleich = 9, gewahlt, 
so fiihrt der Satz tiber implizite Funktionen unmittelbar zum Beweis der 
oben ausgesprochenen Behauptungen. 

Es sei € das Bild der Menge © im (y)-Raum; dann ist die Menge €, 
ebenso wie ©, beschriinkt und abgeschlossen.**) Da sie in ©, enthalten 
ist, so liegt sie nach dem Vorigen ganz im Innern von S,. Daraus folgt 

Zusatz Il: Es lat sich eine Umgebung (6)g des Bildes E von © 
angeben, welche ganz in ©, liegt. 

Hiernach laiBt sich der Satz I auch so aussprechen: Unter den an- 
gegebenen Voraussetzungen lassen sich zwei positive GréBen @ und 6 an- 
geben, derart, daB fiir jedes (y) in (o)¢ die Gleichungen (1) eine und nur 
eine Lésung (#) in (9)¢ besitzen. 

In dieser Form li£t sich der Satz auf implizite Funktionen verall- 
gemeinern, und man erhilt den folgenden 


Satz Il: Es sei das System von n Gleichungen gegeben: 


(8) fi(%; Hey***y Ling Yy> Yor’ *) Yn) _ 0, 
t=—1,2,---,n, 


wobei die Funktionen f, nebst ihren ersten partiellen Ableitungen als Funk- 
tionen ihrer m+n Argumente im Innern eines Bereiches XU stetig sind. 

Die Gleichungen (8) mégen befriedigt sein fiir die siimtlichen Punkte 
einer ganz im Innern von U gelegenen, beschriinkten, abgeschlossenen Punkt- 
menge A, welche die Eigenschaft hat, daB, wenn (21,++-,Xiny Yiy***> Yn) 
und (@5,-++;%my Yiyr***, Yr) swei verschiedene Punkte von © sind, dann 
allemal (x4, - ++, Zin) + (21, +++) Lm). 

Endlich sei die Funktionaldeterminante 


9 Cth» fw 40 in ©. 
\ ) Es 9) 
Wenn alsdann X (resp. Y) die Projektion***) der Menge © in den 
(a,,---, #,)-Raum (resp. den (y,,-+-,y,)-Raum) bezeichnet, so lassen sich 
*) Vgl. Jordan, Cours d’Analyse, I, Nr. 62, 64. 
**) Vgl. Jordan, 1. c. Nr. 64. 
“*) Unter der Projektion eines Punktes (x, ---, 2),; yj,---,y/,) von © in den 
)-Raum wird der Punkt: (2) = (x},---, 2’) verstanden. 
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zwei positive Gripen @ und o angeben, derart daB fiir jedes (x) in der 
Umgebung (6)x die Gleichungen (8) eine und nur eine Lisung (y) besitzen, 
fiir welche der Punkt (x, y) in der Umgebung (0)g liegt; die hierdurch fiir 
den Bereich (6)x eindeutig definierten impliziten Funktionen 
(10) ¥; v;(4;, - = Sm) 
sind in diesem Bereich stetig und besitzen stetige partielle Ableitungen erster 
Ordnung. 

Zum Beweis betrachte man das Gleichungssystem 


“=2,, h=—1,2,---,m, 
Um +i = Fi (yy ° +) Bmy Yay? *y Ya)> é—1,2,---,n. 
Dasselbe erfiillt alle Bedingungen des Satzes I und laBt sich daher in 
dem angegebenen Sinn eindeutig nach 2,,---,%m, Y,,°*-) Yn aufldsen. 


Setzt man insbesondere w,,,; = 0, ---, Unin =O, so erhilt man den 
obigen Satz. 

Um die Brauchbarkeit der angegebenen Siize zu zeigen, fiihre ich 
zwei der Variationsrechnung entlehnte Beispiele an: 

1) Der Satz von der Existenz eines Feldes. 

Es sei im » + 1-dimensionalen Raum eine »-fach unendliche Kurven- 
schar in Parameterdarstellung gegeben: 


(12) x, = @,(t, a, Ag, °°, a,), i=1,2,---,n+1, 


wobei die Funktionen , nebst ihren ersten partiellen Ableitungen stetig 
sein sollen in dem Bereich 


(13) T<t<T,, \a,—a’ <d. 
Die spezielle Kurve 
: a= p(t; a,°, a,°, "Ty a,°), ty < t < ti, 


wo T,<t, t,<7,, soll keine mehrfachen Punkte besitzen, und die 
Funktionaldeterminante 


am, Por" * “> Pn) 
ott, a, = ae a,,) 


sei von Null verschieden fiir 


(14) £ StS, a, = a,°, rey a, = a,°. 


Dann |aBt sich eine positive GréBe x angeben, derart dab die Gleichungen (12) 
eine ein-eindeutige Beziehung zwischen dem Bereich 


(15) t—-x<t<t+x, |a,—af| <x, i=1,2,---,n, 


und dessen Bild S, im (v)-Raum definieren; mit andern Worten: durch 
jeden Punkt des Bereiches S, geht eine und nur eine Kurve der Schar (12), 
fiir welche die Bedingungen (14) erfiillt sind. 






a 
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Der Beweis folgt unmittelbar aus Satz I; die Menge © ist hier durch 
(14) definiert, die Umgebung (x)g durch (15). 

Das Bild S, ist hier ein Kontinuum, da*) die Menge (15) zusammen- 
hiangend ist. 

In dem speziellen Fall der nicht-parametrischen Darstellung hat eine 
der Gleichungen, z. B. die letzte, die Form 


atime 


und die Bedingung, daB die Kurve € keine mebrfachen Punkte enthilt, 
ist stets erfiillt, kann also bei der Formulierung des Satzes weggelassen 
werden. 

2) Reduktion der Differentialgleichungen fiir das allgemeinste Problem 
des Extremums eines einfachen Integrals auf ein kanonisches System**): 

Auch bei dieser bekannten Aufgabe tritt eine Schwierigkeit beziiglich 
der eindeutigen Auflésung eines Gleichungssystems auf, welche durch den 
obigen Satz II in befriedigender Weise gelést werden kann. Die Funktionen 


F(X, Yay °°" Yn> "5 cae Yn)» f, (2, Yir°**s Yn» Ys5°**y Yn ds e=1,2,--,r 


seien als Funktionen ihrer 2+ 1 Argumente nebst ihren partiellen 
Ableitungen bis zur dritten Ordnung (inkl.) im Innern eines Bereiches A 
stetig, und es werde 


x 


r 


Q=f+ Dah, 


@=1 


OQ 
Q= F a+i~ ay; 


"OY; 


? 


gesetzt. Es handelt sich dann um die Auflésungen des Gleichungssystems 
Mp -R i=1,2,---,n, 
f,=9, e=1,2,---,r 


nach den Unbekannten y,’,---,y,', 4,,°°*; A, 
Dabei soll angenommen werden, daB man eine Lésung 


aes y,(*), A, = 4,(2) 
der Differentialgleichungen 
Q; 


(16) 


d 
—— 244;,=9, f,=9 


~~ da 


von folgenden Eigenschaften gefunden habe: 


*) Vgl. Jordan, 1. c. Nr. 64. 

**) Ich folge der Bezeichnung von A. Mayer in den Abhandlungen: Uber den 
Hilbertschen Unabhingigkeitssatz etc., Saichsische Berichte, Mai 1903, Mai 1905, 
Juli 1905. Abgedruckt in Math. Ann. Bd. 58 und 62. 
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Die Funktionen y,(z) nebst ihren ersten und zweiten Ableitungen, 
die Funktionen 4,(x) nebst ihren ersten Ableitungen sind stetig in einem 
Intervall (%,7,) und die Kurve 

% << hy, Y=YZ), Y= y,(2) 
liegt ganz im Innern des Bereiches &. Endlich soll die Funktional- 
determinante 
O(Q,44> oe Qaas hh _—. f,) 
ayy, my ~ A dys ~ 5 4) 
von Null verschieden sein fiir 
ILS, ¥=¥(2Z), 4 = y¥(), A, = 4,(2). 
Definiert man dann die Funktionen v,(z) durch 
v,(x) — Q.4i(%, Wy, y; (@), ++, 4,@),--°), 


so lassen sich die Gleichungen (16) im Sinne des Satzes II eindeutig 
nach ¥,,---;Y,> 4,,°°*,4, auflésen fiir jedes Wertsystem 2, y,,---, ¥,, 
M,,°**, v, im einer gewissen Umgebung (o) der Kurve 


Xo < z < Ty, iF a y(*), v; _ v,(2). 


Freiburg i./B., den 26 Mirz 1906. 
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Uber die Herleitung der Differentialgleichungen der Variations- 
rechnung. 


Von 


Hans Haun in Wien. 


Fir die Variationsrechnung ist die Frage von groBer Bedeutung, ob 
es auBer den durch die Lagrangeschen Gleichungen gelieferten (stetigen 
und unstetigen) Lésungen noch andere Lésungen geben kann. Man ist 
aber auch im einfachsten Falle iiber das von Du Bois-Reymond erzielte 
Resultat, daB sich unter den stetig differenzierbaren Funktionen keine 
neuen Lésungen finden kénnen, nicht wesentlich hinausgelangt, denn die 
Abhandlung von Whittemore*) laBt nur sehr spezielle Verteilung der 
Unstetigkeitsstellen zu und fiihrt auch dann nur unter bedeutenden Ein- 
schrinkungen zum Ziele, und auch die in der Dissertation von Gernet**) 
angedeutete Methode bedarf zu ihrer exakten Durchfiihrung sehr weit- 
gehender Voraussetzungen iiber das zu untersuchende Variationsproblem. 
Im ersten Abschnitte dieses Aufsatzes wird nun gezeigt, da alle rekti- 
fizierbaren durchwegs mit einer Tangente versehenen Lésungskurven eines 
Variationsproblems mit den stetigen Liésungen der Lagrangeschen Glei- 
chungen iibereinstimmen, wihrend die bloB mit einer einseitigen Tangente 
versehenen Lésungskurven mit den bekannten unstetigen Lésungen zu- 
sammenfallen. Der zweite Teil dieses Aufsatzes beschiftigt sich mit dem 
allgemeinen Probleme der Variationsrechnung. Ich habe vor einiger Zeit 
eine Methode angegeben***), um auch in diesem Falle die Lagrange- 
schen Gleichungen aufstellen zu kénnen unter der Voraussetzung, daB die 
Lésungen bloB einmal stetig differenzierbar sind. Hier nun zeige ich, wie 
das mittlerweile von Hilbert+) mitgeteilte Verfahren zur Aufstellung dieser 
Gleichungen, das zweimalige Differenzierbarkeit voraussetzt, modifiziert 


*) Annals of math. (2) 2 (1900). 

“*) Gétt. Diss. 1902, p. 53. 
***) Monatshefte f. Math. u. Phys. 14 (1903). 
t) Gott. Nachr. 1905. 
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werden kann, so daB auch dieses Verfahren nur mehr die Existenz stetiger 
erster Ableitungen der gesuchten Lésung voraussetzt. 


§ 1. 

Das eimfachste Problem der Variationsrechnung verlangt, in einer ge- 
gebenen Klasse von Kurven, die zwei feste Punkte der Ebene miteinander 
verbinden, diejenigen aufzufinden, welche einem Kurvenintegrale von der 
Form: ; 

(1) J F(a, y; x, y)dt 
einen kleineren (oder gréBeren) Wert erteilen, als jede andere geniigend 
benachbarte, dieselben Punkte verbindende Kurve. 

Soll der Wert des Integrals (1) unabhiingig sein von der Art der 
Darstellung der Kurvenkoordinaten durch den Parameter ¢, so mu be- 
kanntlich fiir alle positiven Zahlen k die Beziehung bestehen: 

F(x, y; ka’, ky’) =k F(a, y; x,y). 

Wir setzen dieselbe als erfiillt voraus. Ferner sei die Funktion 
F(z, y; x,y’) im allen in Betracht kommenden Punkten der Ebene eine 
regulir-analytische Funktion ihrer vier Argumente, und zwar fiir alle end- 
lichen Wertepaare 2’, y', ausgenommen etwa das Wertepaar 0, 0. 

Die in der Variationsrechnung iibliche Methode lehrt, unser Problem 
zu lésen, wenn die oben genannte Kurvenklasse aus allen denjenigen 
Kurven besteht, deren Koordinaten sich als zweimal stetig differenzierbare 
Funktionen eines Parameters ¢ darstellen lassen. Diese Kurven haben in 
jedem Punkte eine Tangente und eine bestimmte endliche Kriimmung; 
die Neigung der Tangente gegen die Koordinatenachsen, sowie die Kriim- 
mung fndern sich stetig von Punkt zu Punkt. Die gesuchte Kurve mub 
dann bekanntlich den beiden (voneinander nicht unabhiingigen) Differen- 
tialgleichungen geniigen: 

: eF «do6F @F 4éF 
(2) ; - 


te diag "5 dy atay~” 
den sogenannten Lagrangeschen Gleichungen*) des Problems. 

P. Du Bois-Reymond*™) gelang es zu beweisen, dab, wenn man 
die eben angefiihrte Kurvenklasse durch die Klasse aller derjenigen Kurven 


ersetzt, deren Koordinaten sich durch einmal stetig differenzierbare Funk- 
*) 0. Bolza bezeichnet diese Gleichungen in seinen ,,Lectures on the Calculus 
of Variations‘ als Eulersche Gleichungen. 
**) Math. Ann. 15 (1879), p. 564. Eine einfachere Fassung des Beweises riihrt 
von Hilbert her. Beide Fassungen sind wiedergegeben in Bolza, Lectures, p. 22. 
Ferner ein sehr einfacher Beweis von E. Zermelo, Math. Ann. 58. 
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tionen eines Parameters ¢ darstellen lassen, zu den durch dié Lagrange- 
schen Gleichungen gelieferten Lésungen keine weiteren hinzukommen. 
Die nunmehr zugelassenen Kurven besitzen also in jedem Punkte eine be- 
stimmte Tangente, deren Neigung gegen die Koordinatenachsen sich stetig 
indert. Kine solche Kurve ist bekanntlich stets rektifizierbar. 

Im folgenden wird nun diese Kurvenklasse abermals durch eine um- 
fassendere ersetzt: Es soll von den Kurveh, unter denen die Liésung des 
Variationsproblems gesucht wird, nur vorausgesetzt werden, daB sie rekti- 
fizierbar sind und in jedem Punkte eine bestimmte Tangente besitzen, 
und es soll dargetan werden, daB auch hierdurch keine neuen Lésungen 
zustande kommen.*) Es ist klar, dab die hier betrachtete Kurvenklasse 
jede der beiden friiher erwihnten in sich einschlieBt, aber wesentlich all- 
gemeiner ist. 

Zuniichst sei darauf hingewiesen, da fiir jede Kurve aus unserer 
Klasse der Begriff des Kurvenintegrals einen Sinn besitzt. In der Tat 
kénnen wir, da die Kurve als rektifizierbar vorausgesetzt ist, die vom An- 
fangspunkte der Integration an gemessene Bogenlinge s als Parameter 
einfiihren. Bezeichnen wir mit y den Winkel, den die Tangente an die 
Kurve im Punkte s (positiv gerechnet in der Richtung wachsenden s) mit 
der positiven x-Achse einschlieBt, so ist: 

x(s + h) — x(s) 





= ii a e 
nd yao Yee —20P +yeTh—yO} 


dy — hie eee 


sao Viz@+h —2@}+[y@+h —y@} 





(3) 





Es sind also cosy und siny dargestellt als Grenzen stetiger Funk- 
tionen, und sind daher — nach der Terminologie von R. Baire**) — 
Funktionen der ersten Klasse. Dasselbe gilt, da F(x, y; 2’, y’) stetig von 
seinen vier Argumenten abhiingt, von der Funktion F(z, y; cos y, sin y)***); 
dieser Ausdruck ist also integrierbar im Sinne von H. Lebesgue?) 
und das Integral: 


Fe, y; cosy, siny)ds 
0 


*) Die sogenannten diskontinuierlichen Lésungen geniigen unseren Forderungen 
nicht, da sie nicht in jedem Punkte eine Tangente besitzen. Dieselben kommen am 
Schlusse dieses Paragraphen zur Behandlung. 

**) Siehe etwa R. Baire, Lecons sur les fonctions discontinues. Paris, Gauthier- 
Viliars, 1905. 

***) Vgl. etwa H. Lebesgue, Journ. de math., 1905, p. 153. 
+) H. Lebesgue, Lecons sur l’intégration. Paris, Gauthier-Villars, 1904, p. 111. 
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bezeichnen wir als das tiber unsere Kurve erstreckte Integral der Funk- 
tion F(a, y; x’, y’). Man erkennt ferner leicht, dab, wenn mit 2’(s) und 
y'(s) irgend welche der vier Derivierten von x(s) und y(s) bezeichnet 
werden, stets die Beziehung besteht: 


F(a, y; x (s), y'(s))ds = { F(2, y; cos y, sin y)ds. 
0 0 

In der Tat: Zuniichst hat der links stehende Ausdruck immer einen 
Sinn, da 2’(s) sowohl als y/(s) und somit auch F(z, y; «’(s), y(s)) héch- 
stens von der zweiten Klasse sind.*) Andererseits kénnen sich 2z’(s) und 
y(s) von cosy und siny héchstens in den Punkten einer Menge vom 
MaBe Null unterscheiden**); auf die Werte des Integranden in einer 
solechen Punktmenge kommt es aber bei der Integration von Funktionen, 
deren Werte zwischen endlichen Grenzen liegen — und nur um solche 
handelt es sich hier —, bekanntlich gar nicht an. 

Soll nun das Stiick (s,s,) unserer Kurve dem Integral (1) einen 
kleinsten oder gréften Wert erteilen, so ergibt eine bekannte Schlubweise, 
daB das tiber diesen Kurvenbogen erstreckte Integral: 


or, aF..\, 
fee + Fo ot 5a wt Gye) ds 


$0 
den Wert Null haben mufB fiir alle stetigen, abteilungsweise stetig diffe- 
renzierbaren Funktionen u(s), v(s), die fiir s = s, und s = s, verschwinden. 
Dasselbe gilt somit fiir jedes einzelne der Integrale: 


f{@ u+ or w) ds; Sere) ds. 


So 













Wir zeigen zuniichst, daB die Gleichung besteht: 


(4) fezuas—— ff ras) u'(s) ds. 


Auf Grund unserer Voraussetzungen liegen die Werte der Funktion 
zwischen endlichen Grenzen. Es liegen daher auch die Werte der 





und da das 





vier Ableitungen von 


Bo 


*) H. Lebesgue, 1. c., p. 121. 
**) H. Lebesgue, 1. c., p. 125. 
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gleiche nach Voraussetzung von u(s) gilt, so gilt es auch von u(s) J ord 


% 
Nach einem Satze von Lebesgue*) existiert daher die Ableitung 


d oF 
ds E (s) Oa d s| 
& 


im ganzen Intervall (s)s,), abgesehen héchstens von einer Punktmenge 
vom Mae Null. Wo aber diese Ableitung existiert, muB sie den Wert 
haben: 


u of Fe ds + u(s) 4 a “OF ay 


Da nun, ebenfalls nach Lebesgue**), ‘initia von einer Punkt- 
menge vom MaBe Null, die Gleichung gilt: 


s 
d (er aF 
— ds =>, 
ds J ¢x Ox 


85 


so gilt in (s,s,), wieder abgesehen von einer Punktmenge vom MaBe 
Null, die Gleichung: 


- d F , oF , oF 
(5) ds ius) f SF as] as| = u (s) Ji ds + u(s)- 5. 


8 


Integriert man eine der vier Ableitungen von u(s) Sz Gq 8 Von S, 


bis s,, so erhilt man aber***) die Differenz: 


(uo feat ds 7 


die wegen der Voraussetzung u(s,) = 0 den Wert Null hat. Da es aber 
bei Bildung des Lebesgueschen Integrals einer endlichen Funktion auf 
die Werte des Integranden in einer Punktmenge vom Mabe Null nicht 
ankommt, so mu wegen (5) auch: 


fos oF as) ast fu) oF ds =0 
% . % 


% 


sein, wodurch Gleichung (4) bewiesen ist. 


*) lc, p. 128. 
*) Lc, p. 124. 
*) 1. c., p. 128. 


Mathematische Annalen. LXIII. 17 
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Wir kénnen also weiter aussagen: Die beiden Integrale: 


(6) f (fe as 2) u'(s)ds; (Se ds — 2) v(s)as 


miissen fiir alle stetigen, abteilungsweise stetig differenzierbaren, in s, und 
s, verschwindenden Funktionen u(s) und v(s) den Wert Null haben. 
Wir treffen nun fiir u(s) die folgende Wahl. Es sei: 
u(s) =O in (S96); u(s) = s — 6, in (69, 6, + 6), 
u(s)=6 in (6,+ 6,6,); u(s) = 6— (s—4,) in (6,,6,+ 0), 
u(s) = 0 im (6, + 6, 5,). 
Durch Einfiihrung dieser Werte in (6) erhilt man: 
Ard 


Got 8 
(7) J (feas—2)as— ff @F gy _ 22 *) as, 
8 


do $0 ao 





wie man auch 6,, 6, und 6 wihlen mag, wenn nur: 
S 2% << G+ 65L6,<6,4+6558,. 


Nun beachte man, daB die vier Ableitungen nach s der Funktion 


¥(s, 8S) = SU ; cw) ds, (% <S<s,) 


durchaus zwischen endlichen Grenzen liegen. Nach einem schon einmal 
verwendeten Satz von Lebesgue hat sie daher, abgesehen von einer 
Punktmenge vom Mae Null, iiberall eine bestimmte Ableitung. Wir 
wihlen fiir 6, und 6, solche Werte von s, fiir welche die genannte Funk- 
tion eine bestimmte Ableitung nach s, ¥’(s, S), hat. Aus Gleichung (7) — 
¥(6, + 6, 6) = ¥(6, + 6,6,) — folgt jetzt unmittelbar: 

¥'(%, 5) = ¥'(4,, 6,). 

Nun hat aber das unbestimmte Integral einer durchaus endlichen 
Funktion diese Funktion iiberall zur Ableitung, ausgenommen hichstens 
eine Punktmenge vom Mafe Null. Abgesehen von einer solchen Punkt- 
menge ist daher iiberall: 

(3, 6) = ¥'(s, “)—f oF as — 22. 


Ox 
% 


Wir haben daher das Resultat: Auf einer Kurve, die dem Integral (1) 
einen kleinsten (oder griften) Wert erteilt, miissen, abgesehen von einer 
Punktmenge vom Mae Null, durchweg die Gleichungen gelten: 
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oF : oF . 
f Da (2, y; cosy, siny)ds ~Fa (2, y; cosy, sin y) = ¢, 
(8) . 


é F . C F . , 
/ dy (4 ¥5 C087, sin y)ds “3 (x, y; cosy, siny) = ¢’, 
wo c und c’ Konstante bedeuten. 
Wir bezeichnen nun mit ®(s) und ,(s) die stetigen Funktionen: 


(s) -f{ o~ (x, y; cosy, sin y)ds — ¢, 

(9) a 
oF : , 
®, (8) = oy (a, y; cosy, siny)ds — ¢’, 


und betrachten die Gleichungen: 


c¥ (#(8), y(s); cos, sing) = (s), 
(10) 
sf (x(s), y(s); cos p; sing) = ®,(s). 


Abgesehen von emer Punktmenge vom MaBe Null muB also der 
Winkel y diesen beiden Gleichungen geniigen. Es kann Werte von s 
geben, fiir die diese Gleichungen identisch in  erfiillt sind; wegen der 
Stetigkeit aller in diesen Gleichungen auftretenden Funktionen miissen 
diese Werte von s eine abgeschlossene Menge bilden. Der Bogen (s,3,) 
unserer Kurve zerfallt also in eine héchstens abzihlbar unendliche Menge 
von Bégen der folgenden zwei Arten: 

1. Bégen, in deren siimtlichen Punkten die beiden Gleichungen (10) 
identisch in  erfiillt sind. 

2. Bégen, die in ihrem Inneren keinen einzigen Punkt enthalten, in 
dem die beiden Gleichungen (10) identisch erfillt sind. 

Betrachten wir zuerst die Bégen der ersteren Art. Es miissen auf 
denselben die Gleichungen bestehen: 


, or , oF , 
— sin p 773 (2, y; cos, sin ) + cos Sa Oy (x, y; cos m, sing) = 0, 
oP earl OF, mahal 
— si 9 5 5y (x, y; cos @, sing) + cos ay? (x, y; cos p, sin . 


und zwar identisch in g. Wegen der Relationen: 
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1 oF lh wile a eae 
7? aa 5 79) = — Ze Ga dy 27 95 719) 
3 er, — a 
= 73 9y2 (oH TY) =A, ¥ 7,9) 


reduzieren sie sich auf die eine Gleichung: 
F, (2, y; cosy, sing) = 0, 
die also identisch in m bestehen muB. Die linke Seite dieser Gleichung 


ist eine analytische Funktion von 2, y und @; die Gleichung kann also 
in der Form geschrieben werden: 


G(a,9)9" +[9lm+i= 9, (m 20), 
wo G(z,y) eine analytische Funktion bedeutet. Hieraus aber folgt: 
G(a(s), y(s)) = 0. 

Wir sehen also: Die Béigen der ersteren Art sind Bogen analytischer 
Kurven. 

Analytische Kurven aber, die dem Integral (1) einen kleinsten (oder 
gréBten) Wert erteilen, miissen den Lagrangeschen Gleichungen (2) ge- 
niigen, die sich bekanntlich auf die eine Gleichung reduzieren: 

OF OF _ 
Oxby ox ey 

Da auf den jetzt betrachteten Bigen F, identisch verschwindet, so 
sind sie singuldre Lésungen dieser Gleichungen. 

Wir gehen nun iiber zur Untersuchung der Bégen von der zweiten 
Art. Die Gleichungen (10) sind periodisch in gm von der Periode 22; es 
geniigt also, die Wurzeln zu betrachten, die im Intervalle 0< mo < 2a 
liegen. Fiir einen im Inneren der jetzt betrachteten Bégen liegenden 
Punkt kénnen diese Gleichungen nur eine endliche Anzahl von Wurzeln 
besitzen, die in dieses Intervall fallen; sie mégen mit @,, @., ---, p, be- 
zeichnet werden. Unter diesen Wurzeln kann sich eine mehrfache Wurzel 


(11) (a’y” = ay) F, at 0. 


g, nur dann finden, wenn fiir eine der Zahlen vy = 1, 2,---, n die Glei- 
chung besteht: 
(12) F,(2, ¥; COS g,; sin g,) = 0. 


Man sieht wieder leicht, daB auf jedem Bogen die Punkte, in denen 
eine der Wurzeln gy, der Gleichungen (10) auch noch die Gleichung (12) 
befriedigt, eine abgeschlossene Menge bilden. In der Tat, haben die Glei- 
chungen (10) an irgend einer Stelle » Wurzeln, die ins Intervall (0, 22) 
fallen, unter denen keine der Gleichung (12) geniigt, so gilt dasselbe fiir 
eine Umgebung dieser Stelle. Der von uns betrachtete Bogen zerfiallt 
also wieder in eine héchstens abzihlbar unendliche Teilmenge von Bégen 
der folgenden zwei Arten: 
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1. Bégen, in deren jedem Punkte mindestens eine der Wurzeln der 
Gleichungen (10) auch noch die Gleichung (12) befriedigt, und 

2. Bégen, die in ihrem Inneren keinen einzigen Punkt enthalten, in 
dem die Gleichungen (10) und (12) eine Wurzel gemeinsam haben. 

Der erste dieser beiden Fiille ist wieder leicht zu erledigen. Da die 
Gleichung (12) nicht identisch in g, erfillt ist — sonst wiirde ja der 
Bogen zu den bereits oben betrachteten gehéren —, ergibt sich daraus g, 
als algebroide Funktion von x und y. Die Einfiihrung dieser Werte in 
die Gleichungen (10) zeigt dann, daB unser Bogen einer analytischen 
Gleichung geniigt. Wie bei den bereits erledigten Bigen erkennen wir 
daher auch bei den jetzt betrachteten, daB sie den Lagrangeschen Glei- 
chungen (2) geniigen miissen, und zwar als singuldre Lésungen. 

Es bleibt der letzte und schwierigste Fall zu untersuchen, nimlich 
solche Bégen, auf denen keine mehrfache Wurzel der Gleichungen (10) 
liegt. Sei (6, 6,) ein beliebiger ganz im Inneren eines solchen Bogens 
liegender Bogen. Auf (6,, 6,) haben die Gleichungen (10) dann tiberall 
gleichviel Wurzeln: @,(s), 9,(s),---, (8). Dieselben sind stetige Funk- 
tionen von s, und es gibt eine positive Konstante «, so dab die Unglei- 
chungen gelten: 


(13) Gu(8) — g(8)| >, (u,v = 1,2,---, 0; u+v). 


Ein oben erhaltenes Resultat besagt: In jedem Punkte des Bogens 
(6), 6,), abgesehen héchstens von einer Punktmenge vom Mafe Null, ist 
der Winkel »(s), den die positive Richtung der Kurventangente mit der 
positiven z-Richtung bildet, gleich einer der Wurzeln g,(s) der Glei- 
chungen (10). Ferner ist der Winkel y(s) zufolge eines Satzes von 
R. Baire*) als Funktion der ersten Klasse auf dem Bogen (6,, 6,) héch- 
stens punktweise unstetig, seine Stetigkeitsstellen liegen also auf diesem 
Bogen itiberall dicht. 

Sei o irgend eine Stetiykeitsstelle von y({s). Dann muf offenbar an 
der Stelle o der Winkel y(¢) zusammenfallen mit einer der Wurzeln 
y,(s) der Gleichungen (10). In der Tat, wire dies nicht der Fall, so 
giibe es, da fiir s =o alle o,(s) und nach Voraussetzung auch +(s) stetig 
sind, eine Umgebung von o, in der nirgends y(s) mit einer der Funk- 
tionen g,(s) zusammenfiele, was unméglich ist, da die Menge der Punkte, 
in denen y(s) mit keinem g,(s) zusammenfillt, nur das Ma Null hat, 
und somit kein Intervall enthalten kann. 

An jeder Stetigkeitsstelle « von y(s) ist daher fiir ein geeignetes v: 
y(¢)=@,(6). Aus dem Bestehen der Ungleichungen (13) folgt aber, daB 


*) R. Baire, Legons sur les fonctions discontinues, p. 83. 
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es dann eine Umgebung von 6 geben muB, in der nirgends y(s) = ,(s), 
(u + v) wird; da nun aber tiberall, abgesehen von einer Punktmenge vom 
MaBe Null, y(s) gleich einer der Wurzeln ,(s) der Gleichungen (10) 
sein mu, so sehen wir: 

Jede Stetigkeitsstelle von y(s) liBt sich mit einem Intervall um- 
geben, in dem — abgesehen von einer Punktmenge vom Mafe Null — 
y(s) mit ein und derselben stetigen Funktion g,(s) iibereinstimmt. 

Das ist aber nur so méglich, daB in diesem Intervall y(s) und g,(s) 
ausnahmslos iibereinstimmen. In der Tat hat man fiir alle diesem Inter- 
vall angehérenden s und S: 


a(s) — x(S) = { cos y(s)ds = [ cos y,(s) ds; 
Ss s 


y(s) — y(S) = {sin y(s)ds = {sin p,(s)ds. 


Aus der Stetigkeit von ,(s) folgt aber: 


dz : dy , : 
qe = 008 @, (8); da = Sin g,(8) 


und somit: 
tg 7(s) = 92:9" = tg g,(s), 
wie vehauptet wurde. 

Wir kénnen also unser Resultat priiziser so aussprechen: Jede Stetig- 
keitsstelle s, von y(s) liegt im Inneren eines Intervalls, in dem y(s) durch- 
weg mit einer und derselben stetigen Funktion o,(s) tibereinstimmt. 

Unter allen den Punkt s, enthaltenden Intervallen, in denen die Glei- 
chung y(s) = 9,(s) besteht, gibt es ein gréBtes. Wir behaupten, daB auch 
noch in den Endpunkten dieses gréBtméglichen Intervalls die Gleichung 
y(s) = @,(s) besteht. In der Tat, wir haben vorausgesetzt, daB unsere 
Kurve in jedem Punkte eine Tangente besitzt. Die eben verwendete 
SchluBweise lehrt, daB im Anfangspunkte dieses gréBtméglichen Inter- 
valls der Richtungswinkel y(s) der vorderen Tangente, im Endpunkte des 
Intervalls der der hinteren Tangente nicht von den Werten der Funk- 
tion g,(s) in diesen Punkten verschieden sein kann. Wegen der voraus- 
gesetzten Existenz einer einzigen Tangente gilt aber das von vorderer 
und hinterer Tangente Bewiesene von der Tangente selbst. SchlieBlich 
sehen wir also, dab jeder Stetigkeitspunkt von y(s) sich mit einem Inter- 
vall umgeben laBt derart, daB fiir jeden Punkt dieses Intervalls (die End- 
punkte inbegriffen) die Beziehung y(s)=,(s) gilt, wahrend fiir ein 
gréBeres Intervall dies nicht mehr gelten wiirde. 
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Die Punkte, die nicht innere Punkte eines solchen Intervalls*) sind, 
bilden bekanntlich eine abgeschlossene Menge M; dieselbe ist nirgends 
dicht, da diese Intervalle — ebenso wie die Stetigkeitsstellen von y(s) — 
iiberall dicht liegen. Diese Menge muB weiter eine perfekte Menge sein, 
d. h. es miissen ihre simtlichen Punkte Hiufungspunkte sein. In der 
Tat, gem&B der Definition der Menge M ist jeder ihrer Punkte Unstetig- 
keitspunkt von y(s). Enthielte sie nun einen isolierten Punkt, so miiBte 
derselbe Endpunkt eines Intervalls 6, und Anfangspunkt eines anderen 4, 
sein. In 0, wiire y(s) = @,(s), in 6, ware y(s) = g,(s); in dem betrach- 
teten Punkte aber wiirde, wie oben gezeigt, y(s) = o,(s) = g,(s) sein. 
Wegen der Ungleichungen (13) folgt daraus u = v; d. h. der betrachtete 
Punkt wire kein Unstetigkeitspunkt von y(s), entgegen der Voraussetzung, 
daB er zur Menge M gehért. 

Wir sehen also: Die Unstetigkeitsstellen von y(s) bilden eine per- 
fekte Menge; in allen Punkten dieser Menge, die Endpunkte eines der 
die Menge definierenden Intervalle sind, fallt y(s) zusammen mit einer der 
Wurzeln g,(s) der Gleichungen (10). 

Als Funktion der ersten Klasse kann y(s) nach dem Satze von 
R. Baire**) auch beziiglich dieser perfekten Menge nur punktweise un- 
stetig sein, d. h. ihre Stetigkeitsstellen beziiglich dieser Menge liegen in 
dieser Menge iiberall dicht. Sei also o ein Punkt von M, der Stetigkeits- 
punkt von y(s) in bezug auf WM ist. Dann muf wieder y(¢) mit einer 
der Wurzeln g,(¢) der Gleichungen (10) zusammenfallen. Denn in der 
Tat, es ist bekanntlich jeder Punkt M Hiiufungspunkt von Endpunkten 
der die Menge M definierenden Intervalle. In jedem solchen Intervall- 
endpunkte aber hat, wie erwihnt, y(s) einen der Werte g,(s); wire nun 
y(o) verschieden von allen ,(6), so liebe sich 6 so mit einem Intervall 
umgeben, daB auch in allen Punkten von M, die in dieses Intervall fallen, 
y(s) von allen ,(s) verschieden wiire; das ist. aber unméglich. Es muB 
also eine Gleichung bestehen: y(¢) = g,(o). 

Hieraus aber folgt, daB o Stetigkeitsstelle von y(6) im gewéhnlichen 
Sinne ist (also nicht blob in bezug auf die perfekte Menge M). In der 
Tat, in allen den Intervallen, deren Endpunkte sich in o hiiufen, mub 
ebenfalls y(s) = ,(s) sein. Denn lagen in jeder Nihe von o Intervalle, 
in denen y(s) = g,(s) ware (u+ vv), so bestinde dieselbe Beziehung in 
den Endpunkten dieser Intervalle, und 6 kénnte wegen der Ungleichungen 

*) Zu ihnen gehdren u. a. die Endpunkte der genannten Intervalle. 

**) R. Baire, 1. c., p. 88ff. Dabei heift eine Funktion f(s) stetig beziiglich einer 
perfekten Menge M im Punkte s, dieser Menge, wenn zu jedem positiven ¢ ein 
positives 1 gehért, so daB in allen Punkten s von M, fiir welche | s—s,| < 7 ist, 
auch | f(s) — f(s)| <2 wird. 











264 H. Hany. 





(13) auch nicht Stetigkeitsstelle von y(s) in bezug auf die Menge M sein. 
Es laBt sich also 6 mit einem Intervall umgeben, in dem wieder — ab- 
gesehen héchstens von einer Punktmenge vom MaBe Null — die Be- 
ziehung gilt: y(s) = g,(s), und wir haben schon oben gesehen, daB dann 
diese Beziehung in dem genannten Intervall ausnahmslos gilt. 

Wir sehen also: In jedem Punkte von M, in dem 7(s) stetig in be- 
zug auf M ist, ist y(s) auch stetig im gewéhnlichen Sinne. Andererseits 
kann aber die Menge M gemaB8 ihrer Definition nur Unstetigkeitsstellen 
von y(s) enthalten. Dieser Widerspruch la8t nur eine Lisung mu: Die 
Menge M enthiilt keinen einzigen Punkt. 

Wir haben also das wichtige Resultat: Der Winkel y(s) ist auf dem 
ganzen Bogen (6,, 6,) eine stetige Funktion von s. Die Gleichungen (8), 
von denen wir bisher nur beweisen konnten, daB sie auf unserem Bogen 
abgesehen von einer Punktmenge vom Mae Null bestehen, miissen da- 
her auf diesem Bogen ausnahmslos erfiillt sein. 

Aus dem Bestehen der Gleichungen (8) kann man nun aber, da, wie 
bewiesen, der Winkel y als Funktion von s stetig ist, und ferner auf 
unserem Bogen der Ausdruck F,(xz, y, cosy, siny) durchaus von Null 
verschieden ist, wie Du Bois-Reymond und Hilbert gezeigt haben*), 
schlieBen, daf dieser Bogen ebenfalls den Lagrangeschen Gleichungen (2) 
geniigen mu. 

Das SchluBresultat dieser Untersuchungen laBt sich nunmehr so aus- 
sprechen: Jeder rektifizierbare, durchweg mit einer Tangente versehene 
Kurvenbogen, der dem Integrale (1) einen kleinsten (oder griéften) Wert er- 
teilt, ist zusammengesetzt aus Teilbigen, deren jeder analytisch ist wnd den 
Lagrangeschen Gleichungen geniigt. Wo zwei verschiedene solche Béigen 
aneinander grenzen, ist: 

F, (a, y, cos y, sin y) = 0. 

Ein solches Linienelement ist ein singuliéres Element der Lagrange- 
schen Gleichungen. 

Um auch die sogenannten diskontinuierlichen Lésungen unseres Varia- 
tionsproblems zu erhalten, miissen wir eine weitere Verallgemeinerung 
unserer Voraussetzungen eintreten lassen. Wihrend wir bisher von der 
Klasse von Kurven, unter denen wir die Lésung unseres Problems suchten, 
vorausgesetzt haben, sie seiep rektifizierbar und durchweg mit einer Tan- 
gente versehen, wollen wir von denselben auBer der Rektifizierbarkeit nur 
mehr verlangen, daB sie in jedem Punkte eine vordere Tangente besitzen. 
D. h. also, es miissen die durch die Gleichungen (3) definierten Grenz- 
werte nur fiir positives h bestehen. Dann bedeute » wieder den Winkel, 





*) Siehe die in Fu®note auf 8. 254 angefiihrte Literatur. 
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den die vordere Tangente mit der x-Achse einschlieBt. Wie oben sieht 
man, dab cosy und siny und somit auch y selbst, als Funktionen von s 
betrachtet, von der ersten Baireschen Klasse und somit auf jeder perfekten 
Menge héchstens punktweise unstetig sind. Alle auftretenden Integrale 
haben daher auch hier einen Sinn. 

Wie oben werden die beiden Gleichungen (8) abgeleitet, die wieder, 
abgesehen von einer Punktmenge vom MaBe Null, iiberall erfillt sein 
miissen, ein Resultat, das sich auch so aussprechen 1laBt: 

Auf unserer Kurve miissen 

c= (a, y; cosy, siny) und iy (x, y; cosy, sin y) 
bezw. iibereinstimmen mit den durch die Gleichungen (9) definierten 
stetigen Funktionen (s) und ©,(s), wieder abgesehen von einer Punkt- 
menge vom Mage Null. 

Wieder la8t sich unser Kurvenbogen zerlegen in eine héchstens ab- 
zihlbar unendliche Menge von Teilbégen der folgenden drei Arten: 

1. Bégen, auf denen die Gleichung: 

F(a, y; cosy, sing) = 0 
identisch in @ erfiillt ist. 

2. Bégen, in deren jedem Punkte mindestens eine Wurzel g, der 
Gleichungen (10) auch noch der eben angeschriebenen Gleichung geniigt. 

3. Bégen, die in ihrem Inneren keinen einzigen Punkt enthalten, in 
dem eine Wurzel o, der Gleichungen (10) auch noch der Gleichung F, =0 
geniigt. 

Von den Bégen der ersten und zweiten Art erkennt man wie oben, 
daB sie stiickweise analytisch sind und sich aus Bégen von singuldren Lé- 
sungen der Lagrangeschen Gleichungen zusammensetzen miissen, die aber 
nunmehr auch Ecken bilden kénnen. Bei Betrachtung der Bégen dritter 
Art schlagen wir, analog wie oben, den folgenden Weg ein: 

Die Stetigkeitsstellen von y(s) miissen wegen des Satzes von Baire 
auf einem solchen Bogen iiberall dicht liegen. In jedem Stetigkeitspunkte 
muB y(s) mit einer der Wurzeln g,(s) der Gleichungen (10) tiberein- 
stimmen, und dieser Punkt liBt sich dann mit einem Intervall umgeben, 
in dessen Innerem durchweg y(s)=,(s) ist. Hieraus schlieBen wir 
wieder, daB die Unstetigkeitsstellen von y(s) eine abgeschlossene Menge 
M bilden, nur kénnen wir hier nicht mehr wie oben schlieBen, daB diese 
Menge keine isolierten Punkte enthalten kann; hingegen ergibt sich wie 
oben, daB die Menge M keine perfekte Teilmenge enthalten kann. Nun 
ist aber jede abgeschlossene Menge, die keine perfekte Teilmenge enthiit, 
abzihlbar*), so daB wir schlieBlich sehen: 


*) Vgl. etwa Schoenflies, Lehre von den Punktmannigtaltigkeiten, p. 65 ff. 

















266 H. Hauy. 


Auf den Bigen der dritten Art bilden die Unstetigkeitsstellen von y(s) 
— falls es solche iiberhaupt gibt — eine abgeschlossene abzihlbare Menge. 
Jeder von zwei solchen Unstetigkeitspunkten begrenste Teilbogen geniigt den 
Lagrangeschen Gleichungen, und in den isolierten Unstetigkeitsstellen schlieBen 
sich diese Teilbigen so aneinander, daB die Ausdriicke: 


eF, oe 
pa? (%r¥3 COSY, SiNY); Far (@, Y; Cosy, sin y) 


stetig bleiben. Mebr aber lai8t sich, wie man aus Beispielen sehen kann, 
aus dem Verschwinden der ersten Variation nicht ableiten. 


§ 2. 
In diesem Abschnitte wollen wir die folgende Aufgabe behandeln*): 
Es seien zwischen den drei unbekannten Funktionen y(x), z(x), s(~) die 
zwei Differentialgleichungen erster Ordnung vorgeschrieben: 
(14) ty, of ¥ Y, 2,85 a) man 0, 
9(y, 2,8, y, 2,8; %) = 0. 


Ferner seien fiir =a, die Anfangswerte vorgeschrieben: 


(15) y(a,)—y, 2(a,)— 2, s(a,) = 9, 
fiir «=a, hingegen die beiden Endwerte: 
(16) 2(a,) = 2), s(a,) = s®. 


Es soll ein System von drei diesen Bedingungen geniigenden Funk- 
tionen y(x), 2(), s(x) gefunden werden, so daB an der Stelle s =a, die 
Funktion y(x) einen kleinsten Wert hat (d. h. mit anderen Worten: wenn 
Y (x), Z(x), S(#) eim zweites System von Funktionen bedeutet, das eben- 
falls den Bedingungen (14)—(16) geniigt und dem ersten hinliinglich 
benachbart ist, so soll stets Y(a,) — y(a,) > 0 sein). 

Wir machen die folgenden Voraussetzungen: 

1. Die beiden in (14) auftretenden Funktionen f und gy mégen fiir 
alle in Betracht kommenden Systeme ihrer Argumente reguliir - analy- 
tisch sein. 

2. Die drei Funktionen y(x), 2(x), s(x) sollen stetig und stetig diffe- 
renzierbar sein. 

3. Nach Einsetzen dieser drei Funktionen in den Ausdruck: 

7 of @ of oa 
(17) ey ae ~ 7 iy ‘ 
mége derselbe durchaus von Null verschieden ausfallen. 


*) Dabei schlieBe ich mich in Gedankengang und Bezeichnungsweise so eng 
als méglich an die in der Einleitung zitierte Abhandlung von Hilbert an. 
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Wir wollen beweisen, dab, wenn auBerdem die spiiter zu entwickelnde 
Bedingung (27) erfiillt ist, die Funktionen y(x), 2(x), s(x) analytisch sein 
miissen und zusammen mit zwei ebenfalls analytischen Funktionen i(x) und 
u(x) die Lagrangeschen Differentialgleichungen: 


Oaf+ug)_ d O0f+u9) _ ¢ 


oy dz oy 
Oaf+ug) 4 Oaf+ug) _ 
(18) = "a al 
OGf+eg)_ 4 O0ft+ugs) _¢ 
és dz és 


befriedigen miissen. 
Nach dem Vorgange von D. Hilbert setzen wir nun: 
S(x) = s(x) + &,6,(x) + &6,(2), 
wo 6,(x%) und 6,(z) fir =a, und «=a, verschwinden mégen, sonst 


aber willkiirlich sind, und bestimmen die beiden Funktionen Y(v, ¢,, ¢,), 
Z(x, &, &) als diejenigen Liésungen der Differentialgleichungen: 


f(Y, Z, s’, Y, Z, 8; x) = 0, 

g(Y', Z, S’, Y, Z, 8; 2) =9, 

die fiir =a, die Anfangswerte y¥ und 2” haben (siehe Gleichung (15)). 
Die Funktionen Y und Z werden dann analytische Funktionen*) von ¢ 
und «, in der Umgebung der Stelle (0, 0) dieser beiden Veriinderlichen 
und reduzieren sich fiir ¢, = «= 0 auf y(x) und z(z). Diejenigen unter 
ihnen, fiir welche auch noch 


(19) 


Z (dq, &, &) = 2(Ay) 


ist, gehéren daher — fiir geniigend kleine ¢,, «, — zu den Funktionen, 
denen gegeniiber y(7) Minimum sein soll. Die Theorie der gewéhnlichen 
Maxima und Minima mit Nebenbedingungen zeigt, daB es dann zwei 
Konstanten /, m gibt, die nicht beide Null sind und fiir welche 


[“ See Sao Sh Ye Sa a =0 

Cc & —t, =e,=0 . 

[Meee nent MZ (Gy, %> +) ~—" 
eC & 4, =4,=0 


(20) 


wird. Differenziert man die Gleichungen (19) nach ¢, und « und setzt 
dann ¢, = ¢, = 0, so bekommt man: 





*) Der Umstand, daS die unabhingige Veriinderliche x in (19) in nicht ana- 
lytischer Weise vorkommt, stért hierbei nicht. Siehe Picard, Traité III, p. 157. 
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SESE] + WOT] + UGEL + UGE] +B + Hao 
EE] +L 


y 
7 [Se] + Solel + SUL + else t ae + 3-9 
iy tet 3 I ee te (1+: ee + $6, + “e 6, = 0. 


Durch Multiplikation dieser Gleichungen mit zwei spater zu bestimmenden 
Funktionen A(z) und u(x), Addition und Integration folgt weiter: 








f |20te0 [+ Gt [fe +° cart ers [| 


iy ear+ wy 2 +Hd) 6 4 Oat tuo " 
+ [sz], +° aot 6, + 6,}dz—0, 


freegpenrs r"] + 20ft eee?) 4 Mert ee al 


+20f nares) 00f+ ug) o, + Shree 6,| dx = 0 


oz C8, os x“ 


(21) 


Bisher konnten wir uns wortlich dem Hilbertschen Gedankengang 
anschlieBen. Um nun die Voraussetzung einer zweimaligen Differenzier- 
barkeit von y(x), 2(a), s(#) zu vermeiden, miissen wir von hier ab einen 
abweichenden Weg einschlagen. Wir formen die Gleichungen (21) durch 
partielle Integration um: 


fie ae oh + forgery [37 I 
+f wl - fae dx\ eal dx 
ofiesoee fio ah Ea 


a, 
“f+ es) .- A(f+n9) 


a 


(22) 


6,dx=0, 
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Gort 9 ae. [F "+ Oar twp g dx [24 ="* 
e 0 & Jo 
. 4 as 
ofleegen— fing a (0 
(22) “ x 


af + ug) ar + wo) | eZ 
sfiergen— fate a Ea 


fag «as + fin 6, dx = 0. 





Wir werden weiter unten beweisen, daB die beiden Gleichungen*): 


20/+ee) _ oar + {eer =4 - fi "9) de m0, 
y ey 
(23) 





oar eo) _ oar tes = _ 206440 ae 0 


wenn noch die Anfangswerte von 4”) und w(x) fiir «=a, willkiirlich 
-orgeschrieben sind, stets ein und nur ein Paar von Funktionen 4(zx), u(x) 
bestimmen. Wir wihlen diese Anfangswerte so, daf: 


‘ OGf+ugyyra™ OGf+ ugy=% 

(24) [ ey - =a, [a ] = 

wird (wo 7 und m die in (20) eingefiihrten GréBen bedeuten). 
Man erkennt aus (23) unmittelbar, daB nun: 


eGf+ug)_ (@Af+ug) ,-_ Peaft+ugy=% 
a ea 


2aFt eo _ (20F too) ag [2ertears om 
on és G2 
wird, so daB die Gleichungen (22) sich wegen (24) und (20) auf: 

*) Wir kénnen nicht durch Differentiation von (23) zu einem System von 


Differentialgleichungen fiir 4 und w tibergehen, da wir nicht wissen, ob die auf- 
tretenden GréBen differenzierbar sind. 
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é és 


(25) 7 " 
[ett 6, dx + [22f+"9 6 az —0 
e os c . 


os 


f 20r+ #9) 6’ da + fet "9 6. dx =0, 


a a | 


reduzieren. Schreiben wir nun, wie Hilbert: 


a, 
(a, u30)— f [(2art o@ of + 2Gf+ud 4 o} dz, 


as 


so haben wir: Fiir irgend zwei in x=a, und x =a, verschwindende 
Funktionen 6,, 6, gibt es stets ein offenbar nicht identisch verschwindendes 
Lésungssystem der Gleichungen (23), so daB: 

(4,4; 6,)=—O und (A, pm; 6,)=—0 
wird. 

Von hier an kénnen wir wieder die SchluBweise von Hilbert be- 
niitzen. Entweder es gilt (4, mu; 6) = 0 fiir alle 6, oder es gibt ein 6,, 
so daB (4,4; 6,)+0. Dann aber gibt es offenbar ein Lésungssystem 
4’, uw’ von (23), fiir welches (4’,u’; 6,)—0. Wire nun nicht fir alle 
6:(4',u'; 6) = 0, so giibe es ein 6,, so dab (4',u’; 6,) +0 wird. Nach 
dem obigen Satze aber miiBte es dann ein Lésungssystem 4”, uw” von (23) 
geben, fiir welches 

(A", uw"; 6,)=0 und (A",u"; 6,)=0 


ist. Wir werden nun aber weiter unten zeigen, dab zwischen 4, 4’, 42”; 
u, uw,” eine Relation bestehen mub: 
aa+ai’'+a"x’ =0; au+ay+a'u’ =0, 
in der nicht a, a’, a” alle drei verschwinden. Aus den angeschriebenen 
Gleichungen aber wiirde folgen*) 
a=a=a’ =0. 


Es gibt also ein Liésungssystem von (23) — es werde wieder mit A, uw 
bezeichnet —, so dab: 

(4, #3 6) = 0 
fiir alle in =a, und «=a, verschwindenden 6. Bringt man nun aber 
(A, w; 6) auf die Form: 


— am | [2ertoo _ fee dz| 0 dz, 


a, a, 





*) Hilbert 1. ¢. 
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so ergibt eine bekannte SchluBweise*) das Bestehen der Gleichung: 


eaft ug) = oaf+ ug) =, O0f + ug) “ 
(26) oe (fet _{ +09 az m0. 
a, 


Aus den Gleichungen (14), (23) und (26) ergeben sich nun aber, 
vorausgesetzt dab: 





Uft+ug) Gftug) Af+ug) Of ag | 
cy* Oy oe oy os oy = oy || 
aft ug) PAf+ug #Cf+us ef og | 
02 oy Oz? C2 08 Os = ae | 
_ @Gftug) #Uft+ug) @Aftug) ef ag | 
(37) ~ 68 Oy’ os de2—OSSt«®? av G8 eg 
ar ar af 
by’ 4 ae " 
og eg é9 0 0 
oy bz as’ | 


ist, y’, 2, 8, 4, w als differenzierbare Funktionen von z.**) Es kénnen 
nunmehr die Gleichungen (23) und (26) nach a differenziert werden, 
wodurch sie in die Gleichungen (18) iibergehen; die Funktionen y, z, s, 
4, w gentigen also dem Differentialgleichungssysteme (14), (18); woraus 
unter Beriicksichtigung von (27) weiter folgt, daB alle diese Funktionen 
analytisch sind. 

Es sind somit alle unsere Behauptungen erwiesen, und es sind nur 
die Beweise der die Gleichungen (23) betreffenden Sitze, die zur Ver- 
wendung gelangten, nachzutragen. ***) 

Angenommen, es sei eine Lisung 4, w der Gleichungen (23) ge- 
geben, so erkennt man aus diesen Gleichungen, dab die Ausdriicke: 


— 20f+ #9) 


, _ Af +ug) 
(28) oa re 5p 


oy w 


nach x differenzierbar sind. Wegen der Voraussetzung (17) lassen sich 
umgekehrt 4, uw als lineare Funktionen von v, w mit in x stetigen Koeffi- 
zienten ausdriicken. Differenzieren wir nun die Gleichungen (23) nach x 
und substituieren die Veriinderlichen v, w, so erhalten wir ein System 
linearer Differentialgleichungen: 


*) Siehe Bolza, Lectures on the Calculus of Variations, p. 22. 
*™) Nach einem bekannten Satze iiber die impliziten Funktionen. Siehe etwa 

C. Jordan, Cours d’analyse I, p. 82. 
***) In meinem Aufsatze ,,Uber die Lagrangesche Multiplikatorenmethode in der 
Variationsrechnung“ (Monatshefte f. Math. u. Phys. 14 (1903)) habe ich viel allgemeinere 
Systeme dieser Art betrachtet und die Existenz ihrer Lisungen nachgewiesen. 
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v =a(z)v+a,(x)w, 
w= b(x)v + b, (x) w 


fir v» und w, und die darin auftretenden Koeffizienten sind stetige 
Funktionen von xz. Bedeutet umgekehrt v, w irgend ein System von 
Lésungen dieser Differentialgleichungen, und bestimmt man 4, w aus den 
Gleichungen (28), so ist ersichtlich, dab 4, w den Gleichungen (23) ge- 
niigen. Man erkennt nunmehr leicht, dab tatsiichlich die Sitze bestehen: 

Die Gleichungen (23) besitzen immer eine und nur eine Liésung 4, u, 
die fiir =a, vorgeschriebene Werte annimmt. Zwischen je drei Lésungen 
von (23) besteht immer eine linear-homogene Relation mit konstanten 
Koeffizienten. 

Es sind somit auch unsere urspriinglichen Behauptungen vollstindig 
bewiesen. 
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Bemerkung zu dem Kontinuitatsbeweise fir die Lésbarkeit des 
Riemannschen Problems. 


(Auszug aus einem Briefe an Herrn D. Hilbert.) 
Von 


Lupwic Scuvesincer in Klausenburg. 


In Ihrem geschiitzten Schreiben vom 27. September 1905 bemerken Sie, 
daB ,die Mannigfaltigkeit M*) die Grenzen b, = oo, b,,b,, --- beliebig; 
b, = co, b,,b,,--- beliebig; --- besitzt, d. h. jedenfalls an diesen Stellen 
ebenfalls die Kenntnis der analytischen Abhiingigkeit der 6 von den b 
notig ist, damit die Kontinuititsmethode anwendbar wird“. 

Ich habe mich in meiner Arbeit darauf beschriinkt zu sagen, daB die 
von Herrn Poincaré aufgestellten Prinzipien der méthode de continuité 
den SchluB gestatten, daB auch jedem Punkte von M ein Punkt von M 
entsprechen miisse. Mit Riicksicht auf Ihre Bemerkung méchte ich mir aber 
erlauben, etwas ausfihrlicher auf die Darlegung der in Betracht kommen- 
den Schliisse einzugehen, namentlich um zu zeigen, daB sich auch das Ver- 
halten der #8, wenn die } in eine der singuliren Stellen der Mannig- 
faltigkeit M einriicken, in sehr einfacher Weise direkt angeben laBt. 

Es sei 


=F - At) ? 
(1) = >> Se th A125 m) 
421 rv=1 


ein kanonisches lineares Differentialsystem, fiir das (wie in meiner erwahnten 
Abhandlung) der Einfachheit wegen vorausgesetzt werden mége, daB die 
Wurzeln der zu den singuliiren Punkten a,,---, @,, @,,,—= Oo gehérigen 
determinierenden fundamentalgleichungen 


(2) Ai 6,7 =® (v= 1,2,--,6+ 1), 


wo 
a 
(a +1) 
Aj, — -»> AY, 
r=1 


*) Siehe meine Abhandlung Crelles Journal Bd, 130, 8. 43. 
Mathematische Annalen LXITL 



























=. a 


— 


—— 2 a oe 
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keine ganzzahligen Differenzen aufweisen. Es seien r(), - - -, r) die Wurzeln 
der Gleichung (2). Die zum singuliiren Punkte a, gehérige Integralmatrix 
hat die Form: 


(i) = (@—4)" 9), 


wo die g{) Funktionen bedeuten, die in der Umgebung von x =a, holomorph 
sind und deren Determinante !*)| fiir «=a, von Null verschieden ist. 


Aus den Gleichungen 
7 Al (ane 
(> r—a, \- ("; ?) ( a) 


v=1 


oder, wenn 
(9{2)-* = (42) 
gesetzt wird, aus 


a A’) “) dg r 
a gy Fak yh 9) 
>= —a, e (we dx + x—a, vii 


v=1 A=1 


folgt die Darstellung 


ry? cee 
(3) (AY?) = (@!9);," (. ee Je ).. 
) 


0 oo 0 
n 


wo de: den Matrizen angehiingte Buchstabenindex andeuten soll, dab die 
Elemente der Matrix fiir den betreffenden Wert von x zu nehmen sind. 

Es mége nun (y,,) diejenige Integralmatrix bedeuten, die sich fir 
den reguliren Punkt «= x, auf die Einheitsmatrix (¢,,) reduziert, und es sei 

(Yin) = (2) (nit) s 
dann ist also 
(4) = (nf2),,"s 

und folglich ist die Fundamentalsubstitution, die (y,,) bei Umkreisung des 
Punktes a, erfihrt, in der Form 


esV- i wee 
(alt) = (ol), ( th 

0 - pave © 
oder in der Form 

SaVqir” . 

-1 

(4) (A‘?) = (92), + ere ee )(o%. 

0 e*V- rr” 


dargestellt. 
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Denken wir uns fiir ein bestimmtes Differentialsystem (1) die r{’) ein 
fiir alle Male fixiert, so hiingen die A{) noch von gewissen willktirlichen 
Parametern },,.--, by, wo N=n*?o—(o+1)n+ 1, ab, deren Mannig- 
faltigkeit M in dem Sinne als eine geschlossene zu bezeichnen ist, daB 
sie durch keine Mannigfaltigkeit von um Eins niedrigerer, also (2.N — 1)** 
Dimension begrenzt wird.*) In der Tat haben als singuliire Stellen 
von M nur diejenigen Wertesysteme der b,,---, by zu gelten, fiir die 
mindestens eines der A(}) unendlich wird, und diese bilden Mannigfaltig- 
keiten von héchstens 2. N — 2 Dimensionen; wir bezeichnen die Gesamtheit 
dieser singuliren Mannigfaltigkeiten mit S. 

Gehen wir andererseits von einem bestimmten System von Funda- 
mentalsubstitutionen (A{.)) aus, und denken wir uns die Wurzeln der 
zugehérigen Fundamentalgleichungen fixiert, so hiingen die A{;) von ge- 
wissen willkiirlichen Parametern f,,---, By ab, deren Mannigfaltigkeit M 
ebenfalls als eine geschlossene bezeichnet werden muB, indem ihre singu- 
laren Stellen auch wieder nur diejenigen #,,---, By sind, fiir die 
mindestens eines der A()) unendlich wird, so daB die Gesamtheit dieser 
Stellen Y also auch aus héchstens (2. N—2)-fach ausgedehnten Mannig- 
faltigkeiten besteht. 

Legen wir das Differentialsystem (1) der Betrachtung zugrunde, so 
sind nach einem Satze des Herrn Poincaré die A; als ganze transzen- 
dente Funktionen der A) bestimmt. Die inversen dieser ganzen trans- 
zendenten Funktionen, d.h. also die Af) als Funktionen der A(}) sind im 
allgemeinen unendlich vieldeutig, wenn wir aber die r{’) fixieren, so ist 
nach dem Fundamentalsatze der Nr. XII meiner Arbeit**) ein eindeutiges 
Zweigsystem dieser inversen Funktionen festgelegt, es sind also die 8, ,---, By 
monogene eindeutige Funktionen der ),, - - -, by 
(5) Bi = Ex(b,, - - +, by) (k= 1,2,---,N), 
deren inverse Funktionen ebenfalls eindeutig sind. Die singuliren Stellen 
der Funktionen (5) sind die Stellen S. — Um nun das Verhalten der 
A) zu untersuchen, wenn die b,,---, by in eine Stelle S einriicken, d. h. 
wenn eines der A) so unendlich wird, dab die r(” festbleiben, greifen 
wir auf die Gleichungen (3), (4) zuriick. Nach (3) ist 


AQ) = Sr?) (V2 D)ena,? 
A=1 


soll also A() in der angegebenen Weise unendlich groB werden, so mub 
mindestens einer der Werte (w\") {}),_,, (4=1,2,--+,m) unendlich groB 
*) Vergl. Poincaré, Acta Mathematica Bd. 4, p. 277 oben. 

**) Crelles Journal Bd. 130, p. 35. 
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werden. Die Funktionen y") p\’) sind aber ihrer Definition gemiB mit 
Ausnahme der Stellen ' 

a, (te +v) und oo 
allenthalben holomorph. Denken wir uns diese Funktionen in der Umgebung 
von «=a, dargestellt: 


wi? pt = Eli, + Eki. (w@—a,) +--- 
und dann nach dem Punkte «=, hin in der durch die Querschnitte 
(a,, co) (v= 1,2,---,6) zerschnittenen Ebene fortgesetzt : 


0 1) f 
Wi? gf} = C., + CD. (a—ay) + °°, 


so kann man E{?,, dem absoluten Betrage nach stets so groB wihlen, 


daB C2, dem absoluten Betrage nach gréfer wird als eine beliebig groBe 
positive Zahl; da aber nach (4) 


n 
, 2aV-1r" 0 
A’ = > e . Cire: 
A=1 


ist, so heiBt dies nichts anderes, als dab, wenn ein Aj’) so ins Unendliche 
riickt, daB die r{) fest bleiben, mindestens ein A’) ebenfalls ins Unendliche 
riickt. Damit ist also gezeigt, daB, wenn die b,,---, by in eine Stelle von S 
einriicken, die durch die Funktionen (5) gegebenen §,, ---, By in eine Stelle 
von 2 einriicken miissen. Es kann folglich*) keine Mannigfaltigkeit 
(2 N—1)** Dimension geben, die die Mannigfaltigkeit M der £,,---, 8 derart 
in zwei Gebiete zerschneidet, daB in dem einen dieser Gebiete alle die- 
jenigen #,,---, By enthalten sind, die als Wertsysteme der Funktionen (5) 
zum Vorschein kommen, wenn die },, ---, by die ganze Mannigfaltigkeit M 
durehlaufen. Denn ein Punkt dieser hypothetischen Mannigfaltigkeit 
(2N — 1)*" Dimension kénnte nur entweder dadurch erreicht werden, 
dab die Funktionaldeterminante der 6 nach den b verschwindet, was aus- 
geschlossen ist, weil die ) sich aus den Gleichungen (5) als eindeutige 
Funktionen der # ergeben, oder dadurch, daB die b in eine Stelle S ein- 
riicken, was aber ebenfalls ausgeschlossen ist, weil dann, wie gezeigt 
worden ist, die 6 in eine Stelle X einriicken, und 2 héchstens von 
(2. N—2)** Dimension ist. Der Wertevorrat der Funktionen (5) muB also 
die ganze Mannigfaltigkeit M erfiillen, d. h. es entspricht jedem Punkte 
von M auch ein Punkt von M. 


Klausenburg, den 11. Oktober 1995. 


*) Vergl. den analogen Schlu8 bei Poincaré, Acta Mathematica Bd. 4, p. 277, 278. 
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Uber asymptotische Darstellungen der Lésungen linearer 
Differentialsysteme als Funktionen eines Parameters. 


Von 


Lupwic Scuiesincer in Klausenburg. 


Einleitung. 


Wenn der Punkt «=o eine isolierte Unbestimmtheitsstelle der 
Lisungen einer linearen Differentialgleichung (oder eines Systems linearer 
Differentialgleichungen erster Ordnung) mit der unabhiingigen Variabeln x 
ist, so kommt — wie Herr Poincaré gezeigt hat*) — den nach fallenden 
Potenzen von «x fortschreitenden Normalreihen des Herrn Thomé, die 
den Differentialgleichungen formell geniigen, aber im allgemeinen divergent 
sind, die Bedeutung zu, daB sie fiir groBe Werte von x gewisse Integrale 
asymptotisch darstellen. Hingen die Koeffizienten der Differentialgleichung 
oder des Differentialsystems von einem Parameter uw so ab, daB der Punkt 
« = oo eine isolierte Unbestimmtheitsstelle der Integrale ist, so kann man 
Reihenentwicklungen aufstellen, die in bezug auf uw eine ihnliche Struktur 
aufweisen, wie die Thoméschen Normalreihen in bezug auf z, und denen 
die Eigenschaft zukommt, daB sie gewisse Lisungssysteme fiir groBe Werte 
von « asymptotisch darstellen. — Herr Horn, der ja auch zur Theorie der 
durch die Thoméschen Normalreihen vermittelten asymptotischen Dar- 
stellungen so wertvolle Beitriige geliefert hat, betrachtet in zwei in diesen 
Annalen**) veréffentlichten Arbeiten fiir gewisse lineare Differentialglei- 
chungen zweiter Ordnung die nach einem Parameter fortschreitenden formalen 
Entwicklungen, und weist ihre Eigenschaft, fiir reale Werte der unab- 
hangigen Variabeln und fiir groBe Werte des Parameters die asymptotische 
Darstellung gewisser Lisungssysteme zu liefern, mit Hilfe der Methode 
der sukzessiven Anniiherungen nach. — Ich nehme in dieser Arbeit die 


*) American Journal Bd. VII (1885), 8. 208 ff. Acta Mathem. Bd. VIII (18%5), 
8. 275 ff. 
™) Bd. 52, 8. 271ff. und S. 340ff. 
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Untersuchung fiir ein beliebiges lineares Differentialsystem und fiir be- 
liebige komplexe Werte der unabhiingigen Variabeln in Angriff. Als mir 
bemerkenswert erscheinende Ergebnisse hebe ich die folgenden hervor. 
Der Nachweis der asymptotischen Darstellung la8t sich durch voriiber- 
gehende Verschmelzung des Parameters mit der unabhiingigen Variabeln 
auf das fundamentale Lemma des Herrn Poincaré*) griinden, in ahnlicher 
Weise, wie es Herr Horn**) fiir den Fal) der Thoméschen Normalreihen 
durchgefiihrt hat. — Wenn die Koeffizienten des Differentialsystems rationale 
Funktionen der unabhiingigen Variabeln sind, so spielen gewisse algebraische 
Funktionen und die zu diesen gehérigen Abelschen Integrale eine be- 
deutsame Rolle, die letzteren reduzieren sich in einem besonders wichtigen 
Spezialfalle auf Integrale erster Gattung. — Die gefundenen asymptotischen 
Darstellungen gewiihren vollstindige Einsicht in die Natur der Grenzfiile, 
die auftreten, wenn man sich***) der Kontinuitiitsmethode bedient, um 
die Existenz der durch das Riemannsche Problem postulierten Funktions- 
systeme zu erweisen, und ich méchte bemerken, daB die hier mitzuteilen- 
den Untersuchungen aus dem Streben nach dieser Einsicht erwachsen sind. 
Ein Auszug aus dieser Arbeit ist in den Comptes rendus der Pariser 
Akademie?) erschienen. 


I. 


Formale Aufstellung der nach fallenden Potenzen des Parameters 
fortschreitenden Reihen. Ihr Charakter als asymptotische 
Darstellungen gewisser Integralsysteme. 


Die Koeffizienten a,, des homogenen linearen Differentialsystems 


dy, . 
(A) ia > Vitix (x mad 1, 2, ‘sy M), 
A=1 


mégen von einem Parameter uw dergestalt abhiingen, daB sie in der Form 
von Reihen 


(1) a, = at (a + - a) +--+. im inf) (i, x—=1,2,--.,m) 
dargestellt werden kénnen, wo r eine positive gavze Zahl, die a, alt), -.. 


Funktionen von x bedeuten, und die Reihen (1‘ in einer von x unab- 
hangigen Umgebung von pu = oo 


(2) ‘a >R, 
konvergieren. Die a,, werden, um die Vorstellung zu fixieren, als rationale 


*) American Journal Bd. VII, 8. 204—209. 

**) Acta Mathem. Bd. XXIV, 8. 289ff.; Sammlung Schubert L (1905), S. 190ff. 
***) Vergl. die vorhergehende Note. 

+) Tome CXLII, p. 1081—1i038, 7. Mai 1906. 
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Funktionen von x vorausgesetzt. Eine Integralmatrix (y,,) des Systems (A), 
die sich fiir den reguliren Wert x=, auf die (von x unabhiingige) 
Matrix (y,,) reduziert, wo in der durch (2) bestimmten Umgebung von 
pp = 00: 


(1) 

(3) 7, — 0 (+ BE in int), 

4 eine positive ganze Zahl, liBt sich bekanntlich*) in der Form 
+ 

(4) ¥,, = > ye 


darstellen, wo die y(’) Funktionen von x bedeuten, und die Reihen fir 
alle reguliren Werte von x und fiir alle endlichen Werte von uw, die der 
Ungleichung (2) geniigen, unbedingt und gleichmaBig konvergieren. Es 
handelt sich um die Untersuchung der durch die Reihen (4) definierten 
Funktionen von uw in der Umgebung der Unbestimmtheitsstelle ~ = oo. 

Der Einfachheit wegen beschrinken wir uns auf den Fall r=1, 4=0, 
bemerken aber, daB die darzulegende Methode mutatis mutandis auch 
allgemein anwendbar bleibt. 

Wir setzen in das Differentialsystem (A) fiir y, die Ausdriicke 


(5) y, = 0 (y+ : y® +--+ in inf.) (x—1,2,--.,n) 


ein und suchen die @, y®, y, --» als Funktionen von « so zu bestim- 
men, daB die Ausdriicke (5) formell das System (A) befriedigen. Nach 
Division durch e“” ergibt sich: 
dy 1 ayy de 1 
its +o +a Z2 (yo + ; y?) +--+) 
n ‘ : 
->e (yo ++ ‘ (ae, + a+. : 
A4=1 
und durch Vergleichung der Koeffizienten der Potenzen von u auf beiden 
Seiten: 
> d 
(6) qe 9 = Dae, 
dy” dw 
OQ Ge ti% "2 (y? af) + y? af), 
8) ayy de ¥+1) 0) g(r +1) 1) q(”) v +1) (0) 
8) ae tae = DOP ager twat +9 tha 
a 
al (v=1,2,---). 
*) Vergl. Horn, Mathem. Annalen Bd. 52, 1899, S. 343. 
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Die Gleichungen (6) oder 


(6s) D(a 4.33) -9 1, Bm) 
2 

erfordern, dab 

(9) la) — 4, $°| = 0 (i, x= 1, 2, ---,n) 


sei, was eine Differentialgleichung erster Ordnung und »'*’ Grades fiir @ 
ist; bezeichnet man mit @,,---,@, die Wurzeln der charakteristischen 
Gleichung 

(10) a? —8. @'=0 


’ 


die, sofern man die a‘ als rationale Funktionen von x voraussetzt, @ als 
algebraische Funktion von x determiniert, so erhilt man 


(11) 0, =fo dx (i=1, 2,---, ») 
und dann vermége (6a): . 
(12) > (a —6,, 5,) ¥? =9, (x= 1, 2,---,n) 


woraus sich, allgemein zu reden, die Verhiiltnisse 
(13) Wi vig tet wl 


als algebraische Funktionen von x bestimmen lassen. Wenn die Diskri- 
minante der Gleichung (10), in bezug auf ©, in x nicht identisch ver- 
schwindet, so sind die @,,---, @, voneinander verschieden; wir halten 
vorliiufig an dieser Voraussetzung fest.— Um die Ausniitzung der Rekursions- 
formeln (8) zur Bestimmung des noch unbekannten Proportionalititsfaktors 
der y®,---,y® und der folgenden Koeffizienten in den aus (5) fir 
o =a, hervorgehenden Reihenentwicklungen tibersichtlich zu gestalten, 
verfahren wir wie folgt. 

Es bedeute w) irgend ein Lésungssystem der Gleichungen (12). Dann ist 


(14) (us) (a!) (u)-* = (a; 4;,). 
Setzen wir nun 





5 om (0) 
(15) - ¥, > z,u%), 


i=1 


so geniigen die ¢,,---, ¢, dem Differentialsysteme 


(B) = > 


4=1 
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wo*) zwischen den (b,,) und den (a,,) die Beziehung: 


du 

(16) (ain) = (wS2)-* (Bix) (wD) + (ul)? ( 7 2) 
x 

besteht. Hiernach sind mit Riicksicht auf die Gleichung (14) die },, in 


der Form 
om = »4@ 
(17) 0. — » (8,3, + a 


als fiir |« > R konvergente Reihen darstellbar, worin 


Pee yar (2) 
(18) (Hin) = (wis) (al) (Mi) * — Nae 7 (Ms 
(O82) = (HD) ED) (M2) *- (v = 2,3,---) 
Setzen wir nun gleich 
(19) zi4 = em (4 + - A) +...), (x= 1,2,-+., n) 


so lauten die der Gleichung (8) analog gebildeten Rekursionsformeln fir 
die 2): 


an a oh +i . 0 1 r) Rd v+DA wa 
(20) — + w, at - > (#1 dir * y+ e's + APO + a+ d,,,), 


4=1 





(v = 0, 1, 2,-- +) 
wihrend sich aus der der Gleichung (6) entsprechenden Gleichung: 





ao (0) = 0 7) 
FE oe Oo, 
(21) # = 0, ib x 


ergibt. Die Gleichung (20) liefert nun fiir y= 0 und i=—x 


dz J “ov az 
(22) a7 2b, 20) — const. e , 
und fiir i+ x 

(222) oA) — AY! + 2%, 


woraus sich die 2) (i+) bestimmen. Die 2) ergeben sich dann aus 
(20) fir » = 1, i=—x mittels Quadraturen**) usw. Gehen wir von den 


*) Vergl. z. B. die Formei (IIl.) meiner Arbeit, Crelles Journal, Bd. 128, 8. 267. 
**) Man findet: 


az) “WD a vty oi) 
OP Lin | + Bena | + 00, (6, — const.) 
A i 
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Ausdriicken (19) zu den das Differentialsystem (A) befriedigenden Aus- 
driicken 


(23) y,,= 0 (Yo + — yf +--+) 
zuriick, so ist 
(24) (Yi) = (ie) (M2) » 
also nach (21), (22): 
[Das 
(25) wane ue 
usw. — Wir haben somit unter der Voraussetzung, daB die Diskrimi- 


nante der charakteristischen Gleichung (10) nicht identisch verschwindet, 
nm Systeme von Reihen der Form (5) gefunden, die dem Differential- 
system (A) formell geniigen. Wenn die » Wurzeln 0,, ---, ©, nicht von- 
einander verschieden sind, so treten méglicherweise an die Stelle einiger 
der Reihen (23) solehe von der Form 


et oi ona , ot? 5 ee 2 a oil) (y + J y¥ ae on ‘); 
- 
wo m eine ganze Zahl bedeutet, die nicht gréBer ist, als der Grad der 
Vielfachheit der betreffenden Wurzel ©,. Die Behandlung dieses Falles, 
der bekannten Verhiiltnissen in der Theorie der linearen Differentialglei- 
chungen entspricht (den sogenannten anormalen Reihen des Herrn Fabry*)), 
lassen wir der Einfachheit wegen beiseite. 

Natiirlich sind die Reihen (23) im allgemeinen fiir keinen Wert von 
uw konvergent; ohne auf die an sich und fiir die Anwendungen nicht un- 
interessante Frage nach den Bedingungen, unter denen jene Reihen kon- 
vergieren kénnen, einzugehen, wenden wir uns gleich zur Erérterung der 
Bedeutung der in Rede stehenden Reihen als asymptotischer Darstellungen 
gewisser Lisungssysteme des Differentialsystems (A) fiir grobe Werte des 
Parameters wu. 

Wir schreiben das Differentialsystem (B) in der Form 


dz, 
(Ba) fe —#7,2,+ > 2%. 


A=1 


wo also die Q,, Funktionen von x und uw bedeuten, fiir die 
, — 
(26) lim — Qi. =0 


ist. Es sei =a ein reguldérer Punkt, d. h. ein Punkt, der weder zu den 


*) Théses de la Faculté des Sciences, Paris, 1885, vergl. Poincaré, Acta Mathe- 
matica VIII (1885), 8. 304. 
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Polen der rationalen Funktionen a,, noch zu den Verzweigungspunkten 
der durch die Gleichung (10) definierten algebraischen Funktion ® von 
«x gehért. Wir denken uns von a@ aus einen Strahl gelegt und auf diesem 
einen Punkt b fixiert von der Beschaffenheit, daB die zwischen a und ) 
gelegenen x Punkte dieses Strahles (b eingeschlossen) ebenfalls regulire 
Punkte sind. Der Parameter u mége mit einem bestimmten Argumente, 
also auch in einem Strahle, ins Unendliche riicken. Wir setzen 


(27) (a —a) = §e%, (i= Y—1) 

so daB € real positiv, @ konstant ist. Die Bezeichnung sei nun so ge- 
wahlt, daB fiir alle Werte von 2, die auf unserem x-Strahle zwischen a 
und 6 liegen, 

(28) R(G,e*) > R(D,e") > --- > RW, e*), 

wo ® den realen Teil der in Klammern folgenden GréSen andeuten soll. 
Der Punkt b ist nétigenfalls so zu regulieren, daB die Ungleichungen (28) 
statthaben. Verbleibt 2 zwischen a und b, und riickt u auf seinem Strahle 
ins Unendliche, so wird & als reale positive Variable unendlich groB; in- 
dem wir nun dieses € in dem Differentialsysteme (Ba) an Stelle von z 
als unabhingige Variable einfiihren, erhalten wir: 


(29) a = &G, & +34 ~ 456%, (x= 1,2,-+-,m) 


woraus fiir x = 2,3,---, m: 


dlog = 
(30) a," = (a, — 3) 
1 
++0(Q,,- Qut > Ges - - > a?) 
Adex Api 
folgt. Da nun hierin 
(31) R(e,— 3) <0, lim 1 Q,, = 0 


ist, laBt sich einerseits eine von x unabhiingige negative reale GréBe 0 
so angeben, daB in dem betrachteten Intervalle 


REG, — @,)) < e< 0; 
andererseits ist fiir hinreichend groBe £ 
1 | <8, 
wo @ mit wachsendem & gegen Null konvergiert. Wenn nun 


| ¢, | z 
fe! 1 | "2 1 
z,|<e? | & <> 
ae A>i 
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so haben wir*) nach (30) 

| %% 

dlog - , 
a  <e+2842(n—1)d-—. 


Bestimmt man nun fiir ein gewisses — die positive GriBe « aus der 
Gleichung 


e+284+2(n—1)6— = —y, 


wo g eine hinreichend kleine positive GréBe bedeutet, so wird « zugleich 
mit d unendlich klein, und man schlieBt wie Herr Poincaré (a. a. 0.), 
daB ein Integralsystem z,,---, 2,, fiir welches in einem &-Punkte 
2, 1 
e< a\<% (x = 2,-+-+,m) 


ist, die Eigenschaft besitzt, dab 

lim “« 0. 

s=+o0 a 
Solche Integralsysteme sind stets vorhanden. — Dieses Lemma wird nun 
in fbnlicher Weise weiter beniitzt, wie das Poincarésche bei Herrn 
Horn (a. a. 0.) 

Aus den dem Differentialsysteme (B) formell geniigenden Reihen (19) 

ergeben sich insbesondere fiir i= 1 die Ausdriicke 





1 1 
(1) (2) 
4;, Sint 3s Sigt''’ 1 ' 1 
(32) lx a # ee gt) 4. f@2)4..., 
4a pp ae 1 a) ie 
C,e& a = ou +.-- 


die dem Differentialsysteme 


- dg. . 1 ° no 
(C) dx +& >) Qi: = 60 (%,—-3,) +> (Qi. — 934 Qs) & TT Q:4> 
A> A>i 


(w= 1,---, m) 


das sich aus (Ba) fiir die Quotienten 


4 — “2 ’ MM 
== re a 
3 a” » On 


ableiten liBt, formell Geniige leisten. Fir das Gleichungssystem (C) 
haben wir den folgenden Satz bewiesen: Wenn «x auf das Intervall 


*) Vergl. Poincaré, American Journal VII (1885), p. 204 ff., und Horn, Acta 
Mathem. XXIV (1900), p. 290, oder ,,Gewdhnliche Differentialgl.“ (Samml. Schubert L) 
1905, S. 190. 
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(a ---b) beschrinkt wird und w so ins Unendliche riickt, daB sein Argu- 
ment konstant bleibt, wenn ferner die Gleichungen (26) und die Un- 
gleichungen (28) bestehen fiir 


6 = Arg u + Arg (x—a), 


so besitzt das Differentialsystem (C) Lisungssysteme §,---,£,, die gegen 
Null konvergieren, wenn w in der angegebenen Weise dem Unendlichen 
zustrebt. 

Setzt man in dem Gleichungssystem (C) fiir £,---, &, die Ausdriicke 


¢ . 1 1 4, 
(33) LoS P+ 5O+---+ 5045 


ein, so ergibt sich fiir Z,,---,Z, ein Differentialsystem von Abnlicher 
Form wie (C), nur sind an die Stelle der Q,, andere Funktionen ge- 
treten, die aber auch die EKigenschaft haben, mit - multipliziert, fiir ins 


Unendliche wachsendes uw zu verschwinden. Nach dem fir (C) bewiesenen 
Satze besitzt also das fiir die Z, giiltige Differentialsystem ein Lésungs- 
system, das gegen Null konvergiert, wenn w in der angegebenen Weise 
dem Unendlichen zustrebt, und diesem entspricht demnach, fiir jedes 
positive ganzzahlige p, ein bestimmtes Lisungssystem von der Form (33) 
des Differentialsystems (C). Daraus folgt nun weiter*) die Existenz 
eines Lésungssystems 

‘ a —_ 0) 1 gi?) “1, 
(34) i oe ss ale ne) 
fiir das System (B) und eines Lésungssystems 


, 


(3d wen (yf 1 1 Uw Yiy 9 

(35) y,,=e Che 45 + ) (x =1,2,---, m) 

fiir das System (A), wo, wenn w in der angegebenen Weise ins Un- 
endliche riickt und x zwischen « und 6 liegt, 

(36) lim Z,, = 0, lim Y,, = 0. 


Man benutzt nun das Liésungssystem (35) zur Reduktion des Differential- 
systems mit » Unbekannten (A) auf ein ebensolches Differentialsystem mit 


*) Indem man beachtet, daB nach (B) 


nn 
d log z > 4) : b, 
val <= uo + ; @., =o, + @,x + - Qi. 
dx x 25 a 
4=1 Asx 
(xem 1,2,---,m; £, = 1) 


ist, und danp die Gleichungen (22), (22a), (32) zu Rate zieht. 








286 Lupwie Scutesincer. 





n—1 Unbekannten*) und schlieBt durch vollstindige Induktion — genau 
so wie es Herr Horn**) tut — auf die Existenz von weiteren n—1 
Lésungssystemen des Systems (A) von der Form 


X, 
(35a) y. = o"(yos.-- 42 yor + = & (¢=2,---m), 
ix m mn 

fiir die, im selben Sinne wie bei den Gleichungen (36) 


lim Y;, = 0. 


Uber die in den o,, y enthaltenen willkiirlichen Integrations- 
konstanten denken wir uns auf irgend eine Weise verfiigt; die w, mégen 
etwa als 


(37) o, = { o,de 


To 


erklirt sein, wo 2, einen zwischen a und b gelegenen Wert von « be- 
deutet. Fihren wir in dem Integrale (37), das natiirlich den «-Strahl 
entlang zu nehmen ist, die durch (27) definierte GréBe als neue Variabele 
ein, so ist 


HQ; = fa," dé, 


oO 


wir haben also, wenn £ > &,, d. h. 
(38) | —a| > |\%—al, 
gemai8 den Ungleichungen (28) die Ungleichungen 
(39) HR (wo,) > R(wa,) > --- > R(wo,). 

In bezug auf die y(°) kénnen wir z. B. festsetzen, daB (vergl. die 
Gil. (25)) 


az 
fax 


yf = e* u ; 
dann ist jedenfalls die Determinante 
(40) yy) + 0. 
“ae 1,2, ---,”) 


Wir behaupten dann, daB die durch die Formeln (35a) dargestellten 
n Integralsysteme eine Integralmatrix ausmachen, d. h. daB ihre Deter- 
minante nicht identisch verschwindet. In der Tat ist: 


*) Vergl. z. B. Koenigsberger, Lehrbuch d. Theorie d. Differentialgleichungen, 
(1889) S. 122. 
**) Acta Mathematica, XXIV, 8. 299. 
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f Bene 
(41) ¥;,| = F-e% = 


(4, # = 1,2, ---,) 


? 


wo f eine von z unabhingige GréBe bedeutet, von der gezeigt werden 
muB, daB sie nicht in mw identisch verschwindet. Beachtet man, daB 


nach (10) 
oy 2 
x=1 x=1 


so folgt aus (1), (35a), (37), (41) die Gleichung 


ly 
u? ix 


(42) yO +t yo4..-4 Lyot 
ix viz u? ix 


xr zr 
Df ehar+ = az + ‘. 


=f-e* Xs # Zo 


Hieraus ist [ jedenfalls in der Form 





1 1 1 
Sie =, S++ i+ ” E 
| darstellbar, wo [,,1,,-->, c. von w unabhiingig, und 


lim E = 0. 
Ae 


LaiBt man aber in (42) den Parameter u in der wiederholt bezeichneten 
Weise ins Unendliche riicken, so folgt 
DSfaaz 
9) | = Tye * , 
es ist also nach (40) [, von Null verschieden und folglich auch F nicht 
i identisch gleich Null. 


Es bedeute nun 7;,, fiir einen festen Index i und x«=1,2,---,m 
ein Integralsystem von der Form 


: , “Os Dog 1 = 
(43) Ii.~? ‘(GR +++, VP + oy Ys)» 


wo die in den g{,---, y” enthaltenen Integrationskonstanten als will- 
kiirliche Konstanten zu denken sind und 
lim Y,, = 0. 


c, als von x unabhingige GréBen derart 


Dann lassen sich die ¢,,---, ¢, 


bestimmen, daB 


(44) Yin = Mn Ho + Oar (x= 1,2,--+, n). 
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Aus den Gleichungen (44) ergibt sich 
(e; — 3) ») 1 C, f 5 
¢, = Ol +--+ Sa +S), (A=1,2,---,m), 


wo die c,---,¢”) von w unabhingig und die 


lim C, = 0 
sind. Die Gleichungen 
de, 0 
dz fay 
ergeben fiir i=A 
ac ad) aq? tis, 
g°% Broo ees gs 


und fiir i+4 
= 0, Ct) = 0, tes, cp) _ 0, 
(a3 — @;) 


C, = const. ¢ 


Es ist folglich fiir 4+ 


MO; Fi x 


’ a aa 1 
cy, ™ & ue” he Mt +5 wnt ¥,,), 


lim f,, = 0, 
und somit 

(p) r 
- on = 0) C; 1 Y Mw; x 
(45) I.= (4 5 deed + u? C) Y;,, +e 


? 
uP 


lim [, = lim r,,=9, 
7 . A+x 
wo die ¢°,---,¢”, C, von x unabhiingige GréBen bedeuten. Wir er- 
halten sonach: 
79-924", 
’ | ) At) 4 ft) | 
n-ne a 
7?) = yc) feeet ¥?) O ; 
durch diese Gleichungen ist die Art, wie die allgemeinen Lésungen der 
Differentialgleichungen (6)—(8) von den willkiirlichen Konstanten ¢, ---,c?) 
abhangen, in Evidenz gesetzt. 
Es bedeute nun y,,---,y, ein Lésungssystem des Differentialsystems 
(A), dessen Anfangswerte fiir «=z, in der Form 


(47) Y, (eo) —= "7 (YO + = + 2 2) + -- > im inf) 
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darstellbar sind, wo y, 7, y”, --- von w unabhiingige Konstanten be- 
deuten und die rechter Hand stehenden unendlichen Reihen entweder fiir 
|u| > R konvergent sind, oder die betreffenden Anfangswerte asymptotisch 
darstellen, wenn w seinen Strahl entlang ins Unendliche riickt. Dann 
lassen sich von x unabhingige GréBen ¢,,---, ¢, so bestimmen, dab 


(48) Yn = Me to Fo Yex» (x= 1,2,---,m). 


Zur Bestimmung dieser Konstanten setzen wir in (48) fiir 2 den Wert x, 
ein; dann ergibt sich 


é + ‘ 


cl? ) C, ) 
? 
, 


C= ey (0 fee et 


wo (ie c,---, c” von w unabhingige GréBen bedeuten, die sich gemiih 
den Gleichungen (46) aus den Gleichungen: 


" 
i -> y? (%y) “, 
i=1 


(49) 79 = >" (2 (x,) 4? + yD (x) 0) 
izi1 





Ye -2> (Vw (ty) GP +--+ + ya) e) 
i=1 


und zwar — mit Riicksicht darauf, daB die Determinante 
¥° (%) + 0 
ist — in eindeutiger Weise bestimmen; fir das noch von mw abhiingige 
C, ist: u . ‘ 
, lim C, = 0. 


“=e 


Setzen wir nunmehr: o,=o,+ y und ferner 
0) (0) —. F710) 
| y¥" ¢ Viz? 


.. (0) ef) + y)) —_ y (4), 
(50) y®) j wind Yi. 





0) (Av) cod P) c®) — iP) 
ee: sf + ye) ef Yin? 


so ergibt sich die Darstellung: 


o, Ti 1 a | uo 9710) 1 Yi 
yy, =e (FO +--+ + > 7”)) +.--+e n (9 ++ °° + WP 7”) 


1 (gun ¥ ee bh etn ¥ 
+3 (#™¥,,+---+e¥,,), 

lim Y,,=---=limY,, =0, (x=1,2,--+,n), 
“=e use 


die fiir jeden positiven ganzzahligen Wert von p giiltig ist. 
Mathematische Annalen. LXIII. 19 
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Mit Riicksicht auf die Ungleichungen (39) kénnen wir somit das 
folgende Theorem aussprechen: 

Jedes Integralsystem des Differentialsystems (A), dessen Anfangswerte 
im Punkte x, in der Form (47) darstellbar sind, lift fiir die zwischen x, 
und x gelegenen TPunkte des x-Strahls und fiir ein den w-Strahl entlang 
ins Unendliche wachsendes eine asymptotische Darstellung zu, und zwar 
im allgemeinen, d. h. wenn die sich aus den Gleichungen (49), (50) ergeben- 
den ¥\) nicht siimtlich identisch verschwinden, in der Form 


(51) y, ~ em (9) + 1 9) + 2, 72 +--- im inf). 


Fiir spezielle Wahlen der Anfangswerte (47) kann es sich ereignen, 
daB gewisse der aus den Gleichungen (49), (50) zu bestimmenden jy”) 
identisch verschwinden. Wenn 


yg) = 0, (¢=1,2,---,A—1; »=0,1,2,---), 


aber unter den j\') welche vorhanden sind, die nicht identisch ver- 
schwinden, so haben wir 
== * 1 . ‘ 

(52) ¥,~ "2 (7 + — 58 + - +; 

dabei ist jedoch zu bemerken, daf fiir alle Elemente eines Integralsystems, 
d. h. fiir alle Werte des Index x =1,2,---,m, der Index 4 immer der- 
selbe sein muB, wie aus den zur Berechnung der 7°), 7)),--- dienenden 
Formeln (siehe namentlich Gl. (50)) hervorgeht. 


Ul. 


Anwendung auf den Fall eines schlechthin kanonischen Differential- 
systems, fiir das die Wurzeln der determinierenden Gleichungen 
von dem Parameter unabhiingig sind. 


Es méige nun der Fall besonders behandelt werden, wo das Differential- 
system (A) ein schlechthin kanonisches ist, d. h. die Form hat 


dy, : 924) , “ 
(A) a-> Y, (x = 1,2,--+,m); 


9 (x) a 
i=1 





dabei bedeuten die g,,(x) ganze rationale Funktionen von nicht héherem 
als dem (6 — 1)" Grade in x, wihrend 


(1) py (x) = (w@—a,)---(x—a,). 


Die singuliren Punkte a,,---,a@, seien von w unabhiingig, dagegen sei: 


‘ = = ae * 
(2) 9.,(#) = u(f + [92 +--+) 


Diese Reihen mégen fiir u|> R (wo R von x und den a,,---, a, un- 
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abhingig ist) konvergieren, und der Einfachheit wegen wollen wir auch 
voraussetzen, daB die Entwickelungskoeffizienten g# (4 = 0, 1, -- -) 
rationale ganze Funktionen von « sind. 

Wir betrachten die algebraische Gieichung n** Grades*) 


Giz (x) 


(3) g(x) — 6,2 = 0, (G,k= 1, 2,-->, n); 
sie definiert uns Q als algebraische Funktion von z und als in der Um- 
gebung von u = co n-deutige Funktion von uw. Fiir diese Funktion sind 


die Punkte a,,---, a, einfache Pole; setzt man 


a 


(4) Res, fie = AM, (y=—1,2,---,6), 
so ist 
(5) A”) — 6, Res, Q| =0, (i,x—=1,2,---,n). 


Bezeichnen wir also die Wurzeln der Gleichung (3) mit Q,,---,Q 
so sind die 


(6) Res, Q. = ri”, (¢=1,2,---,m; vw =—1,2,---, 6) 


n? 


nichts anderes als die Wurzeln der zu «=a, gehérigen determinierenden 
Fundamentalgleichungen des Systems (A), und ebenso sind fiir z= oo die 


(7) Res, Q, = r+ 


die Wurzeln der zu x= oo gehdérigen determinierenden Fundamental- 
gleichung. Wir setzen im folgenden stets voraus, daB die Differenzen 
der r”) weder verschwinden noch ganze Zahlen sind, so daB also die zu 
den singuliren Punkten a,,---,a@,, @,,,(= 00) gehérigen Integralmatrizen 
7 in der Form 


. . (r) P 
(8) n= (2—a,)"* - off 


darstellbar sind, wo die g) in der Umgebung von «=a, holomorphe 
Funktionen bedeuten, deren Determinante | g")| fiir «=a, nicht ver- 


schwindet. Fiir y=o+1 ist «—a, durch . zu ersetzen. — Aus dieser 


Annahme folgt, daB die Diskriminante der Gleichung (3) in bezug auf Q 
nicht identisch verschwindet, und daB die Punkte a,,---,a,, co nicht 
za den Verzweigungspunkten der algebraischen Funktion 2 von z ge- 
héren, solange u einen endlichen Wert besitzt. 


*) Diese fiir die Theorie der linearen Differentialsysteme wichtige Gleichung 
wurde unsere Wissens zuerst von Herrn Volterra (Memorie della Soc. Ital. delle 
Scienze 1899), allerdings bei Fragen anderer Art, als die, mit denen wir es hier 
zu tun haben, in Betracht gezogen. 


19* 








I 
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Denkt man sich in (3) fir g,, die Entwickelung (2) eingesetzt, so 
ist in Ubereinstimmung mit den Bezeichnungen der vorigen Nummer 


9 lim Q=<@ 
(9) 


nae ft 
durch die charakteristische Gleichung 


0 
gf) 


(10) 9 (x) 


—d,,0 =0 (i,x—=1,2,---,n) 

bestimmt. Wenn die Disriminante dieser Gleichung nicht identisch 
verschwindet, d.h. wenn ihre Wurzeln 0,,---, @,, fiir ein unbestimmtes x 
voneinander verschieden sind, so ist also in der Umgebung von u = oo 


(11) Q, =u (a, + 1 W+--), (i= 1,2,--+,2). 


Wir machen nun die weitere Voraussetzung, daB die Wurzeln r”) der 
zu den singuliéren Punkten a,,-- +, a,, co gehirigen determinierenden 
Fundamentalgleichungen des Systems (A) von dem Parameter « wunab- 
hdngig sind. 

Dann ist also nach (6) und (7) 


Res, 2, = Res, Qi, (v=1,2,---,6,¢6+1), 


dagegen 
(12) Resa 5,= 0, 


Res, Q2 = 0, (A = 2,3,---). 


Wir wollen hieraus auf den Charakter der @, schlieBen, Analoges gilt 
dann natiirlich auch fiir die Q%, Q®,---. 

Die algebraische Funktion @ besitzt keine anderen Pole als a,, ---, a, 
u. z. kann ® in diesen Punkten von nicht héherer als der ersten Ordnung 
unendlich werden. Zufolge der Gleichungen (12) ist aber ein Unendlich- 
werden von erster Ordnung auch ausgeschlossen; die a,,---,a@, und 
ebenso «=o gehéren folglich zu den Verzweigungspunkten der alge- 
braischen Gleichung (10) und die @; werden in diesen Punkten von 


niedrigerer als der ersten Ordnung unendlich. Hieraus folgt, daB die 
o, = f 3, dz 


fiir keinen endlichen oder unendlich groBen Wert von x unendlich werden 
kénnen, daB sie also den Charakter von Integralen erster Gattung haben.*) 


*) Man iiberzeugt sich an Beispielen (etwa m = 2, o = 3), daB die o; nicht 
etwa identisch verschwinden miissen. 
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Riickwiarts ergibt sich aus dieser Tatsache, daB die a,, ---, ao, co 
auch die einzigen Verzweigungspunkte von (10) sind. 
Der Koeffizient von ©"~' in der Gleichung (10) lautet 


ay gf) (x 
ai P oe 
i=1 

da fiir diese rationale Funktion von « die Residuen in bezug auf 
@;,***,; @, CO verschwinden miissen und der Zahler von nicht héherem 
als dem (6 — 1)" Grade ist, verschwindet die Funktion (13) identisch, 
wir haben also — in Uhereinstimmung mit einem bekannten Theorem *) — 
die Gleichung 


(14) da,-0. 
i=1 


Wir definieren durch die Gleichungen 

‘ : Gir . ’ 

(15) > ti (SS —46,,2,)=0, (i,n=1,2,+.+,m) 
A=1 
GréBen u,,,--+, ;,, deren Verhiiltnisse sich aus (15) als algebraische — 
mit Q, gleichverzweigte — Funktionen von « ergeben. Fiir ein endliches 
uw sind folglich die «,, in der Umgebung von «=a, holomorph und die 
u,,(a,) geniigen den Gleichungen 
(16) > 2 (@,) (AQ — 6, 4") = 0. 
4=1 

Aus den Gleichungen (15) ergibt sich, indem man fiir g,,, 2; die Ent- 
wickelungen (2), (11) einsetzt, fiir eim von den a,,---, @,, 0© ver- 
schiedenes 2: 
(17) uj, =u +o a +--+ in inf, 


wo diese Gleichungen so zu verstehen sind, daB sich ihre beiden Seiten 
nur durch einen von dem Index 4 unabhingigen Proportionalititsfaktor 
unterscheiden. Die w® sind, in Ubereinstimmung mit der Bezeichnungs- 


weise des vorigen Abschnittes, durch die Gleichungen 


(18) 2 uo (% _ 8, 3,) -0 


@ (x) 


*) Siehe etwa Appell et Goursat, Théorie des fonctions algébriques (1895), 
8. 301. 
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bestimmt. Setzen wir ferner 


(19) AY) =u (a) + = A +>), 
so daB also 

Oi In 
(19a) a”) — lim (a — a,) aa Res,, oy 


so folgt aus (16), mit Riicksicht auf den Umstand, daB die r{” von u 
unabhingig sein sollten: 


(20) u,, (4,) = ul) (a,) + = u%) (a,) +.--- in inf, 
wo in Ubereinstimmung mit (18) 
(21) > uw (a,) af) = 0 
ist. — Wenn wir die Gleichung (10) in der Form 

g® 

eae — dy) — 4;,0 - (4 —a,) =O 
schreiben und darin «=a, setzen, so erkennen wir mit Riicksicht auf 
(19a) und (12), daB die zu der Matrix («‘’)) gehérige charakteristische 
Gleichung die n-fache Wurzel Null besitzt, so daB also die aus den Haupt- 
subdeterminanten dieser Matrix gebildeten Summen simtlich verschwinden. 
Insbesondere ist demnach a‘) = 0, so dab die Gleichungen 


(22) > #4) =0 


2 

auflésbar sind. Mit Riicksicht auf (21) haben wir folglich 

(23) 49 (a,) =o 

d. h. die Werte der Funktionen wu‘) im Punkte a, sind von dem Index i 
unabhiingig, was mit der Tatsache in Ubereinstimmung steht, daB x =a, 
ein Verzweigungspunkt der algebraischen Funktion @ ist. Nach (20) 
haben wir also 

(24) u,,(a,) =f? + | wi)(a,) +--+ im inf, 


wo diese Gleichungen, ebenso wie (23), (20) in demselben Sinne zu ver- 
stehen sind, wie wir es fiir die Gleichungen (17) festgesetzt haben. Wir 
bemerken, daB fiir die durch die Gleichungen (%) erklirten Funktionen 
gy”) die Gleichungen 


Dd 92 «(42 — 4,7) =0 
2Z 
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bestehen*), so daB also mit Riicksicht auf (16) und (24) 
(25) 9°) (a,) = of + - ul) (a,) + +++ im inf. 

Nach diesen vorbereitenden Bemerkungen wenden wir uns zur asymp- 
totischen Darstellung der Integrale in dem jetzt vorliegenden Falle. 

Im I. Absehnitte hatten wir einen «-Punkt reguldr genannt, wenn er 
weder zu den singuliren Punkten des Differentialsystems (A) noch zu den 
Verzweigungspunkten der algebraischen Funktion ®@ gehidrte. Da in dem 
jetzt behandelten Falle die Punkte a,,---,@,, 00 die einzigen Verzwei- 
gungspunkte von @ sind, wird ein reguldrer Punkt einfach ein solcher 
sein, in dessen Umgebung sich die Integrale des Systems (A) regular 
verhalten. Legen wir also von einem reguliiren Punkte z, aus einen 
Strahl, und lassen wir uw mit festem Argumente ins Unendliche gehen, so 


wird ein Integralsystem y,,---, y, des Differentialsystems (A), dessen An- 
fangswerte in x, in der Form 


(26) nv (7 + ; AD --- in inf.) 

asymptotisch (oder fiir «| > R konvergent) darstellbar sind, allgemein 
zu reden, in der Form 

(27) y, ~ ety (FO + 1 2 +++ im inf) 

darstellbar sein, u. z. gilt diese asymptotische Darstellung fiir alle Punkte 
des x-Strahles, die zwischen 2, und dem niichsten auf jenem Strahle be- 
findlichen singuliren Punkte liegen. Dabei bedeutet w, dasjenige 


a 
(28) o, = | o,dz, 
Ei) 


fiir das, wenn 
0 — Argu + Arg (x — 2) 
gesetzt wird, 
(29) R (@,e¢V-1) >R® (@, eo V=1), (x = 2, 3,-+-, ») 


ist. Da aber nach (14) 
> R (we Y-*) = 0 
i=l 


ist, so folgt, daB R(@,e*Y-") und folglich R(uw,) positiv ist fir alle 
az-Werte, die auf dem «-Strahle zwischen 2 und dem niichsten singuliren 
Punkte gelegen sind. Eine Veriinderung des x-Strahles und des Argu- 
ments von w kann bewirken, daB in der Ungleichung (29) nicht mehr 
®,, sondern ein anderes @, die erste Stelle einnimmt; dann werden in der 


*) Siehe die vorhergehende Note, Gl. (8), 8. 274. 
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asymptotischen Darstellung (27), allgemein zu reden, @, und die ent- 
sprechenden y’) an die Stelle der o,, y( treten, und fiir die in Betracht 
kommenden z- und uw-Werte wird Ri(um,) einen positiven Wert haben. 
Wir erhalten somit das 

Theorem I. Die Elemente eines Integralsystems, dessen Anfangswerte 
in dem reguliren Punkte x, in der Form 
(26a) yO + = 0 +. .+ im inf. 


“4 

asymptotisch darstellbar sind, werden, wenn der Parameter wu in beliebiger 
Richtung ins Unendliche geht, allgemein zu reden, fiir jeden x-Wert, der 
innerhalb des zum Punkte x, gehirigen Mittag-Lefflerschen Sternes*) ge- 
legen ist, unendlich. Nur solche Integralsysteme, deren asymptotische Dar- 
stellung nicht zu demjenigen @, gehirt, fiir das R(uB,) den gripten Wert 
hat, kimnen dem Grenzwerte Null zustreben, oder auch fiir spezielle Argu- 
mente von u villig unbestimmt werden. 

Wir betrachten nun den Fall, daB « sich auf einer von 2, ausgehen- 
den gebrochenen Linie bewegt; es geniigt offenbar, den Fall niher zu 
untersuchen, wo jene Linie nur einen Knickpunkt aufweist. Es mige also 
von z, ein erster Strahl ausgehen, an den sich in einem seiner Punkte, 
etwa z,, ein zweiter Strahl anschlieBt; das Argument von wu bleibe ein 
fiir alle Male fixiert. Das Integralsystem y,, ---, y,, dessen Anfangswerte 
in 2, in der Form (26a) darstellbar sind, besitzt lings des ersten Strahles 
eine asymptotische Darstellung von der Form (27), wo y=0O zu setzen 
ist, wir haben also fiir « = z, 


: , tena . hoe —s 
(30) y, (2,) ~ eon (W\2(#,) + _- 99, (4,)+---@ inf.) , 


wo, allgemein zu reden, @, so beschaffen ist, dab lings des ersten Strahles 
R(ue@,) am gréBten, also positiv ist. Es sei nun lings des zweiten 
Strahles z 
@,; al [w,dx 

und @,° dasjenige, fiir welches R(u@,") den gréBten Wert unter allen 
R(uo,) hat, dann ist, allgemein zu reden, fiir jeden Punkt x des zweiten 
Strahles, der zwischen x, und dem niichsten singuliren Punkte gelegen ist, 


, . = 1 = . _ 
y,(2) ow eft (ora (2) + oy (%)) (7 (x) + = he (x) +--- in inf.) , 


wo die y@ gemaiB den durch (30) gegebenen asymptotischen Darstel- 
lungen der Anfangswerte im Punkte x, zu bestimmen sind. — Wenn also 


*) Siehe Mittag-Leffler, Acta Mathematica, Bd. XXIII, p. 43 ff. 
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der Punkt « mit dem Punkte 2, durch eine, keinen singuliiren Punkt ent- 
haltende gebrochene Linie verbunden ist, so werden diejenigen Werte des 
Integralsystems y,,---, y,, die durch analytische Fortsetzung lings dieser 
Linie im Punkte z zum Vorschein kommen, in der Form 


y, (2) ow elt (o,(2) + P) (y® (x) + ; y) (a)+-+-+ in inf.) 


asymptotisch darstellbar sein, wo p eine Konstante bedeutet, und wo, all- 
gemein zu reden, 
R[u(o,(@) + p)| > 0 

ist; die w,(x), y# sind so zu bestimmen, da in einem jeden Knickpunkte 
der gebrochenen Linie die asymptotische Darstellung fiir den daselbst aus- 
gehenden Strahl denjenigen Anfangswerten gemi® herzustellen ist, die 
durch die lings des in jenem Knickpunkte endenden Strahles giiltige 
asymptotische Darstellung gegeben werden. 

Wir sehen also, daB ein Integralsystem, das in einem reguliren 
Punkte x, einer asymptotisechen Darstellung von der Form (26) fahig ist, 
die Eigenschaft hat, daB jeder Zweig dieses Integralsystems in jedem 
reguliiren Punkte « eine asymptotische Darstellung von derselben Form 
zulaBt, und wir erhalten diese Darstellung, indem wir den von 2, nach x 
fiihrenden Fortsetzungsweg durch eine ihm iiquivalente gebrochene Linie 
ersetzen und fiir diese auf die oben angegebene Weise verfahren. Da 
eine Funktion nur auf eine Weise asymptotisch dargestellt werden kann, 
erkennen wir zugleich, daB die in 2 giiltige asymptotische Darstellung 
von der Wahl der zu ihrer Herstellung benutzten gebrochenen Linie un- 
abhiingig ist, vorausgesetzt, daB nur solche gebrochene Linien zugelassen 
werden, die einander und dem Fortsetzungswege iiquivalent sind. 

Es sei nun die von x, ausgehende gebrochene Linie eine geschlossene, 
d. h. also ein geradliniges Polygon, dessen eine Ecke 2, ist. Es mége im 
Inneren dieses Polygons ein einziger singuliirer Punkt, etwa a,, gelegen 
sein. Dabei verstehen wir unter dem Inneren des Polygons denjenigen 
Teil der z-Ebene, der, beim Durchlaufen des Polygons in einem be- 
stimmten Sinne, zur Linken bleibt. Die Zahl » kann dann einen der 
Werte 1, 2,---,6-+ 1 annehmen. Es sei ferner (¥,,) diejenige Integral- 
matrix, die sich fiir «= 2, auf die Einheitsmatrix (0,;,) reduziert, so daB 
also diejenigen Werte der y,,, die in a, zum Vorschein kommen, wenn 
wir lings des Polygons analytisch fortsetzen, nichts anderes sind, als die 
Elemente der einer Umkreisung von a, entsprechenden Fundamentalsub- 
stitution (A(”)). Da die Anfangswerte 6,, der y,, im Punkte 2 von mu 
unabhingig, also jedenfalls in der Form (26a) darstellbar sind, folgt, dab 
die A) jedenfalls in der Form 








> 
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(31) Ay) ~ err: (a) + 1 Of) +--+ im inf) 
asymptotisch dargestellt werden kénnen, wo, allgemein zu reden, 
R(up,) > 0 


ist, wihrend die a) die Werte gewisser y) im Punkte z, bedeuten, wo 
der Index 4 von i unabhiingig ist. Wir erkennen hieraus fiirs erste, dab 
im allgemeinen die siimtlichen A®) unendlich werden, wenn der Parameter 
u mit einem beliebigen Argumente ins Unendliche riickt. Des weiteren kénnen 
wir aus der Darstellung (31) noch einen bemerkenswerten Schluf ziehen. 

Bezeichnen wir die Wurzeln der zu a, gehérigen Fundamentalgleichung 


mit 
2a V-ir\") 


_ 9”, 
so sind diese GréBen von u unabhiingig. Daraus folgt, mit Riicksicht auf 
(31), daB die durch die linearen Gleichungen 
Dd 9A -4,,0")=0, = 1,2,--+m) 
i=1 
bestimmten Verhiiltnisse 
(33) Oo) :-- +: of) 


i 3° 


einer asymptotischen Darstellung von der Form 
(34) ty + : a, +--+ in inf, 


fihig sind. Diese Verhiiltnisse sind aber*) nichts anderes, als die Ver- 
hiltnisse der Werte, die die durch die Gleichungen (8) definierten Funk- 
tionen g\”) im Punkte z, annehmen, wir sehen also, daB diese Verhiilt- 
nisse oder, was auf dasselbe hinauskommt, die Verhiltnisse 


(vr) sl) se... eo) 
(35) "is "i y ’ Wn 


der Elemente der zu a, gehérigen Integralmatrix im Punkte x, asympto- 
tische Darstellungen von der Form (34) zulassen. Denken wir uns den 
Punkt z, mit a, durch einen ganz innerhalb unseres Polygons verlaufen- 
den Strahl, oder, wenn dies nicht méglich ist, durch eine im Inneren des 
Polygons verbleibende gebrochene Linie verbunden, so sind nach dem 
Vorhergehenden die Verhiiltnisse (35) lings jener Linie bis in jede be- 
liebige Nahe des Punktes a, asymptotischer Darstellungen fihig, da ja 
ihre Anfangswerte im Punkte 2, eine solche Darstellung zulassen. Die 
lings des in a, miindenden Strahles giiltigen Darstellungen gehen aber, wenn 


*) Vergl. die vorhergehende Note, Gl. (4), S. 274. 
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a in den Punkt a, einriickt, formell in die Verhiltnisse der auf der 
rechten Seite der Gleichungen (25) auftretenden Reihen iiber; da diese 
Reihen die Werte g("}(a,) — von einem Proportionalititsfaktor abge- 
sehen — in einer gewissen Umgebung von u = co konvergent darstellen, 
so kénnen wir sagen: 

Theorem IL Die Verhiiltnisse der Elemente der zu einem singuldren 
Punkte a, gehirigen Integralmatria sind liings eines jeden in diesem Punkte 
einmiindenden Strahles einer asymptotischen Darstellung fihig, und diese 
Darstellung bleibt in jenem singuliren Punkte selbst giiltig, indem sie da- 
selbst in eine konvergente Reihenentwicklung iibergeht.*) 

Wir haben bereits angemerkt, daB im allgemeinen die simtlichen A”) 
unendlich werden, wenn wu in beliebiger Richtung ins Unendliche riickt. 
Diese Bemerkung kann noch schirfer gefaBt werden. Denken wir uns in 
der zum Punkte a, gehérigen Fundamentalgleichung (32) fiir die A‘) ihre 
asymptotischen Darstellungen (31) eingesetzt, so folgt, wenn gu mit be- 
stimmtem Argumente ins Unendliche riickt: 


av”) — d, , OY? lim eri =Q, (A = 1, 2,---,m). 


Es sind nun folgende Fille denkbar: 
1. lime""* = 0 fir i=1,2,---,n. In diesem Falle ist also 


fied 


lim A‘) == 00, und die Wurzeln der zu der Matrix (a\")) gehérigen cha- 


rakteristischen Gleichung sind siimtlich gleich Null. Dieser Fall ist der 
yallgemeine“, wo niimlich die asymptotischen Darstellungen aller A‘) zu 
demjenigen w, gehéren, fiir das R(u@,) am gréBten, also positiv ist, und 
wo demnach die 
i (9) 

von dem Index i unabhiingige Werte besitzen. 

2. him e~"?i = co; dieser Fall ist ausgeschlossen, da die zu der Matrix 
(a‘)) gehdrige charakteristische Gleichung keine unendlich groBe Wurzel 


besitzen kann. 
3. lim e~“? = 0 wenigstens fiir einen Wert der Index i; dann sind 


die Grenzwerte der zu diesem Index i gehérigen A”) unendlich groB. 
4. lime~“*i = 1, also p,; = 0 fiir jedes i= 1, 2. --,n. Wenn dieser 


Fall fir einen oder mehrere der Werte v = 1, 2,---, 6 + 1 eintritt, aber 
wet fiir alle, so kénnen die cottgeethanden ne ph endlichen Grenz- 





*) Man “a hiermit die von Herrn Bécher, Encyklopiidie der math. Wissensch. 
IlA7a, p. 447 angegebenen Bedingungen, unter denen die sogenannten Oszillations- 
theoreme in einem singuliiren Punkte, der kein Punkt der Unbestimmtheit ist, be- 
stehen bleiben. 
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werten a‘) zustreben, und die gi) sind die Wurzeln der zu der Matrix 
(a) gehdrigen charakteristischen Gleichung 
(35) a) —8,,0| = 0. 

In diesem Falle muB also die Determinante a‘) von Null verschieden 
sein, die Matrix (a\')) muB folglich mit der Matrix (y%)(2,)) tiberein- 
stimmen, so daB die asymptotischen Darstellungen der A’) fiir i= 1, 2,---,n 
zu den n verschiedenen @, (i= 1,2,---,) gehéren. Dann sind unter 
denjenigen A‘), fiir deren oberen Index y» der eben besprochene Fall nicht 
eintritt, noch immer welche vorhanden, deren Grenzwert unendlich wird. 
Es bleibt also noch der Fall: 

5. Wo die unter 4. besprochenen Verhiiltnisse fiir alle n =1,2,---,6+1 
stattfinden. In diesem Falle verschwinden die simtlichen Periodizitiits- 
moduln der Integrale erster Gattung @,, es sind also die , selbst simt- 
lich identisch gleich Null. 

Wir hatten unsere ganze Untersuchung unter der Voraussetzung ge- 
fiihrt, daB die @,,---,@, voneinander verschieden sind. Wenn die simt- 
lichen Wurzeln der Gleichung (10) zusammenfallen, also rational sind, so 
miissen sie identisch verschwinden. Alsdann wiire die durch die Gleichung (3) 
definierte Funktion Q im allgemeinen nicht in der Form (11) nach ganzen, 
sondern nach gebrochenen Potenzen von u, niimlich nach ganzen Potenzen 

1 


von w* entwickelbar, und auch die Potenzen von u, die in den formalen, 
dem Differentialsysteme geniigenden Entwicklungen auftreten, wiirden ganze 
1 


Potenzen von uw" werden.*) 

Sollten diese Entwicklungen doch nach ganzen Potenzen von u fort- 
schreiten, so miiBten die simtlichen g in Wegfall gebracht werden 
kénnen, es wire also « = oo iiberhaupt kein wesentlich singulirer Punkt 
der Integrale. Dieser Fall scheidet demnach aus. 

Es wird somit allemal wenigstens eines der A) unendlich, wenn u 
mit einem beliebigen Argumente ins Unendliche riickt — nur fiir spe- 
zielle Argumente von mw kann es sich ereignen, dab die A‘ nicht unend- 
lich, sondern véllig unbestimmt werden — damit ist der in der vorher- 
gehenden Note gemachte SchluB**) erhiirtet. 


Klausenburg, 26. April 1906. 


*) Vergl. die Bemerkung in der No. I, 8. 282. 
**) Siehe 8. 276 dieses Annalenbandes. 
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Uber lineare homogene Differentialgleichungen zweiter Ordnung 
mit drei im Endlichen gelegenen wesentlich singularen 
Stellen. *) 


Von 


Ricuarp Fucus in Halensee bei Berlin. 


In der vorliegenden Notiz erlaube ich mir einige Untersuchungen 
vorzulegen, die aus folgender Uberlegung hervorgegangen sind: 
Bekanntlich lassen sich die GréBen «, B, y der GauBschen Differential- 


gleichung 
] 


x(x — 1) 74+ [(@+ B+ l)a— 7] 52 + «By =0 
so bestimmen, daS fiir ein Fundamentalsystem y,, y, von Integralen der- 
selben die Koeffizienten der Substitutionen, die y,, y, bei Umliiufen der unab- 
hiingigen Variablen um die singuliiren Stellen « = 0 und x = 1 erleiden, 
beliebig vorgeschriebene Werte besitzen. Ich habe mir nun die Frage vor- 
gelegt, welche Gestalt eine lineare homogene Differentialgleichung zweiter 
Ordnung mit drei im Endlichen gelegenen und dem unendlich fernen 
Punkt als wesentlich singuliiren Stellen haben mu8, damit die Koeffi- 
zienten der Substitutionen, die ein Fundamentalsystem von Integralen bei 
Umliiufen der unabhiingigen Variablen um die im Endlichen gelegenen 
singuliiren Stellen erleidet, beliebig vorgeschriebene, also insbesondere von 
der Wahl der singuliiren Stellen unabhiingige Werte besitzen. 

Hierbei konnte ich die Resultate, die mein Vater (L. Fuchs, Sitzungs- 
berichte der Berliner Akademie der Wissenschaften, 1888, S. 1115 u. 
1273; 1889, S. 713; 1890, S. 21; 1892, S. 157; 1893, 8. 975; 1894, 8. 1117; 
1895, 8. 905; 1897, S. 608; 1898, S. 477) ,iiber lineare Differentialglei- 
chungen, deren Substitutionsgruppe von einem in den Koeffizienten auf- 
tretenden Parameter unabhiingig ist“, veréffentlicht hat, benutzen und 
ebenso die Abhandlungen des Herrn Schlesinger (Crelles Journal, 
Bd. 123, 8. 1388; Bd. 124, 8. 292; Bd. 130, S. 26) ,Zur Theorie der linearén 
Differentialgleichungen im Anschlu8 an das Riemannsche Problem“. 


*) Ein Auszug aus dieser Arbeit ist in den Comptes Rendus de l’Académie des 
Sciences de Paris (Séance du 2 Octobre 1905), t. 141, p. 555, von Herrn Poincaré 
vorgelegt, erschienen 
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Es zeigt sich zunichst (Nr. 1), dab neben den vier wesentlich singu- 
laren Stellen, als welche 0, 1, ¢, co0 genommen werden, mindestens eine 
scheinbar singulire Stelle vorhanden sein muB. Dann werden (Nr. II 
und III) die notwendigen und hinreichenden Bedingungen fiir die in den 
Koeffizienten vorhandenen Konstanten aufgestellt, damit die Differential- 
gleichung die oben angegebenen Eigenschaften besitzt, und gezeigt (Nr. IV), 
daB diese Bedingungsgleichungen miteinander vertriiglich sind. Es zeigt 
sich, daB der Wert 4 der scheinbaren singuliren Stelle als Funktion von 
¢t einer Differentialgleichung geniigt, die in eine eigentiimliche Form iiber- 
gefiihrt werden kann (Nr. V, V1). Hierauf wird (VII) der Zusammen- 
hang der hier gegebenen Untersuchungen mit dem Riemannschen Problem 
klargestellt und dann (Nr. VIII) ein Spezialfall hervorgehoben, der zu 
unserer Differentialgleichung in einer iihnlichen Beziehung steht, wie die 
sogenannte Legendresche Differentialgleichung, die die Grundlage der 
Theorie der Modulfunktion bildet, zur allgemeinen GauBschen Differential- 
gleichung. SchlieBlich wird dann noch gezeigt (IX), daB in besonderen 
Fillen die Differentialgleichung reduktibel sein und bei gewissen Spezia- 
lisierungen der Konstanten (Nr. X) in Gaufsche Differentialgleichungen 
iibergefiithrt werden kann. 


1. 
Wenn die Substitutionsgruppe der Differentialgleichung 


(A) tae PY 

der Fuchsschen Klasse — wir nehmen hier immer den Koeffizienten de. 
ersten Ableitung von y nach z als gleich Null an, weil dies ja bekannt- 
lich durch eine einfache Transformation der abhingigen Variablen stets 
zu erreichen ist — von einem in p auftretenden Parameter unabhingig 
sein soll, als welchen wir im folgenden stets einen der singuliiren Punkte 
ansehen werden, so muB fiir ein Fundamentalsystem y,, y, von Integralen 
das Gleichungssystem erfiillt sein*) 


’ OY; OY; 
(1) ef = By,+A ae 


wo B und A rationale Funktionen von ~ sind. 

. Uber die rationale Funktion A hat mein Vater (Sitz.-Ber. d. Berl. 
Ak. 1893, 5. 986, 987, Nr. 4 und 1894, S. 1117—1121, Nr. 5) einige 
Kigenschaften hergeleitet, welche wir, soweit wir sie im folgenden brauchen, 


*) L. Fuchs, Sitz.-Ber. der Berl. Ak. 1888, 8. 1278—1282, Nr. 11 u. 12. Vgl. 
auch meine Programmarbeit (Bismarckgymnasium, Wilmersdorf-Berlin 1902). 
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fir Differentialgleichungen zweiter Ordnung hier kurz zusammenstellen 
wollen: 


1. Ist ‘* =a, eine wesentlich singulire Stelle von (A), so ver- 
schwindet A an dieser Stelle mindestens von erster Ordnung. 

2. Fiir die wesentlich singulire Stelle 2 —¢ wird A nicht unendlich. 

3. Fiir eine scheinbar singuliire Stelle, d. bh. fiir eine solche, fiir die 
die Wurzeln der determinierenden Fundamentalgleichung sich um eine 
ganze Zahl unterscheiden, ohne daf in den Integralen Logarithmen auf- 
treten, kann A unendlich werden. 

Nehmen wir also an, daf unsere Differentialgleichung auber 2 = t 
noch die wesentlich singuliren Stellen a,,a,,---, @,, @,,,= Co besitzt, 
so muB A die Gestalt haben 


A = (x — a,) (x — ay) ++» (w — @,) Ay. 


n+l 


Setzt man nun ¢ = : , 8o geht (1) tiber in 

Soll also = co oder z=0 auch eine wesentlich singulire Stelle 
sein, so mu Az* fiir z= 0 mindestens von erster Ordnung verschwinden. 
Es mu also A, fiir «= oo von der Ordnung » — 1 verschwinden, d. h. 
es muB der Grad seines Zihlers um »—1 kleiner sein als der seines 
Nenners. Da aber A nur fiir scheinbar singulire Stellen unendlich 
werden kann, so miissen also neben den n + 2 wesentlich singuliiren Stellen 
mindestens n — 1 scheinbar singuldre Stellen vorhanden sein, was mit den 
auf andere Weise gefundenen Resultaten von Herrn Poincaré*) und 
Herrn Schlesinger*™) itibereinstimmt. 

Es soll nun im folgenden zunichst angenommen werden, dab, aufer 
x =t, noch die singuliren Stellen «=0, e=1 und x=oo fir die 
Differentialgleichung (A) vorhanden sind. Sollten die im Endlichen ge- 
legenen von ¢ verschiedenen singuliiren Stellen andere Werte a, und a, 
haben, so kann man es bekanntlich durch eine einfache Transformation der 
unabhingigen Veriinderlichen dahin bringen, daB diese Werte bezw. in 0 
und 1 tibergehen. Dann mu® also neben den vier wesentlich singuliiren 
Stellen mindestens noch eine scheinbar singulire Stelle «=A fiir die 
Differentialgleichung angenommen werden, und wir fragen uns nun: Labt 
sich 2 so bestimmen, daB die Koeffizienten der Substitutionen, die ein Funda- 
mentalsystem y,, y, der Differentialgleichung bei Umliufen um die singu- 
liren Stellen erleidet, beliebige von ¢ unabhiingige Werte besitzen? 

*) Acta Math., Bd. IV, 8. 217—219. 

**) Crelles Journal, Bd. 123, S. 168 und Handbuch der Theorie der lin. Diffe- 
rentialgl., Bd. II,, 8. 383 und 388. 
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Il. 
Wir gehen also nunmehr aus von folgender Differentialgleichung: 
d*y 
wo 
L — ea b € « a 4 7 yy : x * g 
(1) P= ate te—pt es tei a—t' @—a’?' «—i 


Damit die Differentialgleichung zur Fuchsschen Klasse gehére, die 
Integrale also auch im Unendlichen nicht von unendlich hoher Ordnung 
unendlich werden, mu8 noch angenommen werden, daB 


(2) e+Bp+yte=0 

sei. Wegen der iiber die Substitutionsgruppe gemachten Voraussetzung 
miissen die Konstanten a, b, c, e¢, welche die Wurzeln der determinierenden 
Fundamentalgleichungen bestimmen, von ¢ unabhingig sein.*) Die ratio- 
nale Funktion A der Gleichung (1)1 wird dann bei der Annahme nur 
einer einfachen scheinbar singuliren Stelle die Gestalt haben: 


a(x — 1) 
(3) Am *2=) y, 


wo M eine von x unabhiingige GréBe bedeutet. Damit A fiir = 4 nur 
von erster Ordnung verschwinde, muB, wie schon gesagt, 4 eine einfache 
scheinbar singulire Stelle sein, d. h. es miissen sich die Wurzeln der 
determinierenden Fundamentalgleichung fiir = 4 um 2 unterscheiden. 
Es ist niimlich zufolge (1) Nr. I 
Z| 
(4) A=CZ | ae 
OUs | 
Me Ge | 
= der Koeffizient von s2 in (A) gleich Null angenommen worden ist, 
mu 


cy, | 

in 1 ” Cx 
(5) om | a | 
OY: | 

| ¥ Ox 


eine Konstante in bezug auf x sein. Es sei nun die Differenz der Wurzeln 
der determinierenden Fundamentalgleichung fiir x = 4 


(6) r(r—1)=e 
eine ganze Zahl g, so sind diese Werte, da ihre Summe gleich 1 ist, 
—s und -T8. 


*) Vgl. L. Fuchs, 8.-B. d. Berl. Ak. 1892, Nr. 3, S. 162, Satz I. 
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if 


Ist nun 7, das zu 1—9 und H, das zu —— gehérige Integral und ist 


3 


Y= Cut + ete, 
Yo = Ca %1 + a9 %e, 


so ergibt sich 


(7) 








OCs 


A=C (y.? (Cs on — — Coy “t) + Ws (cu. Ya — Oy 3, + “5 i, “se Fe) 


+ y,? (cis oa — Gy oe) + (C1192 — 12a) (v, Fr “a a 
Das einzige Glied, welches hier zu einem negativen Exponenten ge- 
héren kaun, ist das mit y,*; dieses gehért zam Exponenten 1 —g. Soll 
also 
1—g=-—1 
sein, so folgt g = 2. 
Wenn aber die Wurzeln von (6) 


1—% 1 +e 8 
ey ae ee 
sein sollen, so muB 
BY 
(8) ems 
sein. 
Ill. 


Fiir die rationale Funktion A ergibt sich noch die partielle Diffe- 
rentialgleichung*) 
tA 1 0°A 


op _4 cP 6A ' 
(B) a4 at 27% 2 02°’ 


und man sieht also, daB sich unser Problem auf das folgende zuriickfihrt: 
Lassen sich 24 und M in (3) 11 so bestimmen, daB die Gleichung (B) 
durch eine rationale Funktion p der Form (1) IL befriedigt wird? 
Vergleicht man zuniichst die Koeffizienten von (# — ¢t)-* auf beiden 
Seiten von (B), so ergibt sich 


2e— — ME) 2¢ 
oder 
(1) M=— 5, 


so daB also nun A die Gestalt hat 


(2) — — *@—1) t—A 


“ z2—i t(t—1i) 


*) L. Fuchs, §.-B. d. Berl. Ak. 1894, Nr. 7, 8. 1124, Gl. (5). 
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Beide Seiten der Gleichung (B) werden nach Einsetzen dieses Wertes 
von A und der rationalen Funktion p (siehe (1) I) echt gebrochene rationale 
Funktionen; zerlegt man diese in Partialbriiche, so gibt die Vergleichung 
entsprechender Koeffizienten das folgende System von Gleichungen: 





(3) «e+B+y+e=—0, 

(4) Am (24 —1+4 2ea(a—1)}, 

(5) ptanytae =o i eA he it 
(6) 7 -iwen lO t+ 20°3*}, 

) aaa o + Pana) 

(8) Fen een te a + 20 PH). 


Die Gleichung (5) besayt, dab in der Umgebung von «= 4, wie es 
fiir eine scheinbar singulire Stelle notwendig ist, die Integrale der Diffe- 
rentialgleichung (A) keinen Logarithmus enthalten. Sind nimlich, wie 
oben gezeigt, die Wurzeln der determinierenden Fundamentalgleichung 
ein 


so gehért zum Exponenten : 


fir z=4, 4, = : und y, = — =, 
logarithmenfreies Integral 


3 
y, = («@ — A)? {eg +o, (@ — 4) + 6,(a@ — A)? +---}, 


und es ist dann bekanntlich 


cdz 
¥, = » ft , 


wo ¢ eine willkiirliche von Null verschiedene Konstante bezeichnet, ein 
mit y, ein Fundamentalsystem bildendes Integral. Soll y, bei =A 
keinen Logarithmus enthalten, so ergibt sich 
(9) 3e,? = 2egcy. 

AuBerdem bestehen zufolge (A) zwischen ¢,, ¢,, ¢,, wenn 


£.. 


7 
-stg-ptacet i r+] i tim 


gesetzt wird, die Gleichungen 
Be, = &€y, 
8c, = 8¢, + Gey. 
Aus (9) und (10) folgt aber 
q= =, 
was mit der Gleichung (5) iibereinstimmt. 


(10) 
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IV. 
Es ist nunmehr zu untersuchen, ob die Gleichungen (3) bis (8) 
voriger Nummer miteinander vertraglich sind. 
Zuniichst ergibt sich, dab 
(1) aA+ B(A—1) + y7(A4-—D—x 
sein muB, wo x eine von ¢ unabhiingige Konstante bedeutet. Diese Glei- 
chung besagt, daB auch die Wurzeln der determinierenden Fundamental- 
gleichung von (A) fiir «= oo von ¢ unabhiingig sein miissen. Diese 
determinierende Gleichung fiir « = co oder z = 0 lautet niimlich 


(2) r@r—1)+2r—at+b+e+ {—ad—PQA—1)—y(a—4, 


und ihre Wurzeln sind dann und nur dann von ¢ unabhingig, wenn 
ai + B(A— 1) + (A — t) = von ¢ unabhingig ist. 
Die Behandlung der Bedingungsgleichungen kann nun weiter folgen- 
dermaBen erfolgen: 
Setzt man 
(3) e=ptgomtace 
so folgt aus (1) dieser und (3), (5) voriger Nummer 
«d+ B(A—1)+y(A—t) =x, 
«+B +7 ties 
+553 +55; -"*6 
und hieraus berechnet man: 


4) «= “44 (y4ea—1][1+e(4—O] —e 


x(a — 1—1 4(a—1)(4—t 
(2) B=— “Py — Fj teal +09) + 9 SGP, 


1a—1) a—h 
t ’ 


; etait: |. Gad 1(a—1)(4—t) 


Setzt man in diese Ausdriicke fiir ¢ seinen Wert aus (4) III ein, so ergibt sich: 











P)a- * 4(24—t—1)* A@—1G@—h , 1 tt—1)* sdi_ i—1)2 
/a=- Teas © t © 41@—D@—onldt” t-1 

_ a@—1) , @—QI—H* , 4a—A—H 1 H—1) fda 1)3 
@ §=- t—1 + 4@=n ia—t +? -t—1 4 1@—1G—Hldt 7} ? 
(R) y= 2-9 _@-8 @a—1)* ~aa@—1@—) , 1 tt—1) oy. 
~) 7" 5 ase oe t ia@—a—s lat 


Die Entscheidung der Frage, ob die Bedingungsgleichungen (3) bis 
(8) Nr. III miteinander vertriiglich sind, kann nun in der Weise erfolgen, 
daB diese Werte fiir a, 6, y in (6) bis (8) Nr. III eingesetzt werden. 
Das Ergebnis dieser Substitutionen ist: 


20* 
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aus (6) Ill 


di 4—1 , 
%) (i — G=1) P@ = 9, 
aus (7) If 
di. ri 
(8) (5-4) P@=- 
aus (8) Ill 
(9) & D(a) =0. 
Hierbei bedeutet: 
1 di ipl 1 1 di\? 
(8) D() = 5p +[F+ +3; +i Jat ak +734 +i] (aH) 
4(a—1) @—t t 
= eS : a {—( x—I)+at+b+e—(a+ i)is 
\ ¢—1 t(t—1)) 
+(0+ Jaap Gaol 
Die Gleichungen (7), (8), (9) werden gleichzeitig erfillt, wenn 
(L) D(i) = 9 


ist. 

Die Gileichungen (3)—(8) Nr. UL lassen also eine Auflisung zu: 
4 als Funktion von t mu Integral der Gleichung (L) sein und «, B, y 
miissen durch ihre Ausdriicke (P), (Q), (R) berechnet werden. Dabei ergeben 
sich die folgenden sechs willkiirlichen Konstanten: a,b, c, x und die beiden 
zu der Differentialgleichung 2" Ordnung (L) gehdrigen Integrationskonstanten. 

A 

Setzt man nun: 

— 4(x—1) + 4a + 4b + 4e =A,, 


4 (a+ 7) =hk,, 
4(b+ i) =f, 


4 (c+ th, 


(1) 





so lautet die Gleichung (L) 


(L’) ats + maiti= la - sla+ +33 +, 4,7 la) 
1 sce oo] —kynth, i sition 1) 9). 


2 é(- 1) 1—t) 

*) Die Differentialgleichung (L’) besitzt, worauf ich bei anderer Gelegenheit ein- 
gehen méchte, die festen Verzweigungspunkte 0, 1,¢, «. In der Tat findet sie sich 
in dem speziellen Fall k, =k, —k,—k,,—=0 in den von Herrn Painlevé fir Dif- 
ferentialgleichungen zweiter Ordnung mit festen Verzweigungspunkten aufgestellten 
Tableaux (Acta Math. Bd. 25 z. B. Tabl. Ill). Darauf, daB diese Tableaux noch nach 
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Die Bedeutung der GréBen k.., k,, k,, k, ist dabei folgende: 
Lautet die determinierende Fundamentalgleichung fiir « = 0 


r(r as 1) = 4d, 
und ist 7, eine Wurzel dieser Gleichung, so ist auch 1 — r, eine solche, 
und 2r, — 1 ist die Differenz der Wurzeln. Nun ist aber 
(2r,—-1?#=—4a+1=—h,. 
Demnach ist i, das Quadrat der Differenz der Wurzeln der determinieren- 
den Fundamentalgleichung fiir «= 0, und ebenso sind k,, k, bezw. die 
Quadrate der Wurzeldifferenzen fiir = 1 und x =t. 
Weiter lautet nach (2) IV die determinierende Fundamentalgleichung 
fiir «= co 
r(r—1)+2r=a+b+eH+ : _ 
also 
(2r+1)?= 4a + 4b + 4c — 4(x—1) =k: 
Da aber 27 + 1 die Wurzeldifferenz ist, so ist also k. das Quadrat dieser 
Wurzeldifferenz fiir «= oo. Die Differentialgleichung (L’) fiir 4 laBt sich 
nun in merkwiirdiger Weise umgestalten: 
Setzt man: 


4 
(2) i= —, oS . = y 
Via—pa—s 


du = 1 di + ou 
dt Vil (4A—1)(—?#) dt ot? 
wo a bedeutet, daB bei dieser Differentiation 4 als Konstante in bezug 
auf t ‘tenon ist. Weiter folgt: 
du 1 _ di 
de ~~ 2 a it NG) 
a 2 a Fg 
Viag—1a—t 4—tdt ° yia—1)a—s ar * 8 
Also ist 
@u, 2t—1 du 1 
dit + 7@—1) at + dt@—4 “ 


- aaaemglae + (G 77. it )a- a tiatid(@) | 
o*u , 2t—1 du 1 


+ oe + 1) He tie” 
also wegen (L): 


einigen Richtungen hin zu erginzen sind, hat schon Herr Gambier (C. R. de l’Ac. 
des Sc. de Paris 1906, t. 142, p. 268) hingewiesen; siehe auch seine weiteren Verdffent- 
lichungen C. R. 1906, t. 142, p. 1403 u. 1497, t. 148, p. 741. 
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d*u 2t—1 du i 2t—1 Gu 1 

ae + @—n at tae—n"“ = a rte @—1) ot * ate—n “ 
1 Vi—1)A—H t—1 = 

+ > @—1) [ke — ois thy ta—p —&-)G ah 


Nun besteht aber, wie leicht durch die Rechnung zu bestitigen, fiir das 
elliptische Integral 


3 _ f_4@ 
(3) , Sas 2—1)(2—t) 
die Beziehung 
dv , 2t—1 dv 1 bd ie Vx(2—1)(@—t 1 
(4) tt e— dt +i@—p°= ~ 2 tt—1)— (@w—o*? 


also ergibt sich, wenn, wie oben, bei den Differentiationen 4 als Konstante 
angesehen wird: 





o*u , 2t—1 Ou 1 1 Via—1a—s 1 
(5) oe *te—t ot aee—"~ 2 t-—1) G@—H 
Daher folgt 
” d*u  2t—1idu u 
(L") ae tig i) dt * atti 
_ Vid—1)a—s t—1 _ t(t—1) 
ee ae ele a el 


Bezeichnet man die durch Umkehrung des elliptischen Integrals 


J di 
"7 it--ba—6 


entstehende elliptische Funktion durch 


(6) A=f(u,?), 
so daB also 
94 i) 
(7) 5 = Va(a—1) 8) 
und setzt 
t(¢—1 
(8) vu, t) _ kof (u) + ky - Fis} + hy ee aie + k, ie —, 


wo hier der Einfachheit wegen das zweite Argument bei f weggelassen ist, 
so daB also w(u,¢) in bezug auf u eine eindeutige doppeltperiodische 
Funktion ist, die fiir solche Werte von u unendlich wird, fiir die 

flu) = 00, f(w)—0, flu) —1 oder f(u)—¢ 
wird; so lautet (L”) 


a d*u 2t—1 du u -" 1 Ov(u,t) 
a”) ae + t(t—1) dt + at(t—1) 2¢%(t-—-1)* Gu 
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VL. 


Man kann sich die Frage vorlegen, fiir welche rationale Trans- 
formationen der abhangigen und der unabhiangigen Variablen die Differential- 
gleichung (A) in eine Gleichung derselben Form mit denselben wesentlich 
singuliren Stellen 0, 1, ¢, co tibergeht. Das Ergebnis dieser Untersuchung 
ist, daB folgende Transformationen von 2 miglich sind: 


t x—t 


(9) i= — = —— i, = 


(w—1)t 
2? —t 


xz—t 
Und zwar geht tiber, bei &,: 
z=0 in §, =o, 
a=1l im § =#, 
amt in §&,—1, 


z=co in §&, =0; 


— z=0 in §& =¢, 
zs=l1 im §—oo, 
c=t in §& =O, 
z=co in §—1; 

bei &,: 


z=0 m §—1, 

a=1 in §& =O, 

a=t in §& —oo, 

z=oo in § =. 
Die abhiingige Variable y mu dann jedesmal noch so transformiert 
werden, daB wieder der Koeffizient der ersten Ableitung nach der neuen 
unabhiingigen Verinderlichen gleich Null wird. Die scheinbar singulire 
Stelle 4 geht dabei tiber bezw. in 


(10) i= > ee ae. @—1)t 


=p «Fs 
Die GréBen 4,, 4,, 4, miissen demnach genau ebenso gebildeten Differen- 
tialgieichungen geniigen wie 4 selbst, was auch die Rechnung unmittelbar 
liefert, wenn man in (L’) statt 4 die Werte 4,, 4,, 4, substituiert. In 
diesen Gleichungen ist nur entsprechend der Vertauschung der singuliren 
Stellen untereinander zu setzen fiir 

Kg, yy Kyy Krew? 
in der Gleichung fiir 4, bezw.: 
leo, 
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in der Gleichung fiir 4, bezw.: 
a, &, &, &,; 
in der Gleichung fiir 4, bezw.: 
= a - 
In den Gleichungen (L”) und (L’””) ist dann an Stelle von u zu setzen 


aj 
di; . 
11 “u,= J — : , *=1,2,3 
as , Sate * 
0 


welche Ausdriicke wegen 


di; di. -=1.2.3 
= - i=1, é 
V¥i,8,—0)G,—} | Via—1a—f ints 
iibergefiihrt werden kénnen in 
t a-t ie us 
4-1 
12) u a | = "= | = ‘ — 
oe % J Via—na—5’ ©* Co) yia—na—d a 
0 1 
Vil. 


Das in der neueren Literatur vielfach behandelte sogenannte Rie- 
mannsche Problem griindet sich auf die Fragmente einer aus dem Nach- 
lasse Riemanns veréffentlichten Arbeit: Zwei aligemeine Sitze iiber lineare 
Differentialgleichungen mit algebraischen Koeffizienten (Riemanns Werke 
Il. Auflage, S. 379). Auf die Bedeutung der in diesen Fragmenten ent- 
haltenen Problemstellungen hat zuerst Herr Klein (vgl. Math. Ann. Bd. 46, 
S. 83) hingewiesen. Spiiter hat dann Herr Schlesinger in einer Reihe 
von Abhandlungen*) dieses Problem in Angriff genommen und seine 
Lisbarkeit gezeigt, wenn die sogenannten Konvergenzbedingungen**) erfiillt 
sind. Neuerdings hat Herr Hilbert (Grundziige einer allgemeinen Theorie 
der Integralgleichungen III, Géttinger Nachrichten 1905, p. 330—337) das 
Problem fiir Differentialgleichungen zweiter Ordnung erledigt. Dieses 
Problem ist das folgende: 

Es soll ein System von » Funktionen y,, ¥,, ¥5,---, y, gesucht werden, 
die in der ganzen Ebene mit Ausnahme der Stellen a, , a,, ---, @¢, @o41 = CO 
eindeutig, endlich und stetig sind. An den singuliiren Stellen sollen die 


*) L. Schlesinger: Zur Theorie der linearen Pe wey im AnschluB 
an das Riemannsche Problem, I, Crelles Journal Bd. 123, 8. 138ff.; Il, Bd. 124, 8. 292ff.; 
Bd. 130, 8. 26 ff. 

") a. a. O. Bd. 123, 8. 147. 


























Lineare Differentialgl. zweiter Ordnung mit drei wesentlich singuliren Stellen. 313 





Funktionen nicht von unendlich hoher Ordnung unendlich werden und 
sollen bei Umliufen der unabhingigen Verinderlichen um a,, ay, ---, ao 
bezw. die vorgeschriebenen Substitutionen A,, 4,, ---, A,, also bei 
45+, = co dann die Substitution 


Az Az' As ae Az! 
erleiden. 

Da die singuliren Stellen a,, a,, ---, a, willkirlich vorgeschrieben 
werden sollen und ebenso die Koeffizienten der Substitutionen A,, A,,:---,A,, 
die also auch von 4@,, a,,---,@, unabhingig sind, so geniigen, wie Herr 
Schlesinger in den angegebenen Abhandlungen zeigt, die y,, y,,-°--, Y, 
einer linearen homogenen Differentialgleichung der Fuchsschen Klasse, 
deren Substitutionsgruppe von der Wahl der singuliiren Stellen unab- 
hangig ist. 

Die vorstehenden Untersuchungen geben nun diese Differential- 
gleichung fiir zwei Funktionen und drei im Endlichen gelegene singulire 
Stellen a, = 0, a,=1, a, =¢. Wir wollen zeigen, daB die Anzahl der 
willkiirlich gebliebenen Konstanten mit der fiir das Riemannsche Problem 
erforderlichen iibereinstimmt. 

Die Anzahl der in A,, A,, A; vorkommenden Konstanten ist 12. 
Da man es aber stets durch eine Transformation des Funktionssystems so 
einrichten kann, daB die Determinanten der Substitutionen gleich 1 
sind, was darauf hinauskommt, dab, wie wir angenommen haben, der 
Koeffizient der ersten Ableitung in der Differentialgleichung, der das 
Funktionssystem geniigt, den Wert Null hat, so reduziert sich die Zahl 
dieser Konstanten auf 9, wenn wir von vorneherein annehmen, daB die 
Determinanten von A,, A,, A, den Wert 1 haben. Nun hatte sich die 
Zahl der direkt verfiigbaren Konstanten unserer Differentialgleichung 
gleich 6 ergeben. Hierzu kommen aber noch drei Konstante dadurch, 
daB man von einem Fundamentalsystem y,, y, zu einem anderen 

™ = Cu Yr + CMe» 

Ne = CY + C9 Ye 
iibergehen kann. Die Zahl der hier hinzutretenden Konstanten ist des- 
halb nur 3, weil ein den Elementen eines Fundamentalsystems hinzu- 
gefiigter gemeinsamer konstanter Faktor die Snbstitutionsgruppe unver- 
iindert laBt. Wir haben also, wie es sein muB, im ganzen neun Konstanten 
zur Verfiigung. 

Bei dieser Gelegenheit méchte ich eine Bemerkung zu einer von 
meinem Vater (L. Fuchs, Sitzungsber. der Berl. Ak. 1894, S. 1125, Nr. 8) 
aufgestellten Differentialgleichung machen. Die dort aufgestellte lineare 
Differentialgleichung zweiter Ordnung mit drei im Endlichen gelegenen 
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singuliren Stellen, deren Substitutionsgruppe von der Wahl einer singu- 
laren Stelle ¢ unabhingig ist, hat keine scheinbar singulire Stelle; es 
kann also der unendlich ferne Punkt keine wesentlich singuliire Stelle 
sein. In der Tat laBt sich diese Differentialgleichung in folgender Form 
schreiben: 

d*y «a,x*(¢— 1)*— (a, + a, — «’) «(a — 1) t(t—1) + @, (w@—1)* #* 


“ wo 2*(e — 1)? (a —#)* , 


wo die konstanten GréBen « dieselbe Bedeutung haben wie in der Arbeit 
meines Vaters. 

Die Gleichung (1) kann nun durch eine einfache Transformation in 
eine andere mit zwei im Endlichen gelegenen Punkten und dem unendlich 
fernen Punkt als wesentlich singuliren Stellen iibergefiihrt werden. 

Setzt man niimlich 


t 
x 


(2) "tt n—s 
y= zu, 
so geht (1) tiber in 
‘ @ue a,—(a,+a,—e«)z+a,2" 
(3) az? - 1)? — me 


welche Gleichung leicht in eine GauBsche Differentialgieichung tiber- 
gefiihrt werden kann. 


VIIL. 


Wir wollen nun einen besonders interessanten Spezialfall hervor- 
heben, der von der allgemeinen von uns behandelten Differentialgleichung 
eine fhnliche Spezialisierung bildet, wie die sogenannte Legendresche 
Differentialgleichung von der allgemeinen GauBschen. 

Die Wurzeln der determinierenden Fundamentalgleichungen der Gaub- 
schen Differentialgleichung 


3 d 
(1) w(«—1) £¥ + [(@+ B+ 1)a— 7] 9% + aby =0, 


die ja bekanntlich die Lésung des oben angegebenen Riemannschen 
Problems fiir zwei im Endlichen gelegene singulire Stellen 0, 1 und 
zwei Funktionen y,, y, enthilt, sind 


bei z=0 : 0, 1-y, 
bei tz=1 :0, y—ae—-§8, 
bei t= 00 : @, fp. 
Fragt man sich, wie a, 6, y gewihlt werden miissen, damit die 
Wurzeln fir jede singulire Stelle einander gleich werden, so ergibt sich 
y=1, a+p=y, «=B8, 
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d. h. also 

y=1, «c=—p= ; . 

Die Differentialgleichung (1) lautet dann 

’ a’ 
(2) x (w—1) 94+ (22-1) 44+ 2 y=0. 
Es ist dies die sogenannte Legendresche Differentialgleichung, die von 
Legendre*) zuerst aufgestellt worden ist. Diese Gleichung wird be- 
friedigt durch die Periodizititsmoduln des elliptischen Integrals 


ae me eS 
J Ve(2—1) @—2)’ 


sie spielt bekanntlich in der Theorie der Modulfunktion eine bedeut- 
same Rolle. 

Wir fragen uns nun ebenso, welche Form unsere Differential- 
gleichung (A) annimmt, wenn die Wurzeln der determinierenden Funda- 
mentalgleichungen fiir alle wesentlich singuliren Stellen 0, 1, ¢, co 
einander gleich werden. 

Damit die Wurzeln der Gleichung 


r(r—1)=—a 
einander gleich werden, muB a= — 4 sein; und ebenso folgt: b= — , 
t=— ; . Damit ferner die Wurzeln der determinierenden Fundamental- 


gleichung fiir 2 = co ((2) IV) 
r(rt+l)—at+b+e+>—x 
einander gleich werden, muB x =+ sein. 
Da ferner nach Nr. V ky, k,, kr, ke ‘ie Quadrate der Differenzen 


der Wurzeln der determinierenden Fundamer. tigleichungen bezw. fiir «= 0, 
z=1, x=t, x=oo sind, so miissen diese Gréfen hier den Wert Null 
haben. 

Dann geht aber zufolge (L”) die Differentialgleichung, der 4 als 
Funktion von ¢ geniigt, wenn wieder 


. ae 
®) “— | aan 
gesetzt wird, iiber in 
du 2t—1 du 1 
(4) ae t+i@—n at tien" = 


*) Legendre, Traité des fonctions elliptiques, Bd. I (1825), 8. 62 ff. 
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d. h. in die Legendresche Differentialgleichung, die durch die Periodizitits- 
moduln des Integrals (3) befriedigt wird. 

Bezeichnet man also die durch Umkehrung von (3) entstehende 
elliptische Funktion mit f(w) und ihre der Differentialgleichung (4) ge- 
niigenden Perioden mit u, und «,, so ist 
(5) A= f(t + Guy), 

Wo ¢,, ¢ zwei willkiirliche Konstanten sind, so daB c,u,+¢,u, das 
allgemeine Integral von (4) darstellt. 

Wir erhalten also das folgende Ergebnis: 

Die Differentialgleichung lautet: 


\ dz* 4 2° 4 (#—1)* 4 (a@—?t)® ' 4&4 (a@—A)® 
« B 7 SS ] 
> Vani tant oe y- 
Dabei ist 
- ere 1 ; t(¢— 1) di 4—17% 
_ clz- t —1|+ ga nateln— =f 
tra 1 : t*(t — 1) di i 
B= cha - 77 +) -aar acelin ac 
irs... 8 1 1 t(¢ — 1) dine 
ies cla + ies —=ij* Toesrvesikie 


vai 4 poe }- 1 _¢¢—1) di 
a 7 i—i 244—1)4—b dt’ 


A= f (C,u, + Cty), 


wenn f(u) die durch Umkehrung des Integrals 


4 
. di 
u=| 
J Via—)a—f 


entstehende elliptische Funktion bedeutet und u, und u, die Perioden 
dieser elliptischen Funktion 
0 1 


aan Re di. a di 
: >| yia—1)a—f’ . 2 | yia—1a—»b’ 
t t 


die der Legendreschen Differentialgleichung 
du 2t—1 du, 1 
de + i@—1) at * Gta —i) “ 
als ein Fundamentalsystem geniigen. 
Natiirlich kann die Differentialgleichung (A’) leicht durch die Trans- 
formation 


= 0 


1 1 1 1 


(6) y=2" («— 1)* (x—t)? (w@—a) * 
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so umgewandelt werden, daB die Wurzeln der determinierenden Fundamental- 
gleichungen fiir =—0,1,¢ beide den Wert Null haben (fiir =A die 
Werte 0 und 2), wie dies bei der Legendreschen Differentialgleichung 
bei O und 1 der Fall ist. Fiir 2 = co werden die Wurzeln dann beide 


wie bei der Legendreschen Gleichung : - Ebenso kann auch die allgemeine 


Gleichung (A) so umgewandelt werden, daB von den Wurzeln der deter- 
minierenden Fundamentalgleichungen fiir die im Endlichen gelegenen 
singuliren Punkte, wie bei der GauBschen Differentialgleichung, eine den 


Wert Null hat. 
IX. 


Die Differentialgleichung fiir 4 kann reduktibel sein und zwar kann 
sie mit einer Riccatischen Differentialgleichung ein Integral gemeinsam 
haben. 

Ist niamlich +, eine Wurzel der determinierenden Fundamental- 
gleichung fiir s=0, r, eine solche fir =—1 und ¢, fir =—¢#, so 
geniigt jedes Integral von 


di a 


(1) a7 =(U—2n), + (1—29,)5—* +27, + 1 +%—1) = 


t(t — 1) 
der Differentialgleichung fiir 4, wenn 
(2) A= 1+ tet 13— 2 (11+ 1173 + 12%), 
d.h, wegen (2) 1V, wenn 
3 
r=r7+%+1;— ° 
eine Wurzel der determinierenden Fundamentalgleichung fiir z = co wird. 


Kine einfacbe Rechnung zeigt, daB in diesem Falle die Differential- 
gleichung fiir y (A) lautet: 


» 2-G+5+5,-2) 


x x2—1 a—t xa—i 


a 


1 
r, "sy r 2 
_ (3 +e-i te = ti)? =) y 
Diese Gleichung ist reduktibel, sie wird befriedigt durch jedes Integral von 
= 
dy | ", r 's 2 | 
(4) dx 7 Sel * ast 5 y- 
Da aus (4) 


1 


y = const. 2 (x — 1)" (a —t)* (a@— a) , 
folgt, so ist, wenn ¢,, ¢ willkiirliche Konstanten bedeuten, 
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1 
(5) y = 0 («—1)(x@—t(e@—a) * 
1 
+ ¢,2" (x —1)>(2—t)*(a—A) * 
J (a —A)a-*" (w@ —1)-*% (a —t)-? dx 
0 
das allgemeine Integral von (3). 

Es muB nun zufolge der Grundlage unserer Untersuchungen ein 
Fundamentalsystem von (3) so angegeben werden kénnen, daB die Koeffi- 
zienten der Substitutionsgruppe von /¢ unabhiingig werden. Dieses 
Fundamentalsystem sei ,, 1.- 


Setzt man nun 
1 


y, = 2 (a2 —1)*(a—1(e—a) *, 
te =f (@—A)a-*” (@—1)-*” (@—t)-*, 
0 


so gehen bei einem beliebigen Umlauf von x y,, y, bezw. tiber in 


a; _ OY, 
J, — oy, + oy, f (w@—A)a-* (w@—1)-** (a@—t)*" dz, 


L 


wo das Integral iiber den geschlossenen Weg L zu erstrecken ist, den 2 
bei dem Umlauf beschrieben hat, und @ eine von x und ¢ unabhingige 
Konstante bedeutet. 
Es sei nun 

Th = Cut + Ye» 

Ne = nH; + C2 Ye» 
wo ¢,, von x unabhiingige GréBen sind, dann gehen bei dem Umlaufe L, 
wenn 


{@ — A)a-*" (2 — 1) #2 (4 —f)-* dz = P 


gesetzt wird, ,, 7, tiber in 


Hy = ON, + Coy, P, 


iy = ON + Cay, P, 
oder 


T= ON, + Cyg@P (C9, — Cy %p); 

Ny = Oy + Cq@P (C99, — C12); 
da man es stets durch Multiplikation von y,, 4, mit einem gemeinsamen 
Faktor so einrichten kann, daB die Determinante der ¢,, gleich 1 wird. 
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Sollen also die Koeffizienten der Substitutionen, die 7,, 4, bei dem 
Umlauf erfahren, von ¢ unabhingig sein, so miissen ¢,,, ¢. so gewahlt 
werden, daB 


CPt = 1, Pe, = Y2; 
Cag Pegg = 735 C23 Pp = 
wird, WO 7;, Y2; Ys, ¥, Von ¢ unabhingige GréBen sind. Daraus folgt 


aber, daB sich ¢,, und ¢, nur durch einen von ¢ unabhiingigen Faktor 
unterscheiden diirfen, und daraus, daB die Funktion von ?: 


P -{(@ — A)a-*" (a — 1)- 2% (2 — t)- 2% da 
L 


fiir jeden beliebigen geschlossenen Weg, abgesehen von einem konstanten 
Faktor, stets denselben Wert haben muB. 

Es ist also die notwendige und hinreichende Bedingung dafiir, dab 
das Integral 


f@ — A)an (a —1)"(a — t)* dx 


iiber irgend einen geschlossenen Weg der x-Ebene erstreckt, abgesehen von 
einem konstanten Faktor, immer denselben Wert hat, die, daB 4 der Diffe- 
rentialgleichung 

di a pa P 

aa d+4) ot t+4) 4 —-Gtat at 2) 
geniigt. 

Wenn ¢,+¢+ ¢,+2=0 ist, so ist diese Differentialgleichung linear. 

Ist dies nicht der Fall, so setze man: 


a(4 — 1) 
t(t — 1) 


_ —_@—-t_—o’ 
— & Fete? w 


dann erhalt man fiir u die Gaubsche Differentialgleichung 


a +t, 


i(t—1) G+ [(@ +B + r)t— 7] SY + apu =O, 
wenn 


a-&+&+8&+2, 
B=1+8, 
y=2+at+8 
gesetzt wird.*) 
*) Hieraus folgt z. B. die bekannte Tatsache, daB die Integrale 
Jfat**(e—1)"(e—t)*de und Jfa(@—1)*(e@—t)* de 
i L 


linearen Differentialgleichungen derselben Klasse geniigen. 
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Z. B. fir &, = & = & = — : erhalt man: 


Die notwendige und hinreichende Bedingung dafiir, daB sich die 
Periodizitaitsmoduln des — Integrals zweiter Gattung 
x—i 


V2(a — 1) (a — 2b) dz 


nur durch einen von ¢ unabhiangigen Faktor unterscheiden, ist die, dab 
* ue 
A= 2t(t—1)“ +t, 


wo u ein beliebiges Integral der Legendreschen Gleichung 


2 
t(t— 1) + @t—1) S¥ + i w= 0 


ist. 
X. 

Es soll nun noch gezeigt werden, daB durch gewisse Spezialisierung 
der Konstanten die Differentialgleichung (A) in die GauBsche Differential- 
gleichung iibergefiihrt werden kann. 

Wenn k, = 0 ist, so folgt aus der Gleichung (L”) 8. 310, dab 4 =¢ 


gewahlt werden kann. In der Tat werden dann beide Seiten von (L”) 
gleich Null, da 


ft 
“= 
| Via—pa—sf 


der Legendreschen Differentialgleichung, deren linke Seite mit der linken 
Seite von (L”) iibereinstimmt, geniigt. Die Ausdriicke (P), (Q), (R) der 
Nr. IV, 8. 307, geben dann, daB fiir 4 =f 
1 
[¢],..= ha 2? 


[bl —*+ 5, 


[vQ—h= 4 


ist. Da nun ¢ = — « — 6 — y, also der Koeffizient von (A) 
3 
a b c 4 « a 
P= at @—1t @—ot @—at 2 2-1 
i 
a wee 2 


x—1 a2—i (a#—t)(a@—i)’ 
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so ergibt sich, da, wie schon friiher gezeigt, aus k, = 0 c= — i folgt, 
fiir 4 =f: 


1 P 1 3 1 
——— S om 4 4 2 
P= + @—i t e@—1) @—o' t @—H 9" 


Die Differentialgleichung (A) lautet also 


: oS he x ‘| 
as 7 f= + en 1)? + hes y 
und kann durch eine einfache Transformation in die GauBsche Differen- 
tialgleichung iibergefiihrt werden. 
Ebenso kann fiir k, = 0 das Integral 4 = 1 gewihlt werden, wobei 
dann eine Differentialgleichung mit den wesentlich singuliren Stellen 
0, 4, co und nicht 1, 
fiir kj = 0, 4 =0 eine Differentialgleichung mit den singuliren Stellen 
1, 4, co «und nicht 0 
entsteht. Endlich ergibt sich fiir k.—0 das Integral 4 = co und daraus 
eine Differentialgleichung mit den singularen Stellen 
0, 1, ¢ und nicht ow. 
Diese Gleichung stimmt mit der in VII, S. 313—314 behandelten Glei- 
chung meines Vaters iiberein und kann also ebenfalls leicht, wie dort 
gezeigt, in eine GauBsche Differentialgleichung tibergefiihrt werden. 





Mathematische Annalen. LXIII. 
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Uber die Abhangigkeit der Konvergenz einer Potenzreihe von 
der Konvergenz ihrer reellen oder imaginaren Komponente. 


Von 


Eveen KAtMAN in Gottingen. 


In den folgenden Zeilen werden wir feststellen, wie aus den Kon- 
vergenzverhiiltnissen der einen Komponente einer Potenzreihe auf die 
Konvergenz der Potenzreihe selbst geschlossen werden kann. 

DaB iiberhaupt die Konvergenz einer Potenzreihe aus der Konvergenz 
der einen ihrer Komponenten folgen kann, das sieht man deutlich aus 
folgendem Satze: 

Es sei AB ein Kurvenstiick, das nicht in seinem ganzen Verlaufe 
auf einer durch den Nullpunkt gehenden geraden Linie liegt, und FR der 
Abstand desjenigen Punktes des Kurvenstiicks AB vom Nullpunkte, 
welcher diesem am niichsten liegt. Ist nun eine der Komponenten einer 
Potenzreihe auf dem Kurvenstiick APB iiberall konvergent, so konvergiert 
auch die Potenzreihe selbst innerhalb eines Kreises um den Nullpunkt, 
dessen Radius mindestens Ff ist. 

Der Beweis des Satzes ist sehr einfach. Ist nimlich z. B. die imaginiire 
Komponente der Reihe 

> eat" = (a, + +b, )r"(cos np+i sin rg), 
u=0 =0 
d. h. die Reihe 
> sin ng+h, cos np) = f(r, p) 
a= 
in jedem Punkte des Kurvenstiicks AB konvergent, und sind 7,q@ die 
Polarkoordinaten eines beliebigen Punktes P auf dem Kurvenstiicke, so 
ist speziell auch die Reihe 


{(¥,9) = >a, sin ng +b, cos n@) 


a=@ 
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konvergent. Diese Reihe ist aber nichts anderes, als der Wert der 
Potenzreihe f(r, m) an der Stelle r=, so daB also die Potenzreihe f(r, 9) 
auch an jeder Stelle konvergiert, wo r< 7 ist. D. h. geometrisch: Die 


Reihe f(r, m) konvergiert in jedem Punkte der Strecke OP. Auf dieser 
Strecke ist naimlich p=, r<f. 
Der Punkt P kann aber, wie gesagt, 
auf der Kurve beliebig gewahlt werden. 
Verbinden wir also jeden Punkt des 
Kurvenstiickes AB durch gerade 
Linien mit dem Nullpunkte, so kon- 
vergiert f(r, m) in jedem Punkte des 
so erhaltenen zweidimensionalen Be- 
reiches (der schraffierte Flachenteil 
in Fig. 1). DaB® man tatsichlich mit 
einem zweidimensionalen Bereiche zu 
tun hat, dafiir biirgt die Voraussetzung, dab AB nicht in seinem ganzen 
Verlauf auf einer durch den Nullpunkt gehenden geraden Linie liegt. 
Daraus folgt aber, daB auf dem Teile des Kreisbogens mit dem 
Radius R um den Nullpunkt, der im schraffierten Bereich liegt, zwei 
Punkte C und DP zu finden sind, die eine endliche Entfernung voneinander 
haben. Bezeichnen wir nun die Winkel der Strahlen CO und DO gegen 
die positive #-Achse mit « und #, so kénnen wir also folgendes behaupten: 
Fiir jeden g-Wert zwischen « und £ ist 








Fig. 1. 


lim (Ra, sin ng + R"b, cos np) = 0. 


Das folgt offenbar aus der Konvergenz der Reihe f(r, qm) auf dem Kreise 
mit dem Radius R. 

Wir kénnen jetzt von einem Satze des Herrn G. Cantor Anwendung 
machen, den er in Bd. 4 der Math. Annalen auf folgende Weise aus- 
gesprochen hat: 

ylst fiir jeden «-Wert zwischen « und B 


lim (a, sin nA +b, cos nd) = 0, 


aoa e 

so ist auch 
lima,=0O und limdb,=0“ 
a=o ax=@ 


Es ist also in unserem Falle 


lim Ra, =O und hm Rb, =0. 


a=e “=o 
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Somit konvergieren die Reihen > 408"; > bat" gewiB innerhalb des 


n=0 n=0 
Kreises mit dem Radius R um den Nullpunkt. Innerhalb dieses Kreises 
konvergiert also auch die Reihe 


> (a,+ ib, )z" -dSor, 
u=0 


we =0 
was zu beweisel war. 


Es ist auch leicht zu sehen, daB der Radius des Konvergenzkreises 
unserer Potenzreihe, wenn nur das Kurvenstiick AB kein Kreisbogen ist, 
oder allgemeiner keine Figur, die aus lauter Kurvenstiicken mit den Glei- 
chungen + = const. oder g = const. zusammengesetzt ist, immer gréBer 
ist als R. 

Ist R der Abstand desjenigen Punktes einer Kurve von der ge- 
nannten Eigenschaft — von der also kein Teil eine der Gleichungen 
r = const., @ = const. hat — vom Nullpunkte, welcher von diesem am 
weitesten liegt, so ist leicht zu sehen, daB die Potenzreihe in jedem Kreis 
konvergiert, dessen Radius kleiner als F ist. 

Es liegt nun die Frage nahe, ob die Konvergenz der Potenzreihe nicht 
schon dann bewiesen werden kann, wenn iiber die Komponente weniger 
vorausgesetzt wird, als in unserem Satze, also wenn etwa nur voraus- 
gesetzt wird, daB f(r,q) in einer iiberalldichten Punktmenge auf dem 
Kurvenstiicke konvergiert; oder wenn sie auf dem Kurvenstiicke zwar 
nirgends konvergiert, aber in jedem Punkte derselben die Bedingung 

lim r"(a, sin ng +b, cos pm) = 0 
erfiillt ist. 

Wie wir gesehen, konvergiert die Potenzreihe innerhalb des Kreises 
mit dem Radius R um den Nullpunkt, wenn ein Kurvenstiick, mag es 
auch noch so klein sein, existiert, auf welchem die imaginiire Komponente 
tiberall konvergiert. Ist aber nur bekannt, daB die imaginiire Komponente 
in tiberalldicht liegenden Punkten eines Kurvenstiickes konvergiert, so 
braucht die Potenzreihe im Kreise mit dem Radius R nicht zu konver- 
gieren. Auf diese Tatsache hat mich Herr L. Fejér aufmerksam gemacht 
und zwar durch das folgende Beispiel: 


x 


Die imaginiire Komponente der Potenzreihe > 2", d. h. die Reihe 


~ 


>) sin n!q konvergiert auf jedem beliebigen Kurvenstiick in den 


n=l 
Punkten, fiir welche » = £ ax ist (u und » ganze Zahlen), die also auf 
dem Kurvenstiicke iiberalldicht liegen. 
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Die Potenzreihe selbst konvergiert aber keinesfalls im Kreise mit dem 
Radius R, wenn dieser Radius > 1 ist, weil der Einheitskreis fiir die 
Potenzreihe eine natiirliche Grenze ist. 

Was nun die Voraussetzung anbelangt, daB in jedem Punkte eines 
Kurvenstiickes wenn auch nicht die Konvergenz der imaginiren K omponente, 
so doch die Bedingung 

lim r*(a, sin ng + b, cos nm) = 0 
stattfindet, so unterscheidet sich diese Voraussetzung von der, dab die 
Reihe f(r, p) in jedem Punkte des Kurvenstiickes tatsiichlich konvergiert, 
bloB formal. 

Hier stehen wir nimlich einer merkwiirdigen Eigenschaft der Reihe 
f(r, p) gegentiber. 

Im allgemeinen folgt aus dem Verschwinden des Grenzwertes des 
allgemeinen Gliedes einer Reihe noch gar nicht die Konvergenz der 
Reihe, und zwar weder in einem einzelnen Punkte noch auf einem 
Kurvenstiicke. 

Ist aber fiir die Reihe f(r, gm) in jedem Punkte eines Kurvenstiickes 
der Grenzwert ihres allgemeinen Gliedes, d. h. von 

ra, sin ng + r*b, cos nw 
gleich Null, so folgt daraus, daB die Reihe /(r, gm) auf dem Kurvenstiicke 
konvergiert. 

Aus der Voraussetzung, dab auf dem Kurvenstiick AB tiberall 


lim r*(a, sin np +b, cos np) = 0 

ist, folgt nimlich schon die Konvergenz der Reihe f(r, m) in einem Kreise, 
dessen Radius g sich von R beliebig wenig unterscheidet, wenn er nur 
kleiner ist als R. 

Wenn wir also 9 groB genug wihlen, so liegen so viele Punkte des 
Kurvenstiickes AB im Konvergenzkreise, wie wir wollen. 

Somit konvergiert f(r, m) in jedem Punkte des Kurvenstiickes, héchstens 
mit Ausnahme desjenigen, der vom Nullpunkte am weitesten liegt. 


Keszthely in Ungarn. 
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Sur les fonctions dérivées. 


Par 


D. Pompertu a Jassy. 


Dans un Mémoire Sur la continuité des fonctions de variables complexes 
[inséré dans les Annales de la Faculté des Sciences de Toulouse, 2° série, 
t. VII (1905)] j'ai été amené a me servir d'une fonction dérivée réelle, 
dépendant d’une variable réelle, bornée et s’annulant dans tout intervalle. 
J’ai admis, dans mon Mémoire, l’existence d’une pareille fonction que jai 
appelée fonction de M. Kipceke, car c'est M. Képeke qui le premier 
(Mathematische Annalen 29, 34 et 35) en a donné un exemple. 

Dans cette Note je me propose de montrer comment on peut definir 
simplement une fonction d’une variable réelle dont la dérivée soit bornée 
et s’'annule dans tout intervalle. 


$ 1. 
Définition de la fonction G(?). 


Je considére la série 


(1) F(z) = >’ 4,(z—4, 3 


1 
dans laquelle tous les nombres sont réels et je suppose: 

1° que la série A, est convergente, les A, étant des nombres 
positifs ; 

2° les a, forment, dans un certain intervalle (z’, z”), un ensemble 
dénombrable partout dense. 

Il est clair que, dans ces conditions, la série (1) est uniformément 
convergente, dans |’intervalle (z’, x”) et sa somme F(x) est, dans le méme 
intervalle, une fonction continue. 

Mais F(z) est, en outre, une fonction croissante. Cela résulte de 
ce que toutes les fonctions 

A, (x ~a,)? 
sont croissantes. 
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Posons, maintenant 


t = F(z) 
et 
t= F(z’), t” = F(z”). 
A chaque point ¢ de lintervalle (¢’, ¢”) correspond un point x, de 
Yintervalle (z’, 2’), et un seul. On peut done considérer zx comme une 
fonction de ¢, définie dans l’intervalle (¢’, ¢”): nous appellerons G(t) cette 


fonction inverse: 
a= G(t). 


2. 


SR 


Convergence d’une série dérivée. 


Considérons la série 


o~ 


2 a An 

me Me) . » Seam 

obtenue en dérivant terme a terme la série (i). Je me propose d’étudier 

la convergence de cette série pour les points x de l’intervalle («’, 2”) qui 

ne coincident avec aucun des points a,. Les a, forment, d’aprés nos 

hypotheses, dans ]’intervalle (z’, x”) un ensemble dénombrable partout dense. 
Nous ferons une hypothése supplémentaire relative aux A,, pour 

pouvoir utiliser un résultat di 4 M. Borel. M. Borel a étudié, dans son 

livre bien connu: Lecons sur la théorie des fonctions (pages 62—69) la 

convergence de la série 


A, 
(3) aT. . r= \|z—a, 

les coefticients A, étant des nombres positifs et les a, formant dans un 
certain intervalle (x’, x”) un ensemble dénombrable partout dense. Voici 
le résultat de M. Borel: 

Si Von suppose convergente la série SV A,, la série (3) converge pour un 
ensemble de points*) dont la longueur est égale a \xz’—x”|. Ou encore: 
Vensemble des valeurs de « pour lesquelles la série (3) n’est pas convergente 
a pour longueur zéro. 

Je dis maintenant que si l’on admet la convergence de la série 

2VA, 
la série (2) converge pour un ensemble de points, pris dans |'intervalle 
(a’, «”), dont la longueur est égale & a2’—2”|. 


*) pris dans l’intervalle (a 2’’). 
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En effet, soit z un point, pris dans l’intervalle (a’, 2’), pour lequel 
la série (3) est convergente. Je vais montrer que la série (2) converge 
au méme point. 

Décomposons la série 

<7 A, 
23 
hn 


en une somme de deux séries partielles 
A, A, A, 
> ey +2 é 7? 
r; r; 


la premiere contenant tous les termes pour lesquels 


<i, 
et la seconde tous les termes pour lesquels 
r,e=1 
La série 
: 


est convergente, car ses termes sont respectivement inférieurs & ceux de la 
série convergente _>'A,, puisque, quel que soit /, on a 


‘a 1. 


IV 


Quant a la série 


elle est aussi convergente, car ses termes sont respectivement inférieurs 
aux termes de la série convergente 


A, 


r, 


En effet, en vertu de ’hypothése faite sur les r,, on a, quel que soit h, 


3 
r, < r, 


d’ot Yon conclut 
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A Yaide de notre hypothése supplémentaire: que la série > VA, est 
convergente, nous avons done démontré que la série 

7 1 A, 

(2) f(z)=- 32> 


@—a,)s 
converge pour un ensemble de points, pris dans (2’, x”) dont la longueur 
est | 2’ — 2”. 
§ 3. 
Dérivée de la fonction F(x). 


Je vais démontrer maintenant qu’en tout point ob la série (2) 
converge, f(x) est égal a la dérivée de F(x) en ce point. 
Considérons |'expression 
Fe+y—Fe) ww 4 ete: a)? —(@—a,)3 
y = a -_ " 
i 
On peut l’écrire encore 


F(a+y)— Fix) Ss he A, 
y = e+y—a,t + @+y—a,)t (@—a,)} + @—ayt” 
en vertu d’une identité élémentaire. 


Je dis que la série du second membre, od la variable est y, est 
uniformément convergente dans |intervalle 


-% +4 


(2’) 


y étant un nombre positif. 
En effet, posons 


nn (CEE) 


cTCT—a 
On aura 
Fe+y—F@ << 1 A, 
Kos pains - Ditata’ ee 
1 7 . (# — @,) 


Mais le trindme 1 + @, + @3 ne s’annule jamais et son minimum est 


4 . 3 * 
égal & -,; done la fraction 
1 
1+a,+ 
—_ - . . 4 
admet une limite supérieure égale a x 
A 4 A 


Par suite, quel que soit y, on aura 


@ety—ayt + ety—ayte—ay' + @—ayt™ * wat 
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quel que soit l’indice », ce qui prouve que la série (2’) est uniformément 
convergente. 

Done F(a) admet f(z) comme dérivée au point x ot la série (2) 
converge. 


Considérons maintenant un point § ot la série (2) diverge. Je vais 
démontrer que,si l'on se donne un nombre positif M, aussi grand que 
Yon voudra, on peut lui faire correspondre un entier m et un nombre 
positif « tels que l’on ait 


a=m 





A 
(m rape ™ 
! g+y—a,' + é+y—a,)t €—a,)$ + €—ay! 
des que oF 
¥\ < €. 
En effet, la série 4 termes positifs 
1 ~ A, 
+ a é—a,)3 


étant divergente on peut trouver un entier m tel que 


m 


1 ’ A, 
i> —" >. 
» > @-a 


D’autre part, la fonction de y 


m 


oy) = > = 


— g+y—a)? + e+y—a,)t é—ayt + g—ayt 


étant continue au point y= 0, on peut délimiter autour de ce point un 
intervalle (—«, +) tel que pour toute valeur de y comprise dans cet 
intervalle on ait 
p(y)=M 

ce qui est justement l’inégalité (m). 

Cela étant, puisque les termes de la série (2’) sont tous positifs, on 
peut écrire 

F(E+y)— Fé) >M 


y 
des que 


O<ly| Se. 


FE+y) — F@ 
y 
augmente indéfiniment lorsque |y| tend vers zéro. 


Done le rapport 
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Ce résultat est capital pour notre objet: il nous prouve, en effet, que 

la courbe ((), définie par l’équation 

t = F(x) 
possede une tangente méme pour les points (rt, §), § étant un point od 
la série (2) diverge: mais cette tangente est perpendiculaire a l’axe des 2. 
La courbe (C) posséde évidemment une tangente pour les points (t, 2), 
x étant un point ov la série (2) converge. 

Done la courbe ¢ = F(x) posséde partout une tangente. Nous avons 
laissé de cété le cas ot x est égal & l'un quelconque des points a,; mais 
ce cas rentre, comme on le voit facilement, dans le cas des points &: 
aux points (¢,, @,) la courbe (C) admet une tangente perpendiculaire a 
Yaxe des 2. 

Si l’on adopte les définitions posées par M. Baire dans ses Lecons sur 
les fonctions discontinues (page 220) on peut dire, en résumant les résultats 
de ce paragraphe: la fonction F(x) admet, dans Vintervalle (a’, x), la 
fonction {(x) comme dérivée; mais pour un certain ensemble de points la 
fonction f(x) prend la valeur + oo. 


§ 4. 
La fonction G(t) et sa dérivée g(t). 

Considérons maintenant la fonction inverse 

x= Git). 

Elle admet, d’apres ce qui précede, une dérivée x = g(t) et, aux 
points ¢, = F(a,) et tr = F(&) cette dérivée s’annule. 

Il importe d’insister sur l’existence des points t, autres que les ¢,. 
On sait, aujourd’hui, d’aprés les travaux de M. Baire qu’une fonction 
dérivée est ponctuellement discontinue; en d'autres termes: elle posséde, 
dans toute intervalle, des points de continuité. D’autre part, on sait que, 
pour toute fonction ponctuellement discontinue, l’ensemble des points de 
continuité est de seconde catégorie*): il n’est pas constitué par la réunion 
d'une infinité dénombrable d’ensembles non denses; en particulier il n’est 
pas dénombrable. 

Si l’on considére maintenant la fonction dérivée g(t), on voit facile- 
ment que l'ensemble des points ¢, est partout dense et, dans ces conditions, 
il est aisé de montrer que g(t) ne peut étre continue que pour les points 
oi elle s’annule. Or, l'ensemble des points ¢, est dénombrable: donc il 
existe des points r, autres que les ¢, pour lesquels la fonction g(t) s’annule. 


*) Baire, Ouvrage cité (page 78). 
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Et, revenant a la série 
‘ i~ A, 
fl2)= 3 a : 3 
1 (@ - a@,)° 


nous pouvons affirmer qu'il existe, certainement, des points (en infinité 
non dénombrable) autres que les a, pour lesquels la série diverge. Mais 
nous savons, grace a l’hypothése sur la convergence de la série 


>VA,, 
que la longueur de l'ensemble des points, pour lesquels la série /(z) 
diverge, est zéro. 


Remarquons enfin, pour terminer, que la fonction positive f(x) admet 
comme limite inférieure . nombre 


; “ae 
a’ —2" 3 
Done la fonction dérivée g(t) est bornée. 


Jassy, le 2 février 1906. 
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Bericht tiber den Stand der Herausgabe von GauB’ Werken. 
Siebenter Bericht.*) 


Von 
Fevix Kier in Gottingen. 


Der nachstehende Bericht kniipft an den Umstand an, daB soeben 
(Noy. 1906) der Band VII der Gesamtausgabe ausgegeben werden konnte. 
Der Bearbeiter, Herr Brendel, berichtet dariiber folgendermaBen: 

»Band VII enthilt auBer der Theoria motus den gesamten theoretisch- 
astronomischen NachlaB; da er schon sehr viel stirker ausgefallen ist, als 
die friiher erschienenen Bande, so konnten die noch restierenden kleineren 
Stiicke des Nachlasses iiber Gegenstiinde der praktischen und stellaren 
Astronomie nicht mehr darin Platz finden; sie sollen zugleich mit einigen 
physikalischen Nachtriigen auf Band X verschoben werden.“ 

»Die Theoria motus ist bekanntlich bereits 1871 von Schering im 
Verlage von F. A. Perthes in einer der Gesamtausgabe entsprechenden 
Ausstattung herausgegeben und mit einigen kleineren Notizen aus dem 
NachlaB versehen worden; die Gesellschaft der Wissenschaften hat aber 
immer an der Ansicht festgehalten, daB hiermit der spiitern Aufnahme 
der Theoria motus in die Gesamtausgabe nicht vorgegriffen sein kénne. 
Bei dem neuen Abdruck, der dementsprechend den Band VII einleitet, 
wurde das ganze Werk einer nochmaligen genauen Durchsicht unter- 
worfen, wobei eine Reihe von bisher nicht bemerkten Druckfehlern und 
anderen Unrichtigkeiten aufgefunden und verbessert wurde. Die von Gaub 
gegebenen numerischen Beispiele zur Bahnbestimmung (Ceres, Pallas, Juno, 
Vesta) sind klassisch geworden und werden hiiufig in Lehrbiichern und 
zur Priifung neuer Methoden herangezogen. Eine genaue Nachrechnung 


*) Abgedruckt aus den Nachrichten der K. Gesellschaft der Wissenschaften zu 
Gottingen, Geschiiftliche Mitteilungen, 1906, Heft 2. — Vergl. den sechsten Bericht 
in den Nachrichten d. K. Gesellschaft der Wissenschaften zu Gottingen, Geschiftliche 
Mitteilungen, 1904, pag. 15—19. Abgedruckt in Bd. 61 der Mathematischen Annalen. 
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derselben erschien schon aus diesem Grunde keine iiberfliissige Arbeit; 
hierbei fanden sich nun mehrere Rechenfehler und andere Stellen, bei denen 
die Zahlen der Natur der Sache nach etwas unsicher waren. Es wird 
wertvoll fiir den Leser sein, diese Stellen, da wo es anging, verbessert 
und wo dies nicht méglich war, ohne die ganze folgende Rechnung zu 
iindern, wenigstens genau angegeben zu finden. Fiir die Einzelheiten muB 
ich auf meine ausfiihrlichen Bemerkungen hinweisen, die dem Abdruck 
im siebenten Bande (S. 281) folgen.“ 

»Der zweite Abschnitt des Bandes bringt kleinere ,,Zusitze zur Theoria 
motus und andere Nachtriige zur elliptischen Bewegung“. Die letzteren 
betreffen hauptsiichlich die Zodiaken der Himmelskérper; so bezeichnet 
GauB den Teil der Himmelskugel, innerhalb dessen ein Himmelskérper, 
von der Erde gesehen, tiberhaupt erscheinen kann. Verschiedenes dariiber 
hat er bereits selbst verdéffentlicht. GauB8 bezeichnet in seinem spiiteren 
Alter (vgl. Bd. VII, Seite 314) diese Frage als eine nicht uninteressante 
mathematische Aufgabe und scheint sich dariiber za wundern, dai niemand 
anderes sich inzwischen damit beschiiftigt hat; auch bis heute scheint dies 
nicht der Fall zu sein. Die abgedruckten NachlaBnotizen enthalten einige 
interessante Ergiinzungen der GauBschen Verdffentlichungen.“ 

»Der dritte Abschnitt handelt von der parabolischen Bewegung. GauB 
beabsichtigte, als Supplement zur Theoria motus eine Theorie der para- 
bolischen Bahnen herauszugeben; er schrieb dariiber 1815 an Olbers und 
Bessel (vgl. Bd. VII, Seite 350). Die abgedruckten Stellen geben das, was 
sich im Nachlaf dariiber vorgefunden hat. Speziell interessant sind einige 
Kunstgriffe, die er anwandte, sowie die Idee, durch Herstellung von Hilfs- 
tafeln die Bestimmung einer Bahn zu erleichtern (vgl. Bd. VII, Seite 331), 
Ein Aufsatz tiber die Entwerfung einer der Barkerschen iihnlichen Tafel 
fand sich vollkommen druckfertig im NachlaB vor, ebenso die Tafel selbst, 
bei der Gau® nur noch die Interpolation auf das halbe Interval] aus- 
zufiihren beabsichtigte.“ 

,Sodann folgen als vierter Abschnitt die ersten Stérungsrechnungen 
von GauB; sie betreffen die Ceres und datieren von 1802 bis 1805. GauB 
schlieBt sich zuniichst an Laplace an und rechnet Koordinatenstérungen, 
wobei er jedoch die sikularen Stérungen in solche der Elemente um- 
wandelt; auch entwirft er Tafeln zur leichteren Berechnung der Stérungen. 
Die Resultate der ersten Untersuchung hat GauB selbst, ohne die Rechnung, 
kurz verdffentlicht (vgl. Bd. V1). Die spiiteren Untersuchungen von 1805 
sind dann nach einer giinzlich neuen Methode ausgefiihrt. Auch sie be- 
treffen Koordinatenstérungen; aber die Entwicklung der Stérungsfunktion 
hat GauB schon damals im AnschluB an seine Theoria interpolationis (die 
sich ebenfalls druckfertig im NachlaB vorfand, und Band III, Seite 265ff. 
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abgedruckt ist) auf interpolatorischem Wege ausgefiihrt, also dieselbe 
Methode angewandt, die Hansen tiber 30 Jahre spiiter neu auffand. In- 
dessen war das Verfahren, das GauB hier zuniichst brauchte, noch etwas 
umstandlich und wurde von ihm erst zur héchsten Vollkommenheit ent- 
wickelt bei Gelegenheit der Berechnung der Pallasstérungen.“ 

»Die Verdffentlichung der GauBschen Arbeiten iiber die Stérungen 
der Pallas, welche den fiinften und wichtigsten Abschnitt des Bandes 
bilden, wurden seit Jahrzehnten von den Astronomen mit Spannung 
erwartet, da viele Einzelheiten dariiber, im speziellen seine Entdeckung 
des rationalen Verhiiltnisses der Umlaufszeiten von Pallas und Jupiter, 
bereits in die Offentlichkeit gedrungen waren. Zwar sind die Aufzeichnungen 
liber diese Entdeckung im NachlaB iiuBetst spiirlich; indessen geht aus 
ihnen doch hervor, wie GauB die Stirungsglieder mit verschwindendem 
Divisor behandelte. Nur konnte nicht festgestellt werden, wie GaunB zuerst 
im Jahre 1812 auf dies Resultat gefiihrt wurde. Es diirfte sich kaum in 
aller Strenge aufrecht erhalten lassen, schon weil die Stérungen héherer 
Ordnung nicht in Riicksicht gezogen sind. Die Ausfiihrungen, welche ich 
Herrn F. Klein fiir den sechsten Bericht zur Verfiigung gestellt hatte tiber 
die Art und Weise, wie Gau® anfangs auf die Kommensurabilitit der 
mittleren Bewegungen beider Planeten geschlossen hat, habe ich spiiter 
als nicht zatreffend erkannt, und ich muB deswegen auf die Bemerkungen 
im siebenten Bande selbst (Seite 607—608) verweisen.“ 

»GauB hat seiner Rechnung eine ganz auBerordentliche Ausdehnung 
gegeben und die Stérungsfunktion auf dem bereits erwihnten interpola- 
torischen Wege bis zur 18-fachen Anomalie Jupiters und bis zur 21-fachen 
der Pallas entwickelt. Uber diese Entwicklung hat er auch Tagebuch 
gefiihrt (Bd. VII, Seite 605), woraus hervorgeht, daB er zu dieser Ent- 
wicklung allein in etwas tiber drei Monaten circa 340000 Ziffern gerechnet 
hat. In den Ausdriicken fiir die Stérungen der Elemente hat er dann 
liber 3000 Sinus- und ebenso viele Cosinusglieder. Die Vergleichung mit 
den Beobachtungen zeigte eine recht gute Ubereinstimmung (bis auf 
wenige Bogensekunden) und fihrte sogar zu einer Verbesserung der 

1 
1050 
fand. Von der Pariser Akademie war damals ein hoher Preis ausgesetzt 
auf die Berechnung der Pallasstérungen; man nahm an, da er GauB zu- 
fallen wiirde, und dieser beabsichtigte auch sich darum zu bewerben. Da 
die Vollendung der GauBschen Untersuchungen sich aber immer linger 
hinzog, so wurde auch die Verteilung des Preises mehrfach weiter hinaus- 
geschoben und schlieBlich verlief die Angelegenheit im Sande, obwohl 
GauB’ Rechnungen eigentlich als vollendet angesehen werden konnten. 


Jupitermasse, welche Gauf schlieBlich itiberraschend genau gleich 
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Er wollte indessen, wie immer, so auch hier, etwas ganz Vollkommenes 
liefern und hatte auch Nikolai veranlaBt, die Saturnstérungen zu berechnen, 
sowie selbst die Berechnung der Marsstérungen iibernommen; nur diese 
letzteren sind nicht ganz fertig geworden; fiir die Jupiterstérungen hat 
GauB sogar fertige Tafeln hergestellt. Er fand nicht mehr die Zeit, die 
Arbeit zum AbschluB zu bringen und druckfertig zu machen; er sagt 
1834 in einem Briefe an Gerling (Bd. VII, Seite 432): ,,Es ist mir ein 
schmerzlicher Gedanke, daS meine vor mehr als 20 Jahren gemachte 
Arbeit iiber die Pallasstérungen ohne Fortsetzung, Entwicklung und Be- 
kanntmachung bisher hat bleiben miissen, auch wahrscheinlich, wie vieles 
Andere, einst mit mir untergehen wird. Sie glauben nicht, wie schwer 
es mir durch so vielfache Zersplitterung der Zeit sowie unter dem Druck 
so mancher Verhiiltnisse wird, eine wissenschaftliche Arbeit durchzufiihren.“ 
Ubrigens fand sich im Nachlaf ein Anfang zur Drucklegung seiner Unter- 
suchungen, nimlich ein begonnenes Manuskript (abgedruckt Bd. VII, 
Seite 439ff.): ,,Exposition d’une nouvelle méthode de calculer les pertur- 
bations planétaires, avec l’application au calcul numérique des perturbations 
du mouvement de Pallas“. Dasselbe enthilt die Ableitung der Differential- 
gleichungen fiir die Variationen der Elemente, welche bald nachher auch 
von Lagrange veréffentlicht wurden; auch ein interessantes Kapitel iiber 
die Entwicklung periodischer Funktionen in Reihen findet sich darin.“ 

»Der letste Abschnitt des Bandes endlich bringt eine Theorie des 
Mondes, die wegen der Behandlung der Differentialgleichungen der Mond- 
bewegung Interesse verdient. Die Methode ist iihnlich der Laplaceschen, 
die dieser veréffentlichte, waihrend GauB vermutlich noch mit seinen 
Untersuchungen beschiiftigt war; er hat sie ziemlich plétzlich abgebrochen. 
Die Resultate erhalten dieselbe Form wie spiiter bei Plana.“ 

»Da die Binde VII und IX der Gesamtausgabe bereits 1900, beaw. 
1903, erschienen sind, soll nunmehr an die Bearbeitung des letzten 
Bandes (X) unmittelbar herangegangen werden; er wird die noch fehlenden 
NachlaBstiicke itiber Gegenstinde der praktischen und stellaren Astronomie, 
Chronologie, theoretische Physik und Optik bringen; sodann Biographisches, 
Mitteilungen allgemeinen Interesses, insbesondere aus dem Briefwechsel, 
einen Bericht iiber die Herausgabe der GauBschen Werke, einen solchen 
iiber das GauB-Archiv und ein ausfiihrliches Generalregister.“ 
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Die Fokaltheorie der linearen Strahlenkongruenzen. 
Von 


Sranistaus Jouves in Berlin. 


1. Die Fokaltheorie der linearen Strahlenkongruenzen fehlt bisher. 
Man wei nur, daB eine elliptische lineare Kongruenz in zwei reellen Geraden 
— ihren Fokalachsen — zirkulare Ebeneninvolutionen hervorruft, hin- 
gegen eine hyperbolische lineare Kongruenz keine reellen Fokalachsen be- 
sitzt.*) Ich wurde anfangs durch diese merkwiirdige Eigenschaft der 
sonst so leicht zugiinglichen hyperbolischen linearen Kongruenz abge- 
schreckt, nach allgemeinen Fokaleigenschaften der linearen Kongruenzen 
zu suchen. Spiiter jedoch fiihrten mich Fragen iiber die in einer linearen 
Kongruenz enthaltenen rotatorischen Regelscharen zu einigen allgemein 
giiltigen Fokaleigenschaften und diese endlich zur Fokaltheorie der linearen 
Kongruenzen. 

Eng verkniipft mit der Fokaltheorie der linearen Kongruenzen er- 
weist sich die Theorie des Zylindroides. Synthetisch sind Grundeigen- 
schaften dieser Fliche schon von Herrn Schoenflies**) und Herrn 
Sturm***) abgeleitet worden, doch erzeugt dieser die Regelschar der 
Fliche durch zwei ein-zweideutig aufeinander bezogene Punktreihen, wih- 
rend jener von kinematischen Uberlegungen ausgeht. Da die Unter- 
suchungen in dieser Arbeit rein synthetisch gefiihrt werden, so war zu- 
nichst eine rein synthetische Theorie des Zylindroides aufzustellen. — Ein 
Zylindroid ist bekanntlich das Hauptachsenzylindroid von oo' linearen Kon- 
gruenzen. Ihre drei gemeinschaftlichen Symmetrieachsen sind natiirlich 
Symmetrieachsen ihres Hauptachsenzylindroides und des jene oo! linearen 
Kongruenzen umfassenden quadratischen Komplexes. Mit Hilfe dieser 


*) Reye, Die Geometrie der Lage. 2. Abteilung. 3. Auflage. Leipzig 1892, 
8S. 259, N. 15. 
*) Schoenflies, Geometrie der Bewegung in synthetischer Darstellung. 
Leipzig 1886, 8. 157, N. 10. 
“*) Sturm, Die Gebilde ersten und zweiten Grades der Liniengeometrie in 
synthetischer Behandlung. 1. Teil. Leipzig 1892, 8. 150. 
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Symmetrieachsen lassen sich manche Siitze aus der Theorie dieser Gebilde 
recht einfach und anschaulich beweisen. 

Eine Ebene, welcher durch eine lineare Kongruenz (,! eine zu ihr 
normale Ebene zugeordnet ist, heiBe eine Mittelebene der Kongruenz. 
Die Mittelebenen von C,' umhiillen ein gleichseitiges Paraboloid C*, das 
Fokalparaboloid der linearen Kongruenz. Seine Erzeugenden sind durch 
C,' paarweise einander zugeordnet. Werden die beiden Regelscharen 
von ©? die Fokalregelscharen und die sie bzw. paarenden Involutionen 
die Fokalinvolutionen von C,' genannt, so ist C,' hyperbolisch, wenn 
beide Fokalinvolutionen. elliptisch sind, elliptisch, wenn die eine Fokal- 
involution hyperbolisch, die andere elliptisch ist. Die Doppelstrahlen 
der auf C? gelegenen Fokalinvolutionen sind die Fokalachsen von C,’. 
Eine hyperbolische lineare Kongruenz hat also zwei Paare konjugiert 
imaginiirer Fokalachsen, eine elliptische ein Paar reeller und ein Paar 
konjugiert imaginirer. Bei einer parabolischen linearen Kongruenz ist 
die eine Fokalinvolution parabolisch, die andere elliptisch. Letztere 
wird gebildet durch die sich rechtwinklig kreuzenden Strahlen der be- 
treffenden Fokalregelschar. Je zwei einander zugeordnete Geraden c', ¢ 
einer Fokalinvolution sind Leitstrahlen einer in C,' enthaltenen ortho- 
gonalen Regelschar Il. Ordnung, welche zu C* und (,' in sehr merk- 
wiirdigen Beziehungen steht. Zu jeder Fokalregelschar gehért ein Biischel 
solcher orthogonalen Regelscharen. Die in vier Geraden zerfallende Basis- 
kurve jedes solchen Biischels enthilt ein Paar Fokalachsen von C,', sie 
sind zugleich die Leitgeraden einer fiir die Theorie von (,' besonders 
wichtigen linearen Kongruenz, welche eine Fokalkongruenz von C,' ge- 
nannt wird. Zu einer linearen Kongruenz gehéren hiernach zwei Fokal- 
kongruenzen. — Eine gleichseitige parabolische Regelschar, deren Strahlen 
derart involutorisch gepaart werden, daB ihrem unendlich fernen Strahle 
der ihn rechtwinklig kreuzende Scheitelstrahl zugeordnet wird, ist stets 
eine Fokalregelschar einer gewissen linearen Kongruenz. Da nun eine 
elliptische Fokalinvolution sowohl eine hyperbolische als auch eine ellip- 
tische lineare Kongruenz bestimmen kann, so ist es von Wichtigkeit, die 
Kriterien fiir das eine und das andere zu ermitteln, wobei sich wieder 
eine Fille von interessanten Beziehungen ergeben. Uberhaupt scheinen 
die Fokalinvolutionen einer lincaren Kongruenz fiir sie von derselben Wichtig- 
keit zu sein, wie die Fokalinvolutionen fiir das polare Feld und die Fokal- 
felder fiir den polaren Raum. 

Mit der Fokaltheorie der linearen Kongruenzen eng verkniipft ist die 
Frage nach den rotatorischen polaren Riumen [,*, die eine lineare Kon- 
gruenz C,' derart in sich selbst iiberfiihren, daB die durch C,' einander 
zugeordneten Punkte und Ebenen in [f,*? konjugiert sind; insbesondere also 
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die Frage nach den reellen in (,' enthaltenen rotatorischen Regelscharen. 
Bisher hat man solche polaren Raume wohl fiir die hyperbolische lineare 
Kongruenz bestimmt, hingegen die betreffenden Untersuchungen fiir die 
elliptische lineare Kongruenz ganz unterlassen, und gerade fir diese 
bieten sie besonders Bemerkenswertes. Die rotatorischen polaren Riiume 
[2 haben in diesem Falle sowohl reelle wie auch imaginire Inzidenz- 
flichen, wiihrend sie in jenem nur reelle Inzidenzflichen haben. 

Lineare Strahlenkongruenzen mit demselben Fokalparaboloide C? sollen 
konfokal heiBen. Konfokale lineare Strahlenkongruenzen sind fiir C? auto- 
polar und haben dasselbe Hauptachsenzylindroid C*. Diese Fliche ist der 
Ort der Mittelpunkte aller C® umschriebenen Kegel des Hachette und 
ebenfalls autopolar fiir C*. Die zwischen C* und C* bestehenden Be- 
ziehungen gestatten einerseits bekannte Siitze einfacher und schirfer zu 
beweisen, andererseits neue Siitze abzuleiten. Zu diesen gehért der Satz, 
daB die Scheitelstrahlen konfokaler hyperbolischer Paraboloide Regelstrahlen 
eines Zylindroides sind; zu jenen, daB die zueinander polaren Fokal- 
achsen eines gleichseitigen Paraboloids die Regelschar eines Zylindroides 
bilden.*) Die Theorie des Fokalparaboloides und Hauptachsenzylindroides 
konfokaler linearer Kongruenzen fihrt, beiliufig bemerkt, recht anschau- 
lich zu den synthetischen Bedingungen, unter denen zueinander normale 
Tangentialebenen eines Kegels II. Ordnung sich in den Strahlen eines 
Kegels IJ. Ordnung oder zweier Strahlenbiischel I. Ordnung schneiden. — 
Die co’ konfokalen linearen Kongruenzen mit demselben Fokalparaboloide 
sollen eine Kette konfokaler linearer Kongruenzen heiBen. Eine solche 
Kette liBt sich auf jedes Gebilde 1. Stufe projektiv beziehen, insbesondere 
bilden die einem beliebigen Raumpunkte durch die Kongruenzen einer 
Kette zugeordneten Punkte eine zur Kette projektive Parabel. — Erheblich 
einfacher als im allgemeinen Falle ergeben sich endlich jene oben er- 
wihnten orthogonalen Regelscharen II. Ordnung und rotatorischen polaren 
Riiume [,? bei den rotatorischen linearen Kongruenzen. 

Wie schon hervorgehoben wurde, ist die Beweismethode durchgiingig 
rein synthetisch. Ihr stellten sich sehr hiiufig Schwierigkeiten entgegen, 
wollte man nicht in den leider noch immer so hiiufigen Fehler verfallen, 
fiir reelle Gebilde Bewiesenes ohne weiteres auf imaginiire zu iibertragen. 
Jedes Gebilde, dessen imaginarer Charakter nicht ausdriicklich hervor- 


*) Schréter, Uber ein einfaches Hyperboloid von besonderer Art. Journal fiir 
die reine und angewandte Mathematik Bd. 85 (1877), 8. 39, N. 7b. 

' Schréter spricht weder diesen noch die ihm in 39, 40 und 41 auferdem 2u- 
geschriebenen Siitze iiber das Zylindroid aus, da er nicht erkennt, da®B die von ihm 
gefundenen Geraden s, s, Regelstrahlen eines Zylindroides sind. Doch ergeben sie 
sich ohne weiteres aus seinen Untersuchungen, sobald letzteres nachgewiesen wurde. 
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gehoben oder unmittelbar zu erkennen ist, ist also als reell zu be- 
trachten. 

Férdernde Anregung zu einigen Untersuchungen in dieser Arbeit ver- 
danke ich der soeben angefiihrten Abhandlung Schréters und dem ersten 
Teile der Liniengeometrie*) des Herrn Sturm. Ich fiihle mich ver- 
pflichtet, dies auBer durch die betreffenden Literaturangaben hier noch be- 
sonders hervorzuheben. 


Das Zylindroid. 


2. Alle in einer linearen Kongruenz (;' sich schneidenden linearen 


Komplexe bilden bekanntlich einen Biischel linearer Komplexe [C;,']. Durch 
die Komplexe dieses Biischels sind im allgemeinen einer unendlich fernen 
Geraden rv. die Strahlen einer zum Biischel projektiven parabolischen 
Regelschar Il. Ordnung R*® zugeordnet. (Fiir eine hyperbolische lineare 
Kongruenz, deren eine Leitgerade unendlich fern liegt, zerfallt R* stets in 
zwei Strahlenbiischel I. Ordnung. Dieser Ausnahmefall wird ausge- 
schlossen.) — Die Strahlen von i? sind Durchmesser der ihnen ent- 
sprechenden Komplexe. Werden von einem beliebigen Punkte auf diese 
Durchmesser senkrechte Ebenen gefiallt, so bilden sie einen zur Regel- 
schar R* und zu dem Komplexbiischel {(,"] projektiven Ebenenbiischel 
I. Ordnung. Die durch die Komplexe von [C,'| der Achse a dieses 
Ebenenbiischels zugeordneten Geraden sind wiederum Strahlen einer zum 
Komplexbiischel [C,"] und folglich auch zum Ebenenbiischel [a] projektiven 
Regelschar Il. Ordnung ®,*, zu der a selbst gehért. Sie schneiden die 
ihnen entsprechenden Ebenen des Biischels [a] je in dem Nullpunkte be- 
ziiglich desjenigen Komplexes, durch den sie selbst a zugeordnet werden. 
Diese Nullpunkte bilden also eine zu i,’ perspektive und somit zu R* 
projektive Kurve II. Ordnung «*. — Jede Ebene des Biischels [a] steht auf 
den Durchmessern des ihr entsprechenden Komplexes senkrecht und dieser 
weist ihr einen Nullpunkt zu. Der durch diesen Nullpunkt gehende Dureh- 
messer des betreffenden Komplexes ist also eine Hauptachse. Da die 
Hauptachsen der Komplexe des Biischels |C,'] den Kegelschnitt «*? und 
den unendlich fernen Strahl c. der Triigerkongruenz C,' des Komplex- 
biischels in projektiven Punktreihen schneiden, so bilden sie, solange die 
Ebene « von « nicht durch ¢. geht — und dies werde nunmehr voraus- 
gesetzt — eine Regelschar III]. Ordnung © mit der einfachen Leitgeraden c,. 
Der Triiger von ©* ist eine Regelfliiche II]. Grades C*, das sogenannte 
Zylindroid. Es ist zuniichst als der Ort der Hauptachsen eines Biischels 


*) Der lineare Komplex oder das Strahlengewinde und der tetraedale Komplex. 
Leipzig 1892 
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linearer Komplexe definiert. Die Doppelpunktsgerade c, des Zylindroids 
ist der zu den Ebenen des Biischels |c,.| senkrechte, also zu a parallele 
Strahl der Triigerkongruenz C,'. Jede durch c, gehende Ebene enthiilt 
folglich einen Regelstrahl von ©*. Zur Regelschar €* gehéren beim 
hyperbolischen Komplexbiischel die Leitgeraden seiner Trigerkongruenz. — 
Der zur Doppelpunktsgeraden c, parallele Strahl a schneidet die Regel- 
schar ©* in dem unendlich fernen Punkte von ¢, und in einem im End- 
lichen gelegenen Punkt A. Zu der Ebene Ac, ist ein Regelstrahl von © 
normal. Er schneidet c, in eimem Punkte, durch welchen noch derjenige 
Regelstrahl s von ©* geht, der in der Ebene « des zu @* perspektiven 
Kegelschnittes «* liegt. «@ ist im allgemeinen durch A und sg bestimmt. 
Sei nun & ein beliebiger zur Regelschar €* perspektiver Kegelschnitt, 
x der in seiner Ebene gelegene und 2’ der mit 2 inzidente Regelstrahl 
von ©°, so folgt demnach: «* fallt mit §* zusammen, sobald der zu ¢, 
parallele Strahl a durch den Schnittpunkt von § mit demjenigen Regel- 
strahle von ©* geht, der x’ rechtwinklig kreuzt. Der Kegelschnitt «* kann 
somit als ein ganz beliebiger zur Regelschar ©* perspektiver Kegelschnitt 
angesehen werden. — Die Ebenenbiischel [a] und [c,| sind perspektiv zum 
Kegelschnitt «*, also projektiv zueinander und erzeugen, da ihre Achsen 
parallel laufen und entsprechende Ebenen aufeinander senkrecht stehen, 
einen zu «® perspektiven Rotationszylinder. Aus den vorstehenden Be- 
trachtungen ergeben sich nunmehr die folgenden bekannten Siitze: 

Auf einem Zylindroide C* gelegene Kegelschnitte sind Ellipsen, 
seine beiden mit seiner einfachen Leitgeraden c. inzidenten doppelt 
bertihrenden Ebenen (Kuspidalebenen) »’, y” sind also reell. Die 
auf C*® gelegenen Ellipsen projizieren sich auf 7’, y” orthogonal 
als Kreise, und jeder durch die Doppelpunktsgerade c, von C* 
gehende Rotationszylinder hat mit C* eine Ellipse gemein. Werden 
von einem im Endlichen gelegenen Punkte A, der nicht der Doppel- 
punktsgeraden c, des Zylindroides C* angehért, auf die Regelstrahlen 
der Fliche Normalen gefillt, so bilden ihre FuBpunkte eine Ellipse 
«*, sie selbst also einen Strahlenkegel Il. Ordnung. Dieser Kegel 
zerfallt, wenn A auf C® liegt, in zwei Strahlenbiischel 1. Ord- 
nung. Die FuBpunkte der Normalen, welche aus den Punkten einer 
Parallelen zur Doppelpunktsgeraden c, von C* auf seine Regelstrahlen 
gefaillt werden, liegen auf der niimlichen Ellipse. — Die beiden 
parallelen Kuspidalebenen y’, y” beriihren die auf der Fliche ge- 
legenen Ellipsen je in ihren Hauptscheitelpunkten. Die Neben- 
achsen dieser Ellipsen liegen in der Symmetrieebene y beider Kus- 
pidalebenen und ihre Exzentrizitiit ist stets gleich dem halben Ab- 
stande dieser Ebenen. Sich schneidende Regelstrahlen eines Zylin- 
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droides C* treffen eine auf ihm gelegene Ellipse «*® je in den Punkte- 

paaren einer hyperbolischen Involution, deren Zentrum der unendlich 

ferne Punkt der Nebenachse von «’® ist. Zu dieser Nebenachse ist 
der in der Ebene von a’ gelegene Regelstrahl parallel. 

3. Je zwei zueinander senkrechte durch die Doppelpunktsgerade c, 
eines Zylindroides C* gehende Ebenen projizieren zwei sich rechtwinklig 
kreuzende Regelstrahlen der Fliiche, somit werden die sich rechtwinklig 
kreuzenden Regelstrahlen von C* aus c, durch Ebenenpaare einer zirku- 
laren Ebeneninvolution projiziert, und diese schneiden folglich eine auf 
C*® gelegene Ellipse «* in den Punktepaaren einer Involution. Durch 
die zirkulare Ebeneninvolution mit der Achse ¢, werden aber nicht nur 
die Punkte von «*, sondern auch die Strahlen des Rotationszylinders in- 
volutorisch gepaart, der a? nach 2, aus dem unendlich fernen Punkte von 
¢, projiziert, und da zugeordnete Strahlen aus c, durch orthogonale Ebenen 
projiziert werden, so ist die Involutionsachse fiir die involutorische Paa- 
rung der Zylinderstrahlen die Rotationsachse des Zylinders, das Involutions- 
zentrum fiir die involutorische Paarung der Punkte von «’® dureh sich 
rechtwinklig kreuzende Regelstrahlen von C* also der Mittelpunkt dieser 
Ellipse. Ein Punktepaar der Involution auf «* bilden die Hauptscheitel- 
punkte, in ihnen beriihrt « nach 2. die Beriihrungsstrahlen der Kuspidal- 
ebenen 7’, y”, d. h. die Kuspidalstrahlen c’, c” von C*. Die Kuspidal- 
strahlen kreuzen sich hiernach rechtwinklig, und die sie aus der Doppel- 
punktsgeraden c, projizierenden Ebenen sind zueinander orthogonal. Nun 
sind die beiden c’, c’ aus ¢, projizierenden Ebenen bekanntlich die 
Doppelebenen der Ebeneninvolution, deren Ebenenpaare die inzidenten 
Regelstrahlen der Fliache projizieren, folglich gilt: 

Sich rechtwinklig kreuzende Regelstrahlen eines Zylindroides (* 
schneiden eine Ellipse der Flache in den Punktepaaren einer In- 
volution. Das zugehdrige Involutionszentrum ist der Mittelpunkt 
des Kegelschnittes. 

Ferner ergibt sich mit Riicksicht auf 2. der bekannte Satz: 

Sich schneidende Regelstrahlen von C* werden aus der Doppel- 
punktsgeraden ¢, durch die Ebenenpaare einer symmetrischen Ebenen- 
involution projiziert, deren Doppelebenen die Kuspidalstrahlen c’, c” 
von C* enthalten. Diese Doppelebenen sind Symmetrieebenen von C*. 
4. Der unendlich ferne Punkt der Nebenachse einer Ellipse «* des 

Zylindroides C* ist nach 2. das Involutionszentrum fiir diejenige Punkt- 
involution auf «, in deren Punktepaaren sich schneidende Regelstrahlen 
von C* den Kegelschnitt treffen. Der Mittelpunkt von «* hingegen ist 
nach 3. das Involutionszentrum fiir diejenige Punktinvolution auf «*, deren 
Punktepaare auf zueinander rechtwinkligen Strahlen von C® liegen. Beide 
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Punktinvolutionen haben das aus den Nebenscheitelpunkten von a’ be- 
stehende Punktepaar gemein, demnach erweisen sich die durch diese 
Punkte gehenden Regelstrahlen c,, c, von C* als die einzigen sich recht- 
winklig schneidenden Strahlen dieser Fliche. Sie liegen nach 2. in der 
Symmetrieebene y» der beiden Kuspidalebenen >’, y” von C*. — Die sich 
rechtwinklig schneidenden Strahlen ¢,, c. sind bzw. die Hauptachsen zweier 
fiireinander nullinvarianten Komplexe des Komplexbiischels [C,"], folglich 
sind die Nullpunkte der Ebene c,c, beziiglich dieser Komplexe — d. bh. 
der Punkt c,y und der unendlich ferne Punkt von ¢, — durch die Triger- 
kongruenz C,' des Biischels einander zugeordnet. c, ist aber nach 2, der 
Hauptstrahl von C,', somit fallt y mit der Fluchtebene von C,' zusammen. 

Der Punkt c,y hat in bezug auf die beiden Komplexe des Biischels 
[C,*}, deren Hauptachsen c¢,, ¢, sind, bzw. die Nullebenen ¢,¢,, ¢,¢,. Diese 
Ebenen sind sonach durch seine Triigerkongruenz C,' einander zugeordnet 
und schneiden folglich die unendlich ferne Ebene bzw. in den ¢,, c, durch 
C, baw. zugeordneten Strahlen cf, cz. Bei einer hyperbolischen Trager- 
kongruenz C,' ist der Punkt c,y zugleich der Mittelpunkt des kiirzesten 
Abstandes d ihrer beiden Leitgeraden u, v, ferner hilften bei ihr die nor- 
malen einander zugeordneten Ebenen c,¢,, ¢,¢, die Winkel der sich selbst 
zugeordneten Ebenen c,u,c,v. Somit ergeben sich bei einer hyperboli- 
schen linearen Strahlenkongruenz die Strahlen ¢,, c, als die Hilftgeraden 
der Winkel, welche die durch die Mitte von d gehenden Parallelen zu 
u, ¢ miteinander bilden. 

5. Je zwei sich rechtwinklig kreuzende Regelstrahlen von C* schneiden 
eine auf der Fliche gelegene Ellipse «*? nach 3. in den Endpunkten je 
eines Durchmessers dieses Kegelschnittes. Da nach 2. die Nebenachse 
von «® in der Symmetrieebene y der Kuspidalebenen des Zylindroides 
liegt, so hilftet y den Abstand je zweier sich rechtwinklig kreuzenden 
Regelstrahlen. — Von zwei sich schneidenden Regelstrahlen u,, u, von C® 
kreuzt u, einen Regelstrahl v, und u, einen Regelstrahl v, rechtwinklig; 
vj, v, schneiden sich, und die Ebenen u,u,, v,v, liegen symmetrisch zu y. 
-— Wird unter dem Winkel g,, zweier sich schneidenden Regelstrahlen 
w,, Wy von C® einer der beiden Winkel verstanden, den die durch den 
Doppelstrahl ¢, und den Kuspidalstrahl ¢’ gehende Ebene c,c’ hilftet, und 
sind u,, % und v,, v, zwei Paar sich schneidender Regelstrahlen, deren 
Ebenen symmetris 1 zu y liegen, so ist: 

Pu t+ Po =. 

Kine Ellipse «* projiziert sich nach 2, auf y orthogonal als ein Kreis, 
dessen Mittelpunkt mit dem von « zusammenfillt. Geht die Ebene von 
«® — was nunmehr vorausgesetzt werden soll — durch einen der beiden 
sich rechtwinklig schneidenden Regelstrahlen von C*, und schlieBt sie mit 
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y einen Winkel von 45° ein, so ist der Halbmesser jenes Kreises gleich 
dem Abstande der Kuspidalstrahlen des Zylindroides von der Ebene y. — 
Den Abstiinden aller Punkte des Raumes von y mége ein positiver oder 
negativer Wert zuerteilt werden, je nachdem sie mit dem Kuspidalstrahle 
e von C* auf derselben Seite von y liegen oder nicht. Ist dann a, der 
Abstand des Kuspidalstrahles ¢’ und a, der zweier sich schneidenden 
Regelstrahlen u,, u, von y, so folgt, da sich nunmehr leicht in y ein 
gleichschenkliges Dreieck nachweisen laBt, dessen Winkel an der Spitze 
gleich 2@,, dessen von ihr ausgehende Hohe gleich a, und dessen gleiche 
Seiten gleich a, sind: 

a, COSY, =a 


“a” 


Der Winkel , zweier sich schneidenden Regelstrahlen u,, u,, deren 
Ebene bzw. einen positiven oder negativen Abstand von y hat, ist 


< bzw. > es Im folgenden wird unter dem Winkel zweier sich schnei- 
2 g 


denden Regelstrahlen eines Zylindroides C* stets einer der beiden Winkel 
verstanden, die von der Ebene c,c’ gehiilftet werden. 

6. Schneidet der zur Doppelpunktsgeraden c, eines Zylindroides C* 
parallele Strahl a einen Regelstrah] s von C* in einem Punkte A, so geht 
die Ebene des durch ihn bestimmten Kegelschnittes «* der Fliche nach 2. 
durch A und den Strahl s’ von C*, der den s rechtwinklig kreuzenden 
Regelstrahl schneidet. Die Ebene von «* geht durch s selbst, wenn s 
einer der beiden sich rechtwinklig schneidenden Regelstrahlen ¢,, ¢, von 
C® ist. «¢, und c, fallen hierbei bzw. mit der Nebenachse von «? zu- 
sammen und ergeben sich somit als Symmetrieachsen von C*. Eine dritte 
Symmetrieachse von C* ist bekanntlich seine Doppelpunktsgerade ¢,. 
Diese mége als Hauptsymmetrieachse, jene als Nebensymmetrie- 
achsen des Zylindroides bezeichnet werden. Wiahrend die Haupt- 
symmetrieachse des Zylindroides lingst bekannt ist, hat die Nebensym- 
metrieachsen wohl zuerst Herr Reye bemerkt. 

Alle Strahlen einer linearen Strahlenkongruenz C,', die einen Strahl x 
ihres Hauptachsenzylindroides C* schneiden, bilden eine gleichseitige para- 
bolische Regelschar. Der zu ihr gehérige Scheitelstrahl ist die Haupt- 
symmetrieachse ¢, von C*, der zu ihren Strahlen normale Scheitelstrahl 
der Strahl x selbst und ihre Hauptachse ist die Normale im Punkte zc, 
auf der Ebene xc,. Fallt « bzw. mit einer der beiden Nebensymmetrie- 
achsen ¢,, ¢, von C® zusammen, so ist hiernach ¢, bzw. ¢, die Hauptachse 
der gleichseitigen parabolischen Regelschar $,* bzw. ¥,°. Durch Spiege- 
lung an ¢, gehen daher die Regelscharen $,* und §,? in sich selbst iiber. 
Die in C,' enthaltenen Regelscharen $,*, {,* bestimmen nun C;' eindeutig, 
folglich geht auch diese lineare Kongruenz durch Spiegelung an c¢, in sich 














Fokaltheorie der linearen Strahlenkongruenzen. 345 


selbst tiber, oder ¢, ist eine Symmetrieachse von C,'. Das gleiche gilt 
von ¢,. Bekanntlich ist auch die Hauptsymmetrieachse ¢, von C®* eine 
Symmetrieachse von C,'. Sie heibe mit Riicksicht hierauf die Haupt- 
symmetrieachse der linearen Kongruenz und ebenso jede der Neben- 
symmetrieachsen c,, ¢, des Zylindroides eine Nebensymmetrizachse der 
Kongruenz. Beim Hauptachsenzylindroid einer hyperbolischen Strahlenkon- 
gruenz C,' werden die mit den Leitgeraden von C,' zusammenfallenden 
Regelstrahlen von C* an jeder der beiden Nebensymmetrieachsen inein- 
ander gespiegelt. 

7. Eine Nebensymmetrieachse c, von C;,' ist ein Scheitelstrahl der 
gleichseitigen parabolischen Regelschar $,*, die von allen mit ihr in- 
zidenten Kongruenzstrahlen gebildet wird. Ist nun C,' hyperbolisch, so 
ist die durch C,' in der Leitschar von §8,? hervorgerufene Involution 
ebenfalls hyperbolisch und ibre Doppelstrahlen sind die Leitgeraden u, v 
von C,'. Die Leitgeraden u, v gehen durch Spiegelung von C,' an ¢, in- 
einander iiber, c, ist also die Rotationsachse einer in C,' enthaltenen rota- 
torischen Regelschar. In bezug auf diese Regelschar sind die durch C,' 
einander zugeordneten Punkte und Ebenen einander konjugiert und die 
Strahlen von C,' paarweise reziproke Polaren. Insbesondere sind polar 
zueinander je zwei sich rechtwinklig kreuzende Regelstrahlen von §,. 
Diese parabolische Regelschar ist somit fiir jene rotatorische autopolar. 

Ist C,' elliptisch, so ist die durch C,' in der Leitschar von $,? her- 
vorgerufene Involution ebenfalls elliptisch, und ihre Potenzstrahlen h, h’ 
gehen durch Spiegelung an c, ineinander iiber. Durch c, als Rotations- 
achse und h, hk’ als reziproke Polaren ist ein rotatorischer polarer Raum 
r2 mit imaginirer Inzidenzfliiche bestimmt. Seine Rotationsachse c, und 
ihre Polare sowie h und h’ sind durch C,' einander zugeordnet, ferner 
sind zwei sich rechtwinklig kreuzende Strahlen der in C,' enthaltenen 
parabolischen Regelschar ,? in [,? reziprok polar. Durch C,' wird hier- 
nach [,? in sich selbst tibergefiihrt und umgekehrt sind die Strahlen von 
Cy! also paarweise in [,? zueinander polar. — In den Strahlen von $,? 
rufen [,? und C,' identische Punkt- und Ebeneninvolutionen hervor. Sind 
nun «, «’ ein Paar sich in einem Strahle z von $,? schneidende durch C,' 
einander zugeordnete und somit auch in [,* konjugierte Ebenen, so schneiden 
sie den z rechtwinklig kreuzenden Regelstrahl z, von $,? wechselweise in 
ihren Polen A, A’, und diese Punkte sind durch C,' einander zugeordnet. 
Einem mit A, @’ inzidenten Strahle y’ ist durch C,' ein mit A’, « in- 
zidenter Strahl g zugeordnet. g, g treffen den Strahl z bzw. in den durch 
Cj! eimander zugeordneten und in [,? konjugierten Punkten G, G’, deren 
Polarebenen y, y’ durch z, und bzw. G’, G gehen und folglich g’ baw. g 
enthalten. In g’schneiden sich somit die Polarebenen «’, y der mit g inzidenten 
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Punkte A’, G, und die durch C,' einander zugeordneten Geraden g, g’ sind 
also in [,? zueinander polar. Die Strahlen von C,' treffen nun «, « in Punkten, 
die durch C,' einander zugeordnet sind. Ein mit gy inzidenter Strahl z 
von ©, ist demnach inzident mit der gy durch C,' zugeordneten Geraden 
g, und da die Geraden g, 9 in [,* polar zueinander sind, so sind die 
Treffpunkte von x mit «, « durch C,' einander zugeordnet und in [,? 
konjugiert. Was von a, a’ gilt, gilt fiir je zwei andere durch C,' ein- 
ander zugeordnete Ebenen des Kongruenzstrahles z. Durch C;,' einander 
zugeordnete Punkte sind folglich in [,* konjugiert und ebenso auch je 
zwei durch C,' einander zugeordnete Ebenen. — Jede der beiden Neben- 
symmetrieachsen c, einer linearen Kongruenz C,' ist hiernach die Rota- 
tionsachse eines rotatorischen polaren Raumes [,*, der C,' in sich selbst 
derart iiberfiihrt, daB durch C,' einander zugeordnete Punkte und Ebenen 
in [,? konjugiert sind. Diese rotatorischen polaren Riume haben bei 
einer hyperbolischen linearen Kongruenz reelle, bei einer elliptischen ima- 
giniére Inzidenzflichen. 

8. Zwei Zylindroide C*, D®, welche eine Nebensymmetrieachse und 
einen mit keiner Nebensymmetrieachse zusammenfallenden Regelstrahl wu, 
gemein haben, haben nach 6. auch das Spiegelbild vr, von «, an 
jener Symmetrieachse gemein. C*, D* haben ferner dieselbe Hauptsym- 
metrieachse und folglich auch dieselbe zweite Nebensymmetrieachse. Die 
sich schneidenden Regelstrahlen zweier Zylindroide mit der nimlichen 
Hauptsymmetrieachse c, und den niimlichen Nebensymmetrieachsen ¢,; c, 
werden aber aus c, durch die Ebenenpaare der nimlichen symmetrischen 
Ebeneninvolution projiziert, somit liegen auf C*, D® noch die u, bzw. », 
schneidenden Regelstrahlen u,, r,. Beide Zylindroide gehen also durch 
dieselbe Hauptsymmetrieachse c,, dieselben Nebensymmetrieachsen ¢,, ¢, 
und dieselben vier Regelstrahlen w,, u,, v,, v2. Sie schneiden hiernach 
die Ebenen des Ebenenbiischels {u,| im allgemeinen in je zwei Ellipsen, 
welche fiinf Punkte gemein haben und folglich identisch sind. Ein Zylin- 
droid ist somit durch eine Nebensymmetrieachse und einen mit keiner 
Nebensymmetrieachse zusammenfallenden Regelstrahl « bestimmt oder 
auch im allgemeinen durch die Hauptsymmetrieachse, eine Nebensym- 
metrieachse und einen beliebigen Punkt eines solchen Regelstrahles. 

9. Ist r ein Regelstrahl eines Zylindroides C*, der nicht mit einer 
Nebensymmetrieachse der Fliiche zusammenfallt, und n eine zur Haupt- 
symmetrieachse c, von C* windschiefe Normale zu r, so ist jede der 
beiden Nebensymmetrieachsen von C* die Hauptachse eines durch n gehenden 
linearen Komplexes. Das Hauptachsenzylindroid D® der Schnittkongruenz 
D,* beider Komplexe hat dieselben Nebensymmetrieachsen ¢,, ¢, und die- 
selbe Hauptsymmetrieachse c, wie C*. Ferner liegt auf ihm der Strahl r 
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als Triger des kiirzesten Abstandes der Strahlen ¢,, von D,', folglich 
sind nach 8, beide Zylindroide C*, D® identisch. 

Schneidet nunmehr die Normale » zum Regelstrahle y+ die Haupt- 
symmetrieachse c, von C*, so ist wiederum jede Nebensymmetrieachse 
€;, der Fliche die Hauptachse je eines durch » gehenden linearen 
Komplexes und ¢, ist die Hauptsymmetrieachse und ¢,, ¢, sind die Neben- 
symmetrieachsen des Hauptachsenzylindroides )* der Schnittkongruenz Sie 
ist, da die zu ihr gehérigen Strahlen ¢c, und » inzident sind, hyperbolisch. 
Thre Leitgeraden liegen also auf D® und gehen bzw. durch den Punkt 
c,n und sein Spiegelbild P an der mit ¢,, c, inzidenten Ebene y. Die P 
enthaltende Leitgerade liegt in der Ebene c,» und ist folglich der mit dieser 
Ebene inzidente in P zu c, orthogonale Strahl. Nun steht die Ebene c,n 
auf dem Regelstrahle r des gegebenen Zylindroides C* senkrecht, sonach 
enthilt sie auch den r rechtwinklig kreuzenden Regelstrahl von C*. Er 
geht nach 6, ebenfalls durch das Spiegelbild des Punktes c,» an y und 
fallt folglich mit dem in der Ebene c,n gelegenen Strahle von J/* zusammen. 
Da aber beide Zylindroide auBer diesem Regelstrahle noch die Haupt- 
symmetrieachse und die Nebensymmetrieachsen gemein haben, so sind sie 
identisch. 

Fallt ferner r mit einer der beiden Nebensymmetrieachsen — etwa 
mit ¢, — zusammen, ist also » eine Normale von ¢,, die zu ¢, wind- 
schief ist, so wird ¢, und ein nicht mit ¢, zusammenfallender Regelstrahl 
« von C* zur Hauptachse je eines durch » gehenden linearen Komplexes 
gewihlt. Die beiden Komplexe und das zu ihrer Schnittkongruenz D,' 
gehérige Hauptachsenzylindroid D* sind hierdurch eindeutig bestimmt. Auf 
dem Zylindroide D* liegen ebenfalls die Regelstrahlen ¢,, x, folglich hat 
es mit C*® die Hauptsymmetrieachse c, und, da c, der Trager des kiirzesten 
Abstandes der Strahlen c,, » von D,' ist, auch den Regelstrahl c, gemein. 
Als aufeinander senkrecht stehende Regelstrahlen sind ¢,, c, sowohl die 
Nebensymmetrieachsen von C*, wie von D*. Die beiden Flichen haben 
demnach auBer dem Regelstrahle x auch ihre Nebensymmetrieachsen ge- 
mein, und somit fallen die Zylindroide C*, D® wiederum zusammen. 

Ist endlich » eine zur Hauptsymmetrieachse c, parallele Gerade, so 
hat » sowie jeder zu m parallele Strahl mit dem Zylindroide zwei un- 
endlich ferne zusammenfallende Punkte gemein, und jeder dieser Strahlen 
steht in dem im Endlichen gelegenen dritten Schnittpunkte mit C* auf 
dem durch ihn gehenden Regelstrahle der Fliche senkrecht. Alle zu c, 
parallelen Geraden bilden zusammen mit den Strahlen der unendlich fernen 
Ebene eine ausgeartete lineare Kongruenz. Die sich in ihr schneidenden 
linearen Komplexe sind also ebenfalls speziell. Ihre Inzidenzachsen bilden 
einen in der unendlich fernen Ebene gelegenen Strahlenbiischel, dessen 
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Mittelpunkt der unendlich ferne Punkt von ¢, ist. Jeder dieser Kom- 
plexe hat co* Hauptachsen, zu ihnen gehéren jedesmal die Geraden der 
unendlich fernen Ebene und je ein Biindel paralleler Strahlen, dessen 
Mittelpunkt der Pol der Inzidenzachse des betreffenden speziellen Kom- 
plexes beziiglich des unendlich fernen imaginiiren Kugelkreises ist. Er 
liegt also auf der unendlich fernen einfachen Leitgeraden ¢, von C* und 
wird aus ihr durch denjenigen Regelstrahl von C* ausgeschnitten, der jene 
Inzidenzachse rechtwinklig kreuzt. Ein Regelstrahl von C* gehért dem- 
nach je zu den Hauptachsen jedes dieser Komplexe, und C* kann somit 
auch als ein Hauptachsenzylindroid der Schnittkongruenz dieses singuliren 
Komplexbiischels angesehen werden. 

Mit Riicksicht auf alle in dieser Nummer durchgefiihrten Unter- 
suchungen gilt folglich: 

Gehért zur Schnittkongruenz zweier linearen Komplexe, deren 
Hauptachsen zwei Regelstrahlen eines Zylindroides C®* sind, eine nicht 
mit seiner Hauptsymmetrieachse c, zusammenfallende Normale eines 
Regelstrahles der Fliche, so ist C* auch das Hauptachsenzylindroid 
dieser Schnittkongruenz. 

Jede Normale in einem Punkte P eines Regelstrahles von C* 
bestimmt mit diesem Zylindroide, wenn P nicht unendlich fern liegt, 
eine lineare Kongruenz mit dem Hauptachsenzylindroide C*. Somit 
gibt es co! lineare Kongruenzen mit dem Hauptachsenzylindroide C*. 
10. Je nachdem der auf einem Regelstrahle des Zylindroides C* senk- 

rechte Strahl » die Fliche noch in zwei reellen Punkten U, V schneidet 
oder nicht, ist nach 2. die durch C* und n bestimmte lineare Kongruenz 
hyperbolisch oder elliptisch, und zwar sind im ersteren Falle die durch 
U, V gehenden Regelstrahlen u, » die Leitgeraden der hyperbolischen Kon- 
gruenz. wu, v sind Spiegelbilder voneinander an den Nebensymmetrie- 
achsen ¢,, ¢,, und U, V haben also gleichen Abstand von der Ebene 
¢,¢ = y. Uberhaupt sind je zwei Regelstrahlen u,, v, von C*, die an 
einer und folglich an jeder der beiden Nebensymmetrieachsen der Fliche 
ineinander gespiegelt werden, Leitgeraden einer hyperbolischen linearen 
Kongruenz mit dem Hauptachsenzylindroide C*. Zwei solche Regelstrahlen 
sind die Kuspidalstrahlen ¢’, c’ von C*®. Unter den zu C* gehdrigen 
hyperbolischen Kongruenzen gibt es also eine mit zueinander orthogoualen 
Leitgeraden. 

Sind u,, v, die Leitgeraden einer zu C* gehérigen hyperbolischen 
linearen Strahlenkongruenz, so sind es auch die bzw. mit u,, v, je im 
einer Ebene gelegenen Regelstrahlen u,, v,. Der Regelstrahl u, kreuzt 
nach 5, v, rechtwinklig, und ebenso w,, v,. Die sich orthogonal kreuzenden 
Regelstrahlen rufen nach 3. auf einer Ellipse «* von C®* eine Involution 
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hervor, deren Involutionszentrum der Mittelpunkt von «? ist, und ferner 
liegt nach 2, die Nebenachse von «* in y. Somit rufen auch die Leit- 
geraden u,, v, der zu C*® gehérigen hyperbolischen Kongruenzen auf «* 
eine Involution hervor. Ihr Involutionszentrum ist der unendlich ferne 
Punkt der Hauptachse von «*. Sie ist hyperbolisch und ihre Doppel- 
punkte liegen auf der Nebenachse von «*. Da die Regelschar von C* 
zu «® perspektiv ist, so gilt also: 

Die Leitgeraden der zu einem Zylindroide C* gehérigen hyper- 
bolischen Kongruenzen sind Strahlenpaare einer hyperbolischen In- 
volution. Ihre Doppelstrahlen sind die Nebensymmetrieachsen ¢,, ¢, 
von C*,*) 

Eine durch eine Nebensymmetrieachse — etwa c, — des Zylindroides ('* 
gehende Ebene « schneidet im allgemeinen C* nach 2. in einer Ellipse ¢’, 
deren Nebenscheitelpunkte EF, EF’ auf c, liegen, und zwar ist der eine 
dieser Punkte — etwa E’ — zugleich ein Punkt der Doppelpunktsgeraden 
c, von C*. Die Tangente von < in £ ist die Haupttangente von C* im 
Punkte FE. Da sie ¢, in FE rechtwinklig schneidet, so bestimmt sie nach 
obigem eine lineare Strahlenkongruenz mit dem Hauptachsenzylindroid C* 
und zwar eine parabolische. Zu ihr gehéren auch alle iibrigen ¢, 
schneidenden Haupttangenten von (*. In jeder Ebene ¢ von ¢, ruft 
diese parabolische Strahlenkongruenz also einen Strahlenbiischel 1. Ord- 
nung hervor, dessen Mittelpunkt der Beriihrungspunkt von ¢ mit C® ist. 
Unter den linearen Strahlenkongruenzen mit demselben Hauptachsen- 
zylindroid C* sind demnach zwei parabolische, ihre Leitgeraden sind bzw. 
die Nebensymmetrieachsen ¢,, ¢, von C*. 

11. Eine zu einem Zylindroide C* als Hauptachsenzylindroid gehérige 
lineare Kongruenz N,' ist nach 9, bestimmt durch C*® und einen auf 
einem Regelstrahle + von C* senkrechten im Endlichen gelegenen Strahl », 
der nicht mit der Hauptsymmetrieachse c, der Fliche identisch ist. 
Beschreibt » in der auf r senkrechten Ebene v um seinen Schnittpunkt N 
mit r den Strahlenbiischel | N], so fallt N,' nacheinander mit allen zum 
Hauptachsenzylindroid C* gehérigen linearen Kongruenzen zusammen. » als 
Komplexstrahl und zwei von 7 verschiedene Regelstrahlen s, ¢ von C* 
als Hauptachsen bestimmen im allgemeinen zwei sich in N,' schneidende 
lineare Komplexe [,”,". Sie weisen, wenn d,, d, baw. die mit N inzi- 
denten Normalen der Hauptachsen s und ¢ sind, dem Punkte N bzw. die 
Nullebenen nd,, nd, zu. Die linearen Komplexe mit den Hauptachsen s, ¢ 
bilden die beiden Komplexbiischel [C,'(s)], [C,'(¢)].  Durehliiuft » den 


*) Sturm, Die Gebilde ersten und zweiten Grades der Liniengeometrie in 
synthetischer Behandlung. 1. Teil, Leipzig 1892, 8. 169, N. 122. 
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Strahlenbiischel | N], so beschreiben [,”, [," die Biischel [C,'(s)] bzw. [C,(¢)], 
und die durch [," und [," bzw. dem Punkte N zugewiesenen Nullebenen 
nd,,nd, beschreiben bzw. um d,,d, zwei zum Strahlenbiischel [ N | perspektive, 
also zueinander projektive Ebenenbiischel [d,|, [d,]. Die beiden Komplex- 
biischel [C,'(s)], [C,'(¢)] sind folglich projektiv aufeinander bezogen, wenn 
je zwei Komplexe einander entsprechen, die je durch denselben Strahl » des 
Strahlenbiischels [N] gehen. Zwei homologe Komplexe [,", [," beider pro- 
jektiven Komplexbiischel schneiden sich in je einer zum Hauptachsenzylindroid 
C* gehérigen linearen Kongruenz N,', und durch jede der zu C* gehérigen 
linearen Kongruenzen geht ein Paar homologer Komplexe. Diese linearen 
Kongruenzen bilden also als Schnitt homologer Komplexe zweier pro- 
jektiven Biischel linearer Komplexe einen quadratischen Komplex [**), 
und da an die Stelle der Regelstrahlen s, ¢ von C* irgend zwei andere 
Regelstrahlen der Fliche treten kénnen, so sind co? projektive Komplex- 
biischel nachgewiesen, welche [* erzeugen. [* besteht auch aus allen 
hyperbolischen linearen Kongruenzen, deren eine Leitgerade je ein Regel- 
strahl von C* und deren andere Leitgerade der ihn rechtwinklig kreuzende 
Strahl in der unendlich fernen Ebene ist. Die Hauptsymmetrieachse c, 
und die einfache Leitgerade c.. von C* sind Doppelstrahlen von f*. Die 
singulire Fliiche des Komplexes besteht nach 9. aus C*, der unendlich 
fernen Ebene und dem Strahlenbiindel, dessen Mittelpunkt der unendlich 
ferne Punkt der Hauptsymmetrieachse ist. — Ist P ein im Endlichen 
auBerhalb des Zylindroides C* gelegener Punkt, so ist der von ihm aus- 
strahlende Komplexkegel von [* der Ort aller Normalen, die von ihm 
aus auf die Regelstrahlen von C* gefallt werden. DaB diese Normalen 
die Strahlen eines Kegels Il. Ordnung sind, ging schon aus der projek- 
tiven Erzeugung des Zylindroides in 2. hervor. Liegt P im Endlichen 
auf C*, so steht die Ebene des einen von ihm ausgehenden Komplex- 
strahlenbiischels I. Ordnung zu dem durch P gehenden Regelstrahle r 
von C® senkrecht, wiihrend die Ebene des andern nach 10. mit dem- 
jenigen Regelstrahle von C* inzident ist, in den r an den Nebensymmetrie- 
achsen der Fliche gespiegelt wird. Gehért der Punkt P der unendlich 
fernen Ebene an, ist er aber nicht mit c, inzident, so ist er der Mittel- 
punkt eines unendlich fernen und eines Parallelstrahlenbiischels von [*. 
Die Ebene dieses Biischels enthilt denjenigen Regelstrahl von C*, welcher 
auf der Ebene Pc, senkrecht steht. — Alle linearen Kongruenzen mit 
dem Hauptachsenzylindroide C* haben dieselben Symmetrieachsen, folglich 
sind nach 6, die Geraden ¢,, ¢,, ¢, auch Symmetrieachsen von [*. Die 
Symmetrieachse c, heiBe die Hauptsymmetrieachse, jede der beiden 


*) Sturm, Die Gebilde ersten und zweiten Grades der Liniengeometrie in 
synthetischer Behandlung. 1 Teil, Leipzig 1892, 8. 171, N. 123. 
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anderen Symmetrieachsen eine Nebensymmetrieachse dieses quadra- 
tischen Komplexes. 

12. Die Regelstrahlen des Hauptachsenzylindroides C* eines Biischels 
linearer Komplexe und nur diese schneiden bekanntlich die Hauptsymmetrie- 
achse ¢c, und die bzw. mit ihnen inzidenten Strahlen der Trigerkongruenz C,* 
jenes Biischels rechtwinklig. Nun ist eine hyperbolische lineare Strahlen- 
kongruenz durch zwei ihrer sich schneidenden Strahlen a, b und durch 
die nicht mit dem Punkte ab inzidente Hauptsymmetrieachse c, bestimmt, 
somit bilden — vorausgesetzt, dab c, nur einen Strahl des Biischels [ab] 
und zwar im Endlichen trifft — alle einen Strahl c, und je einen Strahl 
eines Strahlenbiischels [ab] rechtwinklig schneidenden Strahlen die Regel- 
schar eines Zylindroides mit der Hauptsymmetrieachse c,.*) 

Die Punkte einer Ellipse <* eines Rotationszylinders R® werden aus 
den auf einer Durchmesserebene der Fliiche gelegenen Erzeugenden d, e 
durch je zwei zueinander normale Ebenen projiziert. Eine d rechtwinklig 
schneidende Unisekante von ¢* steht folglich in ihrem Treffpunkte 7 mit 
é* auf der Ebene e7' senkrecht, sie schneidet also den Strahl 7 EF, der T 
mit dem Schnittpunkte E von e und ¢* verbindet, rechtwinklig. Fiillt 
nun 7’ nacheinander mit allen Punkten von ¢* zusammen, so ergeben 
sich demnach die von diesen Punkten auf d gefillten Normalen auch als 
Normalen zu den Strahlen des in der Ebene von & gelegenen Strahlen- 
biischels I. Ordnung [|Z], und somit nach obigem Satze als Regelstrahlen 
eines Zylindroides mit der Hauptsymmetrieachse d. Kurz: 

Die von den Punkten einer Ellipse «* eines Rotationszylinders 
auf eine Erzeugende d von ihm gefillten Normalen bilden die Regel- 
schar eines Zylindroides mit der Doppelpunktsgeraden d und jede 
derart erzeugte Fliiche kann als Hauptachsenfliiche eines Biischels 
linearer Komplexe angesehen werden. 

Bekanntlich bestimmen vier windschiefe Strahlen, die nicht einer 
Regelschar Il. Ordnung angehéren, im allgemeinen eine einzige sie ent- 
haltende lineare Strahlenkongruenz C,'. Eine solche ist also auch gegeben,, 
wenn eine in ihr enthaltene parabolische Regelschar II. Ordnung $* be- 
kannt ist und ein zu den Ebenen des unendlichen fernen Strahles von $* 
normaler Kongruenzstrahl c,, der mit keinem Leitstrahle dieser Regel- 
schar zusammenfillt. c, ist die Hauptsymmetrieachse von C,’. Da nun 
der kiirzeste Abstand eines zu c, windschiefen Kongruenzstrahles von c, auf 
einem Regelstrahle des Hauptachsenzylindroides C* von C,' liegt, so bilden 
alle ¢, und je einen Strahl von $* rechtwinklig schneidenden Geraden 
Regelstrahlen eines Zylindroides. 


*) Sir R. 8. Ball, A treatise on the theory of screws. Cambridge 1900, 8S. 150. 
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13. Durch eine lineare Kongruenz (,' ist einer Ebene « im all- 
gemeinen eine andere Ebene « des Raumes zugeordnet. Soll « auf ¢’ 
senkrecht stehen, so muB die Ebene ¢ im allgemeinen den zu ihr normalen 
Kongruenzstrahl ¢ in dem Mittelpunkte der Punktinvolution schneiden, die 
C,' auf e hervorruft. Eine auf der ihr zugeordneten Ebene senkrechte 
Ebene heiBe eine Mittelebene der linearen Kongruenz. Insbesondere 
heiBe die Hauptmittelebene der linearen Kongruenz die auf ihrer 
Hauptsymmetrieachse c, senkrechte Mittelebene, sie ist identisch mit der 
Fluchtebene y von C,'. Durch einen Strahl von C,' gehen im allgemeinen 
zwei einander zugeordnete Mittelebenen. Die durch den unendlich fernen 
Kongruenzstrahl gehenden Mittelebenen sind die Hauptmittelebene y und 
die unendlich ferne Ebene. 

Alle mit einer Nebensymmetrieachse c, von C,' inzidenten Kongruenz- 
strahlen bilden eine gleichseitige parabolische Regelschar $7, deren 
Scheitelstrahlen ¢, und c, sind. Aus jedem solechen Kongruenzstrahle 
wird also der unendlich ferne Punkt von ¢,; und der ihm durch C,' zu- 
geordnete Punkt c,y durch zwei durch C,' zugeordnete zueinander normale 
Ebenen projiziert. Die zu einer Nebensymmetrieachse c, von C,' normalen 
und die mit ihr inzidenten Ebenen sind folglich Mittelebenen von C,’. 

14. Werden zu den Mittelebenen einer linearen Kongruenz C,' durch 
einen beliebigen Punkt P parallele Ebenen gelegt, so gehéren sie zu 
einem zum Punktfelde |y| der Hauptmittelebene y korrelativen Ebenen- 
biindel [P], wenn jeder Ebene a von [P] der Schnittpunkt $ des zu 
ibr normalen Kongruenzstrahles mit y zugewiesen wird. Die Ebenen z 
schneiden die unendlich ferne Ebene in einem zum Ebenenbiindel [P| 
perspektiven, also zum Punktfelde [y] korrelativen Strahlenfelde. Ent- 
sprechende Elemente beider Felder werden durch die Mittelebenen von 
C,* verbunden, und diese bilden somit einen parabolischen Ebenenbiindel 
Il. Ordnung. Zu ihm gehéren nach 13. die beiden Ebenenbiischel [e,], 
[e,], deren Achsen ¢,, c, die Nebensymmetrieachsen von C,' sind, und 
ferner die beiden Biischel paralleler Ebenen, die von den zu ¢, bzw. ¢, 
normalen Ebenen gebildet werden. Da c,,c¢, sich rechtwinklig schneiden, 
so ergibt sich: 

Die von den Mittelebenen einer linearen Kongruenz C,' umhiillte 
Regelfliiche II. Grades ist ein gleichseitiges Paraboloid C*. Seine 
Hauptachse fallt mit der Hauptsymmetrieachse c, und seine Scheitel- 
strahien mit den Nebensymmetrieachsen c,, c, von C,' zusammen.*) 
*) Sturm, Die Gebilde ersten und zweiten Grades der Liniengeometrie in 

synthetischer Behandlung. 1. Teil, Leipzig 1892, S. 167, N. 121. 
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15. Durch eine beliebige Gerade gehen zwei reelle oder konjugiert 
imaginiire Mittelebenen von C,', hingegen ist jede durch eine Erzeugende 
von C* gehende Ebene eine Mittelebene. Einer Erzeugenden e' von C? 
ist somit durch C,' wiederum eine Erzeugende e* von C* zugeordnet, die 
mit ihr zur selben Regelschar gehért. Durch e' und e* gehende einander 
zugeordnete Ebenen stehen aufeinander senkrecht. Das gleichseitige 
Paraboloid C* wird also durch C,' in sich selbst iibergefiihrt. Hierbei 
ruft die Kongruenz C,' in jeder seiner beiden Regelscharen eine Involution 
hervor. Sind die Strahlen beider Regelscharen von C® elliptisch invo- 
lutorisch gepaart, so ist C,' eine hyperbolische lineare Kongruenz, hin- 
gegen ist C,' eine elliptische lineare Kongruenz, wenn die Strahlen der 
einen Regelschar hyperbolisch involutorisch, die der andern elliptisch 
involutorisch gepaart sind.*) Bei einer elliptischen linearen Kongruenz 
C,' sind die Doppelstrahlen der hyperbolisch involutorischen Regelschar 
zwei Kongruenzstrahlen, in denen C,' zirkulare Ebeneninvolutionen hervor- 
raft. Sie fallen also mit den Fokalachsen der elliptischen linearen 
Kongruenz zusammen. Werden iiberhaupt die Doppelstrahlen der in den 
beiden Regelscharen von C* durch eine lineare Kongruenz C,' hervor- 
gerufenen Involutionen die Fokalachsen von C,' genannt, so hat eine 
hyperbolische lineare Strahlenkongruenz zwei Paar konjugiert imaginiirer 
Fokalachsen, eine elliptische ein Paar reeller f’, f” und ein Paar kon- 
jugiert imaginiirer. Das von den Mittelebenen von C,' umhiillte gleichseitige 
Paraboloid C* heiBe das Fokalparaboloid, jede seiner Regelscharen 
G,', €* eine Fokalregelschar, endlich die Involution, die C,' in jeder 
der beiden Fokalregelscharen hervorruft, eine Fokalinvolution von C,'. 
Durch C;,' einander zugeordnete normale Ebenen schneiden jede seiner 
beiden Fokalregelscharen in zwei Strahlen, die durch die betreffenden 
Fokalinvolutionen einander zugeordnet sind, gleichwie einander zugeordnete 
normale Strahlen eines polaren Feldes jede seiner Achsen in Punkte- 
paaren schneiden, die zu den anf diesen Achsen gelegenen Brennpunkts- 
involutionen gehéren. Die Fokalinvolutionen von C,' sind voneinander 
abhiingig. Zwei zueinander normale Ebenen, die bzw. durch zwei zu- 
geordnete Strahlen der einen Fokalregelschar gehen, gehen auch durch 
zwei zugeordnete Strahlen der andern. 

Da die Nebensymmetrieachsen ¢,, c, einer linearen Kongruenz C;' 
mit den Scheitelstrahlen des Fokalparaboloides C* zusammenfallen, so ist 
dieses bei einer elliptischen linearen Kongruenz bekannt, sobald auBer ¢,, c, 
noch eine reelle Fokalachse — etwa f’ — von C,' gegeben ist. Bei 


*) v. Staudt, Beitrige zur Geometrie der Lage. Erstes Heft, Niirnberg 1856, 
S. 64, N. 102. 
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einer hyperbolischen linearen Kongruenz geniigt es mit Hilfe der beiden 
Leitgeraden «, v auBer c,, c, noch eine beliebige Mitielebene aufzusuchen. 
Die in ihr gelegenen Normalen zu ¢,, c, sind nimlich zwei weitere Er- 
zeugende von C*. Jede von ihnen bestimmt mit der zu ihr windschiefen 
Nebensymmetrieachse und der zu dieser normalen unendlich fernen Geraden 
eine Regelschar von C* und folglich diese Fliche selbst. 

16. Bei einer parabolischen linearen Kongruenz ”C,' ist jede durch 
ihre Leitgerade | gehende Ebene & eine Mittelebene. Die einer solchen 
Mittelebene — zugeordneten Mittelebenen bilden einen Ebenenbiischel 
I. Ordnung, dessen Achse x auf der Ebene £ im Mittelpunkte des in ihr 
gelegenen Biischels von Kongruenzstrahlen senkrecht steht. Beschreibt & 
den Ebenenbiischel [/], so erzeugt die zu € normale Achse x die eine 
Regelschar ©,? des Fokalparaboloides ©? von ”C,'. Da 1 alle Strahlen 
von ©,* rechtwinklig schneidet, so ist / ein Scheitelstrahl von C*. — 
Der x durch ?C,' zugeordnete Regelstrahl von ©,* liegt in — und kreuzt 
folglich « rechtwinklig. Durch ”C," wird also die Fokalregelschar ©,* 
derartig elliptisch involutorisch gepaart, dab zugeordnete Strahlen zu- 
einander normal sind. Die Strahlen der andern Fokalregelschar ©,’ sind 
alle dem zu ihr gehérigen Leitstrahle / von ?C,' zugeordnet, die sie 
paarende Fokalinvolution ist folglich parabolisch, — Die Leitgerade 1 
der parabolischen linearen Kongruenz ?C,' liegt in ihrer Hauptmittel- 
ebene y und ist eine Nebensymmetrieachse von ?(,', die andere ist der 
ebenfalls in y gelegene zweite Scheitelstrahl von C* Endlich ist der 
zu y senkrechte Kongruenzstrah! die Hauptsymmetrieachse von ?C,'. 
Mit 7 fallen die beiden Fokalachsen der parabolischen linearen Kongruenz 
zusammen. 

17. Einander zugeordnete Strahlen jeder Fokalregelschar einer all- 
gemeinen linearen Kongruenz C,' sind die Achsen zweier projektiven 
Ebenenbiischel [e'], [e?], wenn einander zugeordnete Mittelebenen beider 
Biischel als entsprechend einander zugewiesen werden. Homologe Ebenen 
beider projektiven Biischel sind also zueinander senkrecht, und somit ist 
ihr Erzeugnis eine in C,' enthaltene orthogonale Regelschar Il. Ordnung 
H?, deren Kreisschnitte bzw. normal zu ¢' und e® sind. e', e® schneiden 
die zu ihnen normale Nebensymmetrieachse von C,' in Punkten, durch 
welche wechselweise zu ihnen parallele Kongruenzstrahlen gehen. Diese 
Nebensymmetrieachse ist ferner die Schnittgerade zweier Kreisschnitt- 
ebenen von §i*, und da sie Rt® in zwei Punkten schneidet, deren Tangential- 
ebenen zu ihr normal sind, so fallt sie mit einer Hauptachse von ‘i? 
zusammen. Die sich in ihr schneidenden Kreisschnittebenen von i? ent- 
halten also kongruente Kreise, deren Mittelpunkte mit dem von ®? zu- 
sammenfallen. Aus der orthogonalen Regelschar R? wird eine gleichseitige 
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parabolische, sowie ¢’ mit einer der beiden Nebensymmetrieachsen ¢,, ¢, 
von C,’ zusammenfiallt, und ¢* folglich mit dem ¢, bzw. c, rechtwinklig 
kreuzenden unendlich fernen Strahle. — 

In einer elliptischen linearen Strahlenkongruenz degeneriert R* zwei- 
mal in einen Strahl, niaimlich in je eine der reellen Fokalachsen /’, f”; 
sie liegen auf allen orthogonalen Regelscharen ¥t* von C,', zu deren Leit- 
strahlen zwei einander zugeordnete Strahlen der elliptisch involutorischen 
Fokalregelschar gehéren. Die in einer elliptischen linearen Kongruenz 
enthaltenen durch f’,/” gehenden Regelscharen II. Ordnung sind demnach 
orthogonal. 

In einer parabolischen linearen Kongruenz ?C,' beriihren sich die 
orthogonalen Regelscharen Rt? lings der Leitgeraden /, sobald die durch 
”CO,' einander zugeordneten Geraden ec’, e? der parabolisch involutorischen 
Fokalregelschar angehéren, also eine von beiden mit / zusammenfillt. 
Sind hingegen die beiden Strahlen zugeordnete Elemente der elliptisch 
involutorischen Fokalregelschar, so zerfallen die orthogonalen Regel- 
scharen ® in je zwei in den zueinander orthogonalen Ebenen des Ebenen- 
biischels [7] gelegene Strahlenbiischel I. Ordnung. 

18, Eine in einer linearen Kongruenz C,' enthaltene orthogonale 
Regelschar II. Ordnung, zu deren Leitschar zwei durch C,' einander zu- 
geordnete Geraden einer Fokalregelschar gehéren und jede Fliche auf 
welcher eine solche Regelschar liegt, heiBe mit dieser Fokalregelschar 
der linearen Kongruenz verbunden. 

Zwei orthogonale Regelscharen von C,', von denen die eine mit der 
einen, die andere mit der andern Fokalregelschar verbunden ist, haben 
zwei reelle Kongruenzstrahlen gemein und schneiden sich auBerdem noch, 
je nachdem (,' hyperbolisch oder elliptisch ist, in den beiden reellen oder 
konjagiert imaginiiren Leitgeraden von C,'. 

19. Dureh einen Strahl s der linearen Kongruenz C,' gehen die bzw. 
mit ihren Fokalregelscharen ©,*, ©,* verbundenen orthogonalen Regel- 
scharen Wi,?, R,?. Sind die Strahlen ¢,', e,? von ©,? und e,', e,? von ©,* bzw. 
Leitstrahlen von i,’ und &,*, so trifft s von diesen vier auf dem Fokal- 
paraboloide C* gelegenen Geraden zwei in seinem einen und zwei in 
seinem andern Schnittpunkte mit C*. Liegen auf s die Punkte ¢,'¢,', ¢,%¢,” 
von C*, so liegen auf dem zweiten Kongruenzstrahle ¢, den die Regel- 
scharen %,*, R,® auBer s noch gemein haben, die Punkte ¢,'e,*, e,*¢, der 
Fliche, und folglich sind die Kongruenzstrahlen s, ¢ fiir C* zueinander polar. 
Als Kongruenzstrahl s kann jeder Strahl von §,° oder §,? angesehen 
werden, demnach wird jede von beiden Regelscharen durch den polaren 
Raum des Fokalparaboloides C? in sich selbst iibergefiihrt. Das gleiche 
gilt von jeder mit einer Fokalregelschar von (,' verbundenen orthogonalen 
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Regelschar II. Ordnung. — Die Leitstrahlen einer mit einer Fokalregel- 
schar verbundenen orthogonalen Regelschar — etwa von i,? — sind 
durch C,' paarweise einander zugeordnet und ein Paar ¢,', e,* dieser zu- 
geordneten Strahlen gehért jener Fokalregelschar an. Der polare Raum 
des Fokalparaboloides C* ruft demnach in der Leitschar von i,’ eine 
hyperbolische Involution mit den Doppelstrahlen e,',¢,? hervor und somit 
ist bewiesen: 

Jede mit einer Fokalregelschar einer linearen Kongruenz C;,' 
verbundene orthogonale Regelschar wird durch den polaren Raum 
des Fokalparaboloides C? von C,' in sich selbst tibergefiihrt. Hierbei 
gehen je zwei durch (,' einander zugeordnete Leitstrahlen einer 
solchen orthogonalen Regelschar wiederum in je zwei einander durch 
C,' zugeordnete Leitstrahlen derselben Regelschar iiber. 

Die Regelscharen R,*, KR," liegen bzw. auf den orthogonalen Hyper- 
boloiden R,?, R,*. Als Diagonalen des auf R,? gelegenen einfachen Vier- 
seits mit den Gegenseiten s,/¢ und ¢,',¢,? sind ¢,',¢,? reziproke Polaren 
fiir dieses orthogonale Hyperboloid, ebenso sind e,', e,? reziproke Polaren 
fiir R,*. Die zugeordneten Geraden einer Fokalregelschar einer linearen 
Kongruenz sind folglich reziproke Polaren fiir alle mit der andern Fokal- 
regelschar verbundenen orthogonalen Regelfliichen. Zwei zugeordnete 
Strahlen der einen Fokalregelschar sind Leitstrahlen von i,*, zwei der 
andern Leitstrahlen von W,*. Sonach gilt: 

Der polare Raum jeder mit einer Fokalregelschar einer linearen 
Kongruenz verbundenen orthogonalen Regelfliiche fiihrt auch um- 
gekehrt das Fokalparaboloid C® der linearen Kongruenz in sich selbst 
iiber. Hierbei gehen zugeordnete Strahlen der mit ihr verbundenen 
Fokalregelschar wieder in zugeordnete Strahlen dieser Fokalregel- 
schar tiber, wiihrend zugeordnete Strahlen der nicht mit ihr ver- 
bundenen Fokalregelschar in bezug auf die orthogonale Regelfliche 
zueinander polar sind. 

Auf die Moditikationen, welche diese und die folgenden Sitze und 
Beweise bei der parabolischen linearen Kongruenz erleideu, kann hier nicht 
niiher eingegangen werden. 

20. Sind wiederum §i,*, R,? zwei bzw. mit den Fokalregelscharen 
G,?, ©? einer linearen Kongruenz C,' verbundene orthogonale Regelscharen, 
e,', ¢,7 und e,', e,? bzw. die Leitstrahlen, die den betreffenden Fokalregel- 
scharen angehéren, so sind e¢,', ¢,? nach 19, zueinander polar in bezug 
auf die i, enthaltende Flaiche R,*. Sie rufen folglich, wenn sie zu 
Involutionsachsen dieser Regelschar erwiihlt werden, eine involutorische 
Paarung ihrer Strahlen hervor, und zwar ist jedes Paar zugeordneter Regel- 
strahlen zx, y durch e,', ¢,” harmonisch getrennt. Einem Strahle x von 
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R,? ist nun durch die Ri,* enthaltende Regelfliche R,? wiederum ein Strahl 
von C;,' als Polare zugeordnet*); es ist derjenige Strahl, welcher von x 
durch irgend zwei durch C,' einander zugeordnete Leitgeraden von §,* 
harmonisch getrennt ist. Solche zwei einander zugeordneten Leitgeraden 
sind aber e,', ¢,*, folglich fallt die gesuchte Polare von x in bezug auf 
R,? mit dem Strahle y von ¥,? zusammen. Die Regelschar R,? wird also 
durch den polaren Raum von R,? in sich selbst iibergefiihrt und, wie 
auf gleiche Weise folgt, fiihrt auch der polare Raum von F,? die Regel- 
schar ®t,” in sich selbst iiber. Zwei von ¢,',¢,? verschiedene durch C,' 
einander zugeordnete Leitgeraden g,, y, von ®,? sind nun durch je zwei 
in bezug auf F,* polare Regelstrahlen von ®,* harmonisch getrennt, und 
sonach reziproke Polaren in bezug auf f,*. Kurz, es ist bewiesen: 

Der polare Raum jeder mit der einen Fokalregelschar einer 
linearen Kongruenz verbundenen orthogonalen Regelfliiche transformiert 
jede mit der andern Fokalregelschar verbundene in sich selbst. Die 
durch die lineare Kongruenz einander zugeordneten Leitstrahlen einer 
mit einer Fokalregelschar verbundenen orthogonalen Regelschar sind 
reziproke Polaren fiir alle mit der andern Fokalregelschar verbundenen 
orthogonalen Regelflichen. 

21. Alle Flichen Il. Ordnung, die oo” gemeinsame reziproke Polaren 
haben, bilden einen speziellen F? Biischel.**) Nun sind nach 20, die co* 
durch C,! einander zugeordneten Leitstrahlen der orthogonalen Regel- 
scharen, die mit der einen Fokalregelschar von C,' verbunden sind, reziproke 
Polaren fiir die mit der andern Fokalregelschar verbundenen orthogonalen 
Regelfliichen, folglich liegen die mit einer bestimmten Fokalregelschar 
von C,' verbundenen orthogonalen Regelscharen auf je einer Fliche eines 
F®? Biischels. 

Durch die reellen Fokalachsen /’, /” einer elliptischen linearen 


*) v. Staudt, Beitrige zur Geometrie der Lage. Erstes Heft, Niirnberg 1856, 
8. 71, N. 109. 

**) Diese «* reziproken Polaren bilden bekanntlich eine lineare Kongruenz. Dab’ 
alle Flichen II. Ordnung, deren gemeinsame reziproke Polaren eine lineare Strahlen- 
kongruenz bilden, die Elemente eines speziellen F* Biischels sind, scheint nicht be- 
kannt zu sein. Man begniigt sich vielmehr im allgemeinen, diesen speziellen R* 
Biischel als einen F* Biischel zu definieren, dessen Flichen in zwei gemeinsamen 
(reellen) reziproken Polaren dieselben Punkt- und Ebeneninvolutionen hervorrufen. 
Letztere Definition ist aber zu eng; sie umfaBt nur diejenigen F* Biischel, bei 
denen beide Paar Gegenseiten des allen F'* gemeinsamen einfachen Vierseits reell 
oder konjugiert imaginiir sind, nicht aber den F* Biischel, bei dem das eine Paar 
Gegenseiten reell, das andere konjugiert imaginiir ist. Obige Definition hingegen 
umfaBt alle Kinzelfille. Weitere Beziehungen zwischen diesem F* Biischel und der 
linearen Kongruenz gedenke ich demniachst zu verdffentlichen. 
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Kongruenz gehen nach 17. alle orthogonalen Regelscharen, die mit ihrer 
elliptisch involutorischen Fokalregelschar verbunden sind, durch jeden 
andern Strahl einer linearen Kongruenz sendet hingegen jede Fokalregel- 
schar nur eine mit ihr verbundene orthogonale Kegelschar. Somit besteht 
der reelle Teil der Grundkurven der beiden F* Biischel, welche zu den 
Fokalregelscharen einer hyperbolischen linearen Kongruenz C,' gehéren, 
aus den beiden Leitgeraden von C,'. Der reelle Teil der Grundkurve des 
F® Biischels, welcher zu der elliptisch involutorischen Fokalregelschar 
einer elliptischen linearen Kongruenz C,' gehért, setzt sich aus den beiden 
Fokalachsen /’, /” zusammen, wihrend die Grundkurve des mit der hyper- 
bolisch involutorischen Fokalregelschar verkniipften F? Biischels keinen 
reellen Punkt enthiilt. 

Der zur hyperbolisch involutorischen Fokalregelschar einer elliptischen 
linearen Kongruenz gehérige J? Biischel enthilt auBer den co! orthogonalen 
Regelflichen co’ polare Riume mit imaginiiren Inzidenzflichen. 
In ihnen sind ebenfalls die durch C,' einander zugeordneten Leitstrahlen 
der orthogonalen Regelscharen, welche mit der elliptisch involutorischen 
Fokalregelschar verbunden sind, reziprok polar, und die durch C,' einander 
zugeordneten Punkte und Ebenen konjugiert. Aus diesem Grunde mégen 
auch sie mit der hyperbolisch involutorischen Fokalregelschar verbunden 
heifen. Uberhaupt heiBe von nun an jede reelle oder imaginire 
Regelfliche, auf welcher eine mit einer Fokalregelschar von C,' 
verbundene orthogonale Regelschar liegt, und ebenso der F? 
Biischel,dem sie angehért, mit dieser Fokalregelschar verbunden. 

22. Die Leitstrahlen aller mit der einen Fokalregelschar ©,? einer 
linearen Kongruenz C,' verbundenen orthogonalen Regelscharen i,? ge- 
héren nach 21. einer linearen Kongruenz 'F,' an. Da die mit ©,° ver- 
bundenen Regelfliichen selbst einen F* Biischel bilden, so geht durch 
einen Punkt, der nicht auf einem gemeinsamen Strahle der Regelscharen 
R,? liegt, eine Gerade, die zu den Leitstrahlen dieser Regelscharen gehért. 
Jeder Strahl der linearen Kongruenz ‘F;' ist somit ein Leitstrahl einer 
mit der Fokalregelschar ©,? verbundenen Regelschar, ‘F’,' enthilt die 
Fokalregelschar ©,*. —Ebenso bilden die Leitstrahlen der mit der andern 
Fokalregelschar ©,* verbundenen Regelscharen W,* eine zweite lineare 
Kongruenz *F,*, die durch ©,? geht. Die lineare Kongruenz ‘F;' 
heiBe mit der Fokalregelschar ©,*, die lineare Kongruenz *F;' 
mit der Fokalregelschar ©,* der linearen Kongruenz C,! ver- 
bunden. 

Ist C,' hyperbolisch, so enthalten die je mit ihren beiden Fokal- 
regelscharen ©,*, €,* verbundenen orthogonalen Regelscharen keine reellen 
gemeinsamen Regelstrahlen, und die mit €,*, ©,? baw. verbundenen linearen 
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Kongruenzen '‘F,', *F,' sind elliptisch. Ist C,' elliptisch, so ist die mit 
ihrer hyperbolisch involutorischen Fokalregelschar verbundene Kongruenz 
elliptisch, hingegen die mit ihrer elliptisch involutorischen Fokalregelschar 
verbundene Kongruenz hyperbolisch. Die Leitgeraden der letzteren linearen 
Kongruenz sind die reellen Fokalachsen f’,/” von C,!. 
23. Die mit der einen Fokalregelschar ©,? einer linearen Kongruenz 
C,' verbundene lineare Kongruenz 'F,' geht nach 22. durch diese Regel- 
schar, sie paart folglich die Strahlen der anderen Fokalregelschar ©,° in- 
volutorisch. ‘'F,' enthilt nun die Leitsehar jeder mit ©,? verbundenen 
Regelschar %i,*, folglich wird durch den polaren Raum jeder mit der Fokal- 
regelschar ©,? vyerbundenen Regelfliche R,? die Kongruenz 'F,' und die 
Fokalregelschar ©,? derart in sich selbst tibergeftihrt, daB irgend zwei durch 
‘F’' einander zugeordnete Strahlen von ©,’ wieder in zugeordnete Strahlen 
dieser Regelschar iibergehen. Nach 19. sind die fiir R,? paarweise zueinander 
polaren Strahlen von ©,? auch durch C,' einander zugeordnet. Demnach 
verwandelt die durch C,' in der Regelschar ©,* hervorgerufene Involution 
die durch ‘F;' hervorgerufene in sich selbst. — Bei einer hyperbolischen 
linearen Kongruenz C,' sind nach 22, die Fokalregelscharen elliptisch 
involutorisch und die bzw. mit ibnen verbundenen Kongruenzen 'F,', °F," 
elliptisch. Die elliptische lineare Kongruenz ‘F,' paart die Regelschar 
&,*, deren Leitschar ©,* ihr angehdrt, ebenfalls elliptisch involutorisch. 
Von diesen beiden durch C,' und 'F;,! in @,* hervorgerufenen elliptischen 
Strahleninvolutionen fiihrt jede die andere nur dann in sich selbst iiber, 
wenn beide Involutionen identisch sind. Bei einer hyperbolischen linearen 
Kongruenz bedingen also ‘F,' in ©,* und *F;' in ©,? dieselbe elliptische 
Involution, wie C,'. — Bei einer elliptischen linearen Kongruenz C,' ist 
nach 15. die eine Fokalregelschar — etwa ©,* — hyperbolisch, die andere 
€,* elliptisch involutorisch. Die mit ©,? verbundene lineare Kongruenz 'F,' 
ist nach 22. wiederum elliptisch, dagegen die mit ©,? verbundene *F;' 
hyperbolisch. DaB die elliptische lineare Kongruenz '‘F’,,' in ©,* dieselbe 
elliptische Involution, wie C,', festlegt, ergibt sich auf gleiche Weise, wie 
bei der hyperbolischen linearen Kongruenz, und daB C,' und die hyper- 
bolische lineare Kongruenz *F,! in €,* auch dieselbe hyperbolische Involution 
bestimmen, ist ohne weiteres zu erkennen. Die Doppelstrahlen der durch 
C,' in ©? hervorgerufenen hyperbolischen Involution sind ja die reellen 
Fokalachsen /’, f” der elliptischen Kongruenz C,', und folglich nach 22. 
die Leitgeraden der hyperbolischen Kongruenz *F,'. Werden die linearen 
Kongruenzen 'F,', ?F,' die Fokalkongruenzen der linearen Kongruenz 
C,' genannt, so ist somit nach 15, dargetan: 
Die Leitgeraden der Fokalkongruenzen ‘F,', *F,' einer linearen 
Kongruenz C,' sind die Fokalachsen dieser Kongruenz. Durch die 
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m 6° baw. €,* gehérigen Fokalinvolutionen sind die Leitgeraden von 

'F' baw. *F,' bestimmt. 

Der geschart involutorische Raum [, dessen Doppelstrahlen die lineare 
Kongruenz (C;,' bilden, und folglich diese selbst, sind eindeutig gegeben, 
sobald auBer einer in C,' enthaltenen Regelschar I]. Ordnung die Involu- 
tion bekannt ist, die [ in ihrer Leitschar hervorruft. Eine Regelschar 
des Fokalparaboloides einer linearen Kongruenz bestimmt also zusammen 
mit der ihrer Leitschar zugehérigen Fokalinvolution die mit jener Regel- 
schar verbundene Fokalkongruenz. 

24. Einer reellen Fokalachse f’ einer elliptischen linearen Strahlen- 
kongruenz (C’,' ist durch jede orthogonale Regelschar i?, welche mit 
ihrer hyperbolisch involutorischen Fokalregelschar ©,? verbunden ist, ein 
Strahl s von C,' als Polare beziiglich der R® enthaltenden Fliche Il. Grades 
R* zugewiesen. Nun ist f’ von s durch je zwei durch C,! einander zu- 
geordnete Leitstrahlen von ? harmonisch getrennt, also auch durch die 
beiden einander zugeordneten Strahlen ¢,, ¢,, die die Leitschar von R* mit 
&,? gemein hat. Diese aber trennen auch harmonisch f’ von f”, folglich 
ist f” mit s ideptisch. Die reellen Fokalachsen /’,/” sind somit reziproke 
Polaren fiir alle mit ©,* verbundenen orthogonalen Regelflichen II. Ord- 
nung. Zwei reziproke Polaren fiir zwei Flichen eines F? Biischels sind 
es fiir alle seine Flichen, gleichgiiltig ob diese alle reell sind oder nicht. 
f’, f” erweisen sich hiernach auch als reziproke Polaren in den polaren 
Raiumen mit imaginiren Inzidenzflichen, die nach 21. in dem mit ©,? ver- 
bundenen F? Biischel vorkommen. Da nun sowohl (C,' wie auch alle Flichen 
II. Grades, auf denen in C,' enthaltene Regelscharen II. Ordnung liegen, in f” 
und f” zirkulare Ebeneninvolutionen hervorrufen, so gilt letzteres auch von 
allen polaren Riumen dieses F* Biischels, und es kann somit der Satz 
ausgesprochen werden: 

Die reellen Fokalachsen /’,f” einer elliptischen linearen Kongruenz 

C,’ sind zueinander polare Fokalachsen in allen polaren Riumen, 

welche zu dem mit der hyperbolisch involutorischen Fokalregelschar 

von (’,' verbundenen Biischel orthogonaler Regelflichen gehéren. 

25. Eine Involution unter den Strahlen einer gleichseitigen para- 
bolischen Regelschar §,? ist unter anderm bestimmt, sobald dem unendlich 
fernen Regelstrahle c,? der ihn rechtwinklig kreuzende c,' zugeordnet 
wird, und sich zwei beliebige Regelstrahlen z,', z,? entsprechen. Sind — 
was nunmehr vorausgesetzt werden soll — die zugeordneten Strahlen 2,', x,* 
die Achsen zweier projektiven Ebenenbiischel |z,'|, [,°], bei denen ent- 
sprechende Ebenen zueinander senkrecht stehen, so projizieren je zwei 
homologe Ebenen dieser projektiven Biischel zwei zugeordnete Strahlen 
einer Involution unter den Strahlen der Leitschar $,? von $,°. Bei ihr 
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entspricht wiederum dem unendlich fernen Leitstrahle ¢,' der ihn recht- 
winklig kreuzende c,*. — Beide auf dem gleichseitigen Paraboloide P? 
gelegene Regelscharen $,*, $,? sind somit jetzt involutorisch gepaart. Sie 
bestimmen folglich eine lineare Strahlenkongruenz P,', fiir welche je zwei 
zugeordnete Strahlen dieser involutorischen Regelscharen einander zugeordnet 
sind. Da je zwei aufeinander senkrechte durch zwei zugeordnete Strahlen 
von P? gehende Ebenen zugeordnete Mittelebenen von P,' sind, so ist P? 
das Fokalparaboloid der linearen Kongruenz P,'. Seine Scheitelebene ¢,? c,* 
ist die Hauptmittelebene, seine Hauptachse die Hauptsymmetrieachse und 
seine Scheitelstrahlen ¢,*, c,? die Nebensymmetrieachsen von P,'. Kurz: 
Eine gleichseitige parabolische Regelschar, deren Strahlen derart 
involutorisch gepaart werden, da8 ihrem unendlich fernen Strahle der 

ihn rechtwinklig kreuzende Regelstrahl zugeordnet wird, ist stets eine 

Fokalregelschar einer gewissen linearen Kongruenz. Eine elliptische 

lineare Kongruenz ist durch ihre Hauptsymmetrieachse und ihre beiden 

reellen Fokalachsen bestimmt. 

Eine parabolische Involution der Strahlen einer gleichseitigen para- 
bolischen Regelschar $,*, bei der alle Strahlen demjenigen Strahle zu- 
geordnet sind, der den unendlich fernen Strahl von §,? rechtwinklig 
kreuzt, ist die eine Fokalinvolution einer parabolischen linearen Kongruenz 
?P,. Die andere Fokalinvolution dieser linearen Kongruenz paart die 
Leitschar $,* von §8,? derart, da® zueinander normale Strahlen von §,? 
einander zugeordnet werden. 

26. Die Strahleninvolutionen [z,',2,?—---], [a,',«,?—---], welche 
eine lineare Kongruenz C,' bzw. in ihren Fokalregelscharen €,*, ©,? hervor- 
ruft, rufen auf jedem Kegelschnitte des Fokalparaboloides C? von C,' und 
somit auch auf einer Hauptparabel x der Fliiche zwei Punktinvolutionen 
hervor. In jeder der beiden involutorischen Fokalregelscharen ist nun 
dem zugehérigen Scheitelstrahle von C* der ihn rechtwinklig kreuzende 
unendlich ferne Strahl zugeordnet, demnach liegen die Involutionszentren 
J,, J, der Punktinvolutionen [X,', X,?—---], [X,', X,2—---], im denen 
baw. die beiden involutorischen Fokalregelscharen | 7,', 2,°—---], [#,', x,2—---] 
die Hauptparabel z* schneiden, auf der mit der Hauptsymmetrieachse c, 
von C,' zusammenfallenden Achse von z*. Zwei zueinander normale Ebenen 
t., &, welche bzw. zwei zugeordnete Strahlen z,', x,* der involutorischen 
Fokalregelschar | z,', 7,2 — ---] projizieren, projizieren nach 15. bzw. zugleich 
zwei zugeordnete Strahlen y,', y,* der andern involutorischen Fokalregelschar. 
Nun sind durch C,' die Ebenen x,'y,', z,?y,* einander zugeordnet, ebenso 
die Ebénen z,'y,?, z,°y,'; sie gehen bzw. durch die Gegenseiten X,' Y,', 
X,° Y,? und X,' Y,*, X,? Y,' des vollstiindigen Vierecks X,' X,? ¥,' Y,*, und 
somit schneiden zwei Paar Gegenseiten dieses Vierecks und folglich auch 
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das dritte Paar X,'X,*, Y¥,' Y,? den Kongruenzstrahl ¢, in Punktepaaren 
der durch C,' auf ihm hervorgerufenen Involution. Die Schnittpunkte 
von X,'X,* und Y,' Y,? mit c, sind aber die Involutionszentren J,, J,, 
diese sind also durch C,' einander zugeordnet. 

Geht insbesondere —, durch die Tangente z, von 2* im Punkte X,', 
so schneidet £, die Ebene x von z® in der durch den Punkt X,? gehen- 
den Normalen nj zu z,. Dem Punkte X,' entspricht also als Punkt U,' 
der Involution [ X,', X,?—---] der Punkt U,*, in dem die aus X,? auf 
die Tangente z, gefillte Senkrechte n+ die Parabel noch einmal schneidet. 
Ebenso entspricht dem Punkte X,? als Punkt V,' dieser Involution der 
Schnittpunkt V,* von 2* mit demjenigen Strahle nj von X,', der zur 
Tangente x, von x* im Punkte X,* normal ist. Nun liegt der Schnitt- 
punkt J, der Gegenseiten X,'U,*, X,°V,? und der Schnittpunkt der Gegen- 
seiten X,?U,*, X,'V,* des 2* eingeschriebenen einfachen Vierecks 
X,'U{X,7V,? mit dem Schnittpunkte X der Tangenten z,, 7, in seinen 
Gegenpunkten X,', X,? auf einer Geraden. Sie ist, da X,?U,*, X,'V,? 
bzw. mit den Hoéhenstrahlen wt, n; des Dreiecks J, X,*X,' zusammen- 
fallen, identisch mit dem dritten zur Seite X,!X,* senkrechten Héhen- 
strahle ; dieses Dreiecks. X ist aber der Pol dieser Seite beziiglich x’, 
folglich sind X,'X,* und xj konjugierte zueinander normale Strahlen 
beziiglich dieser Parabel und die bzw. auf ihnen gelegenen Involutions- 
zentren J,, J, zugeordnete Punkte der Brennpunktsinvolution von 2*. Kurz: 

Die involutorischen Fokalregelscharen einer linearen Kongruenz 

C,' rufen auf einer Hauptparabel z* ihres Fokalparaboloides C* zu 

ihnen perspektive Punktinvolutionen hervor, deren Involutionszentren 

durch C,' einander zugeordnet sind und ein Punktepaar der Fokal- 
involution jener Hauptparabel bilden. 

Der Brennpunkt der Hauptparabel x* hiilftet den Abstand zweier zu- 
geordneten Punkte ihrer Fokalinvolution, folglich auch die Strecke J, J. 
Bezeichnet d den Abstand dieses Brennpunktes vom Scheitelpunkte von 2’, 
so liegen bei einer hyperbolischen linearen Kongruenz die beiden durch ihre 
Fokalinvolutionen bestimmten Involutionszentren J,, J, innerhalb x* auf 
der Achse dieser Parabel symmetrisch zum Brennpunkte und ihr Abstand 
J,J, ist << 2d. Ist der Abstand J,J, = 2d, so ist die vorliegende lineare 
Kongruenz parabolisch, ist er > 2d, elliptisch. 

27. Kine elliptisch involutorische Fokalregelschar [z,', 2,?— - - -| 
einer linearen Kongruenz C,' schneidet eine Hauptparabel 2? und den 
nicht zur Fokalregelschar gehérigen Scheitelstrahl c, ihres Fokalpara- 
boloides C* bzw. in den zu ihr perspektiven elliptischen Punktinvolutionen 
[X,, X2—---] und [%,%°2—---]. Das durch die Punktinvolution 
[X,', X27 — -- -] bestimmte Involutionszentrum J, liegt nach 26. auf der 
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Achse c, der Parabel z* im Inneren dieser Kurve, und die in J, auf der 
Achse errichtete Normale schneidet 2? in zwei zugeordneten Punkten 
P}, PZ der Involution | X,', X,?—---], welche durch die beiden bzw. durch 
sie hindurchgehenden zugeordneten Strahlen p,', p,? der Fokalinvolution 
{a,‘, 2,2—---] orthogonal in die Potenzpunkte $,', B,* der elliptischen 
Punktinvolution [X,’, X,?—---] auf c, projiziert werden. Die Sehne P'P,? 
von 2° hat, wenn der Brennpunkt dieser Parabel und das Involutions- 
zentrum J, vom Scheitelpunkte von 2* bzw. um d und i, abstehen, 
die Linge 2V/4di,, folglich hat die Potenz der elliptischen Punkt- 
involation [X,', X,° —---] den Wert —2di,. Bei einer hyperbolischen 
linearer Kongruenz ist nun /, nach 26, stets < 2d und auch die zweite 
Fokalinvolution [z,', 7,2 —---] elliptisch, sie schneidet den Scheitelstrahl 
ce, von C* in einer zu ihr perspektiven elliptischen Punktinvolution 
[X,',¥,2 —---], deren Potenz den Wert — 2d(2d—i,) hat. — Alle 
elliptischen Fokalinvolutionen [,', z,*—---], deren Potenzstrahlen auf dem 
Scheitelstrahle c, eine Strecke < 4d begrenzen, bestimmen hyperbolische 
lineare Kongruenzen mit dem Fokalparaboloide C*. Eine elliptische Fokal- 
involution [z,', 2,2 —---], deren Potenzstrahlen auf c, eine Strecke = 4d 
begrenzen, legt eine parabolische lineare Kongruenz mit diesem Fokal- 
paraboloide fest, endlich eine elliptische Fokalinvolution, deren Potenz- 
strahlen auf c, eine Strecke > 4d ausschneiden, eine zum gleichen Fokal- 
paraboloide gehérige elliptische lineare Kongruenz. Die elliptische Fokal- 
involution [x,', 7,2 —---] einer parabolischen linearen Kongruenz wird nach 
16. von den zueinander normalen Strahlen der Regelschar ©,? des Fokal- 
paraboloides C* gebildet. Diese schneiden also den Scheitelstrahl ¢, von 
C* — wie ja auch sonst bekannt ist — in den Punktepaaren einer ellip- 
tischen Punktinvolution von der Potenz — (2d)*. Schneidet die elliptische 
Fokalinvolution einer elliptischen linearen Kongruenz C,' auf dem Scheitel- 
strahle c, des zugehérigen Fokalparaboloides C* eine zu ihr perspektive 
elliptische Punktinvolution mit der Potenz — 2di, aus, so schneidet ihre 
hyperbolische Fokalinvolution den anderen Scheitelstrahl c, von C? in 
einer zu ihr perspektiven hyperbolischen Punktinvolution mit der Potenz 
2d(i, — 2d). 

28. Ist [X,', ¥2—---] die durch die Fokalinvolution [z,',7,?— ---] 
von C,' auf dem Scheitelstrahle c, von C*? ausgeschnittene Punktinvolution, 
so gehen nach 17. durch die zugeordneten Punkte %,', X,? die baw. zu 
z,2, 2,5 parallelen Kongruenzstrahlen z,, z,. Sie beschreiben die gleich- 
seitige parabolische Regelschar $,°, welche alle mit c, inzidenten Kon- 
gruenzstrahlen bilden, wenn z,', x,’ die Fokalinvolution in der Fokalregel- 
schar ©? durchlaufen. In $,* kreuzt 2, einen Regelstrahl », recht- 
winklig. m», wird gefunden, indem man zuniichst in der Regelschar ©,* 
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von (? den «,? rechtwinklig kreuzenden Regelstrahl »,’ aufsucht und 
seinen Schnittpunkt N,' mit c, bestimmt, m, ist dann inzident mit dem 
®,' durch die Punktinvolution [%,’, X,?—---] zugeordneten Punkt %,’. 
Die Potenz der elliptischen Involution, die alle sich rechtwinklig kreuzen- 
den Regelstrahlen von ©,’ auf c, ausschneiden, ist nach 27, — (2d)’, 
ferner sei + d,? oder —d,? die Potenz der Punktinvolution [X,',%,*—.---], 
je nachdem die zu ihr perspektive Fokalinvolution [#,', 2,7 —---| hyper- 
bolisch oder elliptisch ist, endlich sei —d,? die gesuchte Potenz der 
Punktinvolution, in der alle sich rechtwinklig kreuzenden Regelstrahlen 
von $%,* den Scheitelstrahl ¢, treffen. Dann gelten, wenn C wiederum 
der Scheitelpunkt des Fokalparaboloides C* ist, gemaB der soeben durch- 
gefiihrten Konstruktion des z, rechtwinklig kreuzenden Strables », die 
Beziehungen: 

CX? - CN} = — (2d), 

CN} - CN? = + d}, 

CZ) - CR? = — d;. 

Geht insbesondere z, durch einen Doppelpunkt bzw. einen Potenz- 
punkt der Punktinvolution [%,’,%,°—-.--] — etwa durch den, der von 
C den Abstand +d, hat, so ist CX,’=d, und CZ%,2=+ d_, und es folgt: 

+d,-CR} = — (2d), 
CN - CNP = + d3, 


d, - Cn? = hens d,*, 
oder: 
d,?\2 
-(.5) =—d. 


at ist aber gleich dem absoluten Werte des Abstandes des Involu- 
tionszentrums J, vom Scheitelpunkte C von C*. Wird dieser absolute 
Wert durch [J,C] bezeichnet und ferner der absolute Wert des Abstandes 
der Potenzpunkte der elliptischen Punktinvolution, welche die sich recht- 
winklig kreuzenden Strahlen von $,* auf der Nebensymmetrieachse ¢, be- 
stimmen, durch [2d,], so ergibt sich die merkwiirdige Beziehung: 

[J,C] = [d,]. 

Die Strecke [J,C] auf c, von C aus nach beiden Seiten abgetragen, 
liefert also die Potenzpunkte der Involution, in der die mit c, inzidenten 
sich rechtwinklig kreuzenden Kongruenzstrahlen diese Nebensymmetrie- 
achse von C,' treffen. 

29. Die Abstinde der in 26. bestimmten Involutionszentren J,, J, 
vom Scheitelpunkte C der Hauptparabel z* sollen positiven Wert haben, 
wenn das betreffende Involutionszentrum innerhalb z*, negativen, wenn es 
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auBerhalb z* liegt. Somit wird die Potenz der von einer linearen Kon- 
gruenz C,' auf ihrer Hauptsymmetrieachse c, hervorgerufenen Involution, 
da J,, J, nach 26, durch C,' einander zugeordnet sind, dargestellt durch 
das Produkt CJ,-CJ,. Die Involutionszentren J,, J, sind aber, wie 
ebenfalls daselbst bewiesen wurde, auch symmetrisch zum Brennpunkte von 
x*. Ist demnach J, das zu einer elliptischen Fokalinvolution einer linearen 
Kongruenz gehérige Involutionszentrum, 24, die Strecke, die ihre Potenz- 
strahlen auf dem Scheitelstrahle c, des Fokalparaboloides C? begrenzen, 
und d wiederum der Abstand des Brennpunktes vom Scheitelpunkte C 
yon 2*, so liBt sich jenes Produkt auch in der Form: 
d,*(4d? — d,*) 


4d* 
oder nach 28. in der Form: 


d?—d? baw. d?—CJd,? 
darstellen. 

Bei einer elliptischen linearen Kongruenz C,! ist 2Vd,? —d,? gleich 
dem Abstande der beiden zur Hauptmittelebene y parallelen und durch 
CU,’ einander zugeordneten Ebenen, in denen die Potenzpunkte der durch 
die lineare Kongruenz auf ihren Strahlen hervorgerufenen elliptischen 
Punktinvolutionen liegen. 


Die in einer linearen Strahlenkongruenz enthaltenen 
rotatorischen Regelscharen. 


30. Nach 14, ist das in der Hauptmittelebene y einer linearen Kon- 
gruenz C,' gelegene Punktfeld korrelativ zu dem unendlich fernen Strahlen- 
felde, wenn der Spur X jedes Kongruenzstrahles x mit y die Schnittgerade ~,. 
der zu ihm senkrechten Mittelebene — mit der unendlich fernen Ebene zu- 
gewiesen wird. Alle durch eine Erzeugende e des Fokalparaboloides C* 
von C,' gehenden Ebenen sind nun Mittelebenen von C,'. Dem Strahlen- 
biischel, in dem die unendlich ferne Ebene den Ebenenbiischel I. Ordnung 
|e] schneidet, entspricht in y eine zum Ebenenbiischel |e] perspektive 
Punktreihe I. Ordnung |e]. Die durch die Punkte dieser Punktreihe gehen- 
den Strahlen von C,' sind normal zu den durch diese Punkte gehenden 
Ebenen des Biischels [e], sie bilden folglich eine parabolische Regelschar €* 
II. Ordnung, deren unendlich ferne Leitgerade der e durch C,' zuge- 
ordnete Strahl ¢. ist. ¢. kreuzt e¢ rechtwinklig. Zur Regelschar €* ge- 
hért der mit der unendlich fernen Geraden von y zusammenfallende Kon- 
gruenzstrahl ¢c,., ferner, wenn c, der ¢ schneidende Scheitelstrahl von C?* 
ist, der zur Ebene ec, normale Kongruenzstrahl »,, somit ist ¢ die in der 
Ebene y» gelegene im Punkte c,», auf ¢, errichtete Senkrechte. Die Ebene 
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n.c, enthailt den unendlich fernen Leitstrahl, die Ebene » den unendlich 
fernen Regelstrahl ¢,. der Regelschar €*. Die Geraden e, », sind also, da 
sie auf der Schnittgeraden c, dieser beiden Ebenen normal sind, die 
Scheitelstrahlen und c, die Hauptachse des Paraboloides E*, auf dem €* 
liegt. — Die Regelschar €* ist projektiv zam Ebenenbiischel [e], wenn 
jedem ihrer Strahlen a,, b,, ¢,, »,,--- die zu ihm senkrechte Ebene dieses 
Biischels zugewiesen wird, folglich ist €* auch projektiv zu der zum 
Ebenenbiischel [e] perspektiven orthogonalen Regelschar ®,, welche alle 


mit e inzidenten Kongruenzstrahlen a,,b,,¢,,--- bilden, sobald — was 
nunmehr vorausgesetzt wird — ¢ mit keiner Fokalachse von C,’ zusam- 
menfallt. Entsprechende Strahlen a,, a, — b,,b, —c¢,,¢,-—--- der beiden 


projektiven Regelscharen kreuzen sich rechtwinklig. 

Aus ihrem unendlich fernen Leitstrahle ¢,. wird die Regelschar €? 
durch einen zu ihr perspektiven Ebenenbiischel |e] projiziert, dessen 
Ebenen auf e senkrecht stehen. Dieser Ebenenbiischel ist durch die 
Regelschar © projektiv auf die Regelschar R,2 bezogen und schneidet 
folglich ¢ in einer zu ®,? projektiven Punktreihe. Es entspricht dabei 
der durch den Regelstrahl », von €*, also auch zugleich durch ¢, gehen- 
den Ebene der zu e parallele Kongruenzstrahl, und der unendlich fernen 
Ebene der im Punkte ec, auf c, normale, somit schneiden entsprechende 
Elemente der beiden projektiven Gebilde [e.] und R,? die Erzeugende e 
in einer Punktinvolution. Sind also die Kongruenzstrahlen a,, b,, ¢,,--- 
mit einer Erzeugenden e des Fokalparaboloides (* inzident, und sind 
a,, b,, ¢,, ++» die baw. zu den Ebenen a,c, be, ce, --- normalen Kongruenz- 
strahlen, so schneiden a, und die durch a, gehende Normalebene « von e, 
b. und die durch b, gehende Normalebene 6 von e usf. die Gerade e je in 
den Punktepaaren A, A,— B, B, —C, C,—--- einer Involution. thr 
Mittelpunkt ist der Schnittpunkt E der Erzeugenden ¢ mit dem Scheitel- 
strahle c, von C*. — Die Regelscharen ©? und fi,? fallen zusammen, sobald 
die Erzeugende e von C* zu einem Scheitelstrahle dieser Fliche wird. 
Die baw. auf den Ebenen a,e, b,¢, c,e, --- normalen Kongruenzstrahlen 
a,, b,, ¢,, +++ sind nimlich dann die a,, b,, ¢,, --- bzw. rechtwinklig kreu- 
zenden Strahlen der gleichseitigen parabolischen Regelschar, welche alle 
mit jenem Scheitelstrahle inzidenten Kongruenzstrahlen bilden. 

31. Unter der Voraussetzung, dab e weder mit einem Scheitelstrahle 
noch mit einer unendlich fernen Erzeugenden von C* zusammenfillt, ist 
die orthogonale Projektion der Regelschar €* des Paraboloides E* auf die 
durch c, gehende Normalebene v von ¢ ein parabolischer Strahlenbiischel 
é*. In y liegt der zur Ebene ec, senkrechte Scheitelstrahl », von ©? und 
die Scheitelebene n,e von E? ist zu ¢, normal, somit fillt ¢, mit der 
Achse und n, mit dem Scheitelstrahle des parabolischen Biischels «* zu- 
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sammen. Sein Brennpunkt ist, da seine Strahlen bzw. auf den Ebenen 
des Biischels ‘[¢] senkrecht stehen, der Punkt ec, = FE. — Sind auf » die 
Geraden z,”, z,” die Orthogonalprojektionen der sich rechtwinklig kreu- 
zenden Regelstrahlen z,, z, von f,? und ©, so geht z,” durch den Brenn- 
punkt FE von ¢* und steht in seinem Schnittpunkte Z, mit dem Scheitel- 
strahle », von é* auf z,” senkrecht. z, durchbohrt nun v in einem Punkte 
Z, der Schnittkurve von Ri? und »v. Da diese nach 17. ein Kreis ist, 
dessen Mittelpunkt auf der Achse des parabolischen Biischels ¢«* liegt, so 


besteht zwischen den Strecken Z,’E und Z_E die Beziehung: 
Z,E-. Z,E = Const. 
Der DurchstoBungspunkt Z,’ eines Strahles z, von R mit der 
Ebene v und die Orthogonalprojektion des z, rechtwinklig kreuzenden 
Strahles z, von © auf vy sind folglich Pol und Polare in einem zirkular 


polaren Felde y,? mit dem Mittelpunkte 2. Nun schneiden aber nach 


30. die Strahlen a,, b,,---, z,,--- von R2 und die durch die Strahlen 
t,, b,,-++,%,,°*+ von &* gehenden zu ¢ normalen Ebenen «, {, y, --- Ae tee 
die Gerade ¢ je in den Punktepaaren A, A, — B, B,—--- — Z, Z,— 


einer Involution mit dem Mittelpunkte EF, demnach ‘folgt: 
Die bzw. sich Maer at kreuzenden Strablen 


Sn elu 


roe r?“e 

der in der ieee’ Raleenien enthaltenen Regelscharen R,?, €* sind 
reziproke Polaren in einem rotatorischen polaren Raume [,?. Seine 
Rotationsachse ist ¢, seine zu e senkrechte Symmetrieebene ist v. 
Dieser polare Raum ruft in v das zirkular polare Feld y,? und 
auf e die Punktinvolution A, A, — B, B,—---—4Z,Z,—---+ hervor, 


und er fiihrt, da die in ihm ects reziproken > we 


a,,a,—b,,b,—---—4,,4,—+°° 


re 

nicht einer und derselben Regelschar von C,' angehéren, die lineare 

Kongruenz ©," in sich selbst iiber. 

32. Dem unendlich fernen Punkte Z.” eines Regelstrahles z, von 
R,? ist durch C,' der Treffpunkt Z,’ mit der Hauptmittelebene y der Kon- 
gruenz zugeordnet, ferner im rotatorischen polaren Raum [,? die mit 
dem Mittelpunkte F von [,? und der Polare z, von z, inzidente Durch- 
messerebene z,E. Nun durchbohrt z, als der zur Mittelebene z,e von (,* 
normale Kongruenzstrahl die Hauptmittelebene » in einem Punkte der 
Schnittgeraden Z,’E dieser beiden Ebenen, folglich enthiilt die Durch- 
messerebene 2, die Gerade Z,’ EF selbst, und Z,’ ist also auch dem un- 
endlich fernen Punkte Z,~ von z, im rotatorischen polaren Raume [,? 
konjugiert. 
Dem unendlich fernen Punkte Z,~ eines Regelstrahles z, von © ist. 
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ferner durch C,' der Schnittpunkt Z,’ von z, mit der zu ihm normalen 
Ebene ez, zugeordnet. Die Punkte Z,’, Z sind konjugiert fiir jede Regel- 
fliche II. Grades, auf welcher eine in C,' enthaltene Regelschar II. Ord 
nung liegt, insbesondere also auch fiir die durch die orthogonale Regel- 
schar R,? gehende Fliiche R,? und den Kreis z*, den die mit z, inzidente 
za e normale Ebene £ mit R gemein hat. Der Mittelpunkt von 2 liegt 
auf der mit € inzidenten in Z, auf z, errichteten Normalen, sie schneidet 
die beiden Leitstrahlen e, e° von %,2, aus denen die Strahlen dieser Regel- 
schar durch je zwei zueinander normale Ebenen projiziert werden, bzw. 
in den Punkten Z., Z’. Da die Ebene eZ’ somit den z, rechtwinklig 
kreuzenden Strahl z, von R,? enthiilt, so geht z, durch Z’. Dieser Punkt 
liegt aber auf ¢’, und e, ¢ sind nach 17. durch C,! einander zugeordnet, 
folglich schneidet ¢, diese Strahlen in den durch C,' einander zugeordneten 
Punkten Z = z,e und Z’. Ersterer Punkt ist nach 31. der Pol der Ebene 
im rotatorischen polaren Raume [,, folglich sind 7, Z’ nicht nur dureh 
(,' einander zugeordnet, sondern auch in [,* einander konjugiert. 

Die auf z, durch C,' und [,? hervorgerufenen Punktinvolutionen haben 
also die beiden Punktepaare Z7,’, Z,~ und Z, Z’ gemein und sind folglich 
identisch. Nur wenn z, zu dem zu e bzw. ¢ parallelen Regelstrahle n, 
baw. »," von ¥ wird, gilt dieser SchluB nicht. Die Strahlen »,, n," 
nehmen jedoch keine Ausnahmestellung ein, wie die folgende Unter- 
suchung zeigt. 

Auf einem weder mit , noch n,’ zusammenfallenden Strahle z, von 
HR? sei dem Punkte z.e=Z durch C,' der Punkt Z’ zugeordnet. Beide 
Punkte sind in [f,? konjugiert. Die Punkte Z, Z’ liegen mit dem n, 
rechtwinklig kreuzenden Regelstrahle x, von © in zwei durch C,' einander 
zugeordneten Ebenen »,Z={,, »,Z°=€,'. Nach 31. ist nun Z in fF? 
der Pol der durch z, und Z’ gehenden Normalebene § von e, und », 
die Polare von n,, folglich fallt der Pol von £, in den Punkt n,£ Die 
Ebenen £, £,’ schneiden sich nun in der durch Z’ laufenden Parallelen 
zu n,. Sie fallt, da Z’ ein Punkt der e durch C,' zugeordneten Geraden ¢’ 
ist, in die e’ enthaltende Normalebene von ¢,. In ihr liegt n,, folglich 
ist der Pol n,€ von £, ein Punkt von ¢,’, und demnach sind die durch 
(, einander zugeordneten Ebenen €,, £,° im rotatorischen polaren Raume 
[2 konjugiert. Jede trifft ”, im Pole der anderen. Die beiden durch C,' 
und [,? einander zugeordneten Ebenen ¢,, ¢,’ schneiden also den Kongruenz- 
strahl », in zwei durch C,' einander zugeordneten und in [,? konjugierten 
Punkten. AuBer dem Mittelpunkte N,’ haben hiernach die beiden auf », 
durch C,' und fF? hervorgerufenen Involutionen noch ein Punktepaar ge- 
mein, sie sind folglich identisch. 


n, ist der zu e’ parallele Strahl von ®,’, folglich ist die Ebene en," 
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normal zu ¢,, also auch zur Hauptmittelebene y. In y liegt der unend- 
lich ferne Kongruenzstrahl ¢,, er ist der n,’ rechtwinklig kreuzende Strahl 
von ©. Die von c. nach den Punkten Z, Z’ gesandten Ebenen £,, £.’ 
sind wiederum durch C;,' einander zugeordnet, und »,' trifft als Polare 
von ¢. in f,? die Polarebene § von Z in dem £, durch [,? zugewiesenen 
Pole. Nun gehen die Hauptmittelebene y und die zu e normale Sym- 
metrieebene v von [,? durch ¢c,. Zu y bzw. wv ist die Ebene £.’ bzw. € 
parallel, sonach schneiden sich £,’ und £ in einer zu ¢, parallelen Geraden. 
Sie enthilt den auf e’ gelegenen Punkt Z’, und da die parallelen Geraden 
n,' und e mit ¢, inzident sind, so ist sie selbst mit m,’ inzident. Als 
Pol n,"§ von £, ergibt sich also ein Punkt von ¢’. Die durch C,' ein- 
ander zugeordneten Ebenen £¢,, £,’ sind demnach zugleich in [,? konjugiert. 
Jede schneidet n,' im Pole der anderen, und diese Pole sind durch C,’ 
einander zugeordnet. Die beiden durch C,' und [,? auf n,' hervorge- 
rufenen Involutionen haben denselben Mittelpunkt FE und, wie soeben ge- 
zeigt wurde, noch ein Punktepaar gemein, folglich fallen auch auf »," alle 
ihre Punktepaare zusammen. Das Ergebnis der Untersuchungen in dieser 
Nummer ist also: 

In allen Strahlen der orthogonalen Regelschar ®,? rufen CO," und 

[2 die nimlichen Punktinvolutionen, in allen Strahlen der zu ¥? in 

[2 polaren parabolischen Regelschar €* die niimlichen Ebeneninvolu- 

tionen hervor. 

33. Nach 32. sind zwei mit einem Strahle z, der Regelschar €* in- 
zidente durch C;' einander zugeordnete Ebenen «, « auch in [,? konjugiert 
und schneiden die Regelschar R,? bzw. in den Kegelschnitten «’, «’*, deren 
Punkte ebenfalls paarweise durch C,' einander zugeordnet und in [,? kon- 
jugiert sind. Ein solches Punktepaar bilden die Pole M, YM der Ebenen 
«, «@, sie werden aus «@ bzw. « nach 31. durch den z, rechtwinklig 
kreuzenden Regelstrahl z, von ®,? ausgeschnitten. Die Polare einer mit 
& und @’ inzidenten Geraden g’ sei in [,? die mit YU’ und «@ inzidente Ge- 
rade g. Auf q’ liegt auBer & noch ein Punkt G’ von a’*, auf g auBber YW 
der &’ in [,? konjugierte und folglich auch durch C,' zugeordnete Punkt © 
von «*. Die reziproken Polaren g, gq’ in [.? sind demnach durch C,* ein- 
ander zugeordnet. — Die Strahlen von C;,' treffen die durch C,' einander 
zageordneten Ebenen «, «’ in einander zugeordneten Punkten. Ein von z, 
verschiedener Kongruenzstrahl «x trifft also die Ebenen a, a’ bzw. in den 
einander zugeordneten Punkten X, X’ der bzw. durch WM’, & gehenden ein- 
ander zugeordneten Geraden x, x’. Diese sind aber auch reziproke Polaren 
in [,*, folglich sind die Treffpunkte von « mit a, « durch C,' einander 
zugeordnet und in [,? konjugiert. Was von a, a’ gilt, gilt fiir jedes andere 
Paar der sich in z, schneidenden, durch (,' einander zugeordneten und 
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folglich auch in [,? konjugierten Ebenen, somit rufen [,? und C,' in 
jedem Strahle von C,' identische Punktinvolutionen, und da C,' nach 31, 
durch [2 in sich selbst iibergefiihrt wird, auch identische Ebenen- 
involutionen hervor. e kann nach 31. jede im Endlichen gelegene Er- 
zeugende des Fokalparaboloides C* mit Ausnahme seiner beiden Scheitel- 
strahlen sein. Jeder von diesen ist aber schon nach 7, die Rotations- 
achse eines rotatorischen polaren Raumes, der (;' derart in sich selbst 
iiberfiihrt, daB die durch C,' einander zugeordneten Punkte und Ebenen 
in ihm konjugiert sind. Sonach ist bewiesen: 

Jede im Endlichen gelegene Erzeugende e des Fokalparaboloides 
C® ist die Rotationsachse eines rotatorischen polaren Raumes [,*, der 
C,' in sich selbst tiberfiibrt, und in dem die durch C,' einander zu- 
geordneten Punkte und Ebenen konjugiert sind. 

Dieser rotatorische polare Raum artet aus, wenn die Kongruenz C,! 
elliptisch ist, und e¢ mit einer der beiden reellen Fokalachsen /’, f” zu- 
sammenfillt. Seine Inzidenzfliche ist dann die betreffende Fokalachse 
selbst, diese ist in ihm zu jedem anderen Strahle von C;,' polar. 

34. Eine hyperbolische lineare Kongruenz hat keine, eine elliptische 
zwei reelle Strahlen — die beiden Fokalachsen f’,/” —, in denen sie 
zirkulare Ebeneninvolutionen hervorruft. Diese enthilt also zwei, jene 
keine Strahlen, die nach 33. die Rotationsachsen rotatorischer polarer 
Raume [,’ sind. 

Ist eine nicht zu einer linearen Kongruenz C,' gehérige Gerade e die 
Rotationsachse eines rotatorischen polaren Raumes [,*, der C,' derart in 
sich iiberfiihrt, daB die durch (,' einander zugeordneten Punkte und 
Ebenen in ihm konjugiert sind, so ist in [,? die Polare eines mit e in- 
zidenten Kongruenzstrahles x, ein Kongruenzstrahl z,, der normal zur 
Ebene z,e steht. Dem Schnittpunkte von x, mit der Ebene z,¢ ist in 
[? der unendlich ferne Punkt von x, konjugiert und durch C,' derselbe 
Punkt zugeordnet, die Ebene 2,¢ ist folglich nach 13. die auf x, senk- 
rechte Mittelebene von (,'. Jede durch e¢ gehende Ebene enthiilt einen 
mit e inzidenten Kongruenzstrahl, demnach ist jede solche Ebene eine 
Mittelebene von C,', und folglich e eine Erzeugende des gleichseitigen 
Fokalparaboloides C*® von C,'. Kurz: 

Auber den im Endlichen gelegenen Erzeugenden des Fokal- 
paraboloides C* einer linearen Kongruenz C,' gibt es keine weiteren 
Geraden, welche Rotationsachsen rotatorischer polarer Riume [,” sind, 
die (C,' derart in sich iiberfiihren, daB die durch (C,' einmander zu- 
geordneten Punkte in den polaren Riumen konjugiert sind. 

35. Der durch die Erzeugende e von C? nach 33, bestimmte rota- 
torische polare Raum [,? ruft auf dem zu e senkrechten Scheitelstrahle c, 
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von C* eine Punktinvolution hervor, deren Mittelpunkt mit dem Mittel- 
punkte ec, = E von [,? zusammenfiallt. Nun sind der zu e parallele Kon- 
gruenzstrahl », und der ihn rechtwinklig kreuzende zur Regelschar * 
gehérige Kongruenzstrahl n, nach 31. reziproke Polaren in [,%, folglich 
schneiden »,, m, auf c, ein Punktepaar N,, N, dieser Involution aus. Fiir 
die Abstiinde der Punkte N,, N, vom Scheitelpunkte C von C? gilt nach 
28. die Beziehung: 
(«) cn, on, = —(%5)- 
sa ate zd 

Durch N, geht nach 17. der e durch C,' zugeordnete Strahl e’. Je 
nachdem die Regelschar ©,? von C*, zu der ¢, e gehéren, durch C,' ellip- 
tisch oder hyperbolisch involutorisch gepaart wird, besteht zwischen den 
Abstiinden der Punkte V. und FE vom Scheitelpunkte C wiederum nach 
28. die Gleichung: 


(B;) CN,-CE = — dj, 
bzw. 
(By) CN, -CE= + d,?. 


Bei einer hyperbolischen linearen Kongruenz sind nach 15, beide 
Fokalinvolutionen elliptisch, folglich gelten ftir sie die Gleichungen (ca) 
und (6,). Die Punkte N, und E sind also auf c, durch C vom Punkte 
N, getrennt. Bei einer hyperbolischen linearen Kongruenz ist ferner fiir 
beide Fokalinvolutionen nach 27, : 


d,< 2d. 
Demnach folgt aus dem sich aus («) und (f,) ergebenden Ausdrucke: 


CN, (4,\? 
(y) a E — (35) ? 
daB bei ihr N, die Punkte C und E trennt, und C also innerhalb der 
endlichen Strecke N,N, liegt. Die in [,? konjugierten Punkte N,, N, und 
der Mittelpunkt FE dieses polaren Raumes bestimmen somit auf ¢, eine 
hyperbolische Punktinvolution; d. h. [2 hat eine reelle Inzidenzfliche. 
Fiir den Fall, daB e mit einer Nebensymmetrieachse der hyperbolischen 
linearen Kongruenz zusammenfiillt, ist der Beweis hierfiir schon in 7. er- 
bracht worden. Kurz es gilt: 

Jede im Endlichen gelegene Erzeugende e des Fokalparaboloides 
einer hyperbolischen linearen Kongruenz ist die Rotationsachse eines 
rotatorischen polaren Raumes [,’ mit reeller Inzidenzfliche. 

Bei einer elliptischen linearen Kongruenz ist nach 15. nur die eine 
Fokalinvolution — etwa die, welche die Fokalregelschar ©,? paart — 
24° 
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elliptisch. Gehért demnach e¢ zu dieser Regelschar, so trennt nach (a) 
und (,) der Scheitelpunkt C von C* wiederum N, von N, und EF. Fir 
die elliptische Fokalinvolution der vorliegenden elliptischen Kongruenz ist 
aber nach 27,: 

d, > 2d. 

Somit liegt nach (y) der Punkt F innerhalb der endlichen Strecke 
N.C und also auch innerhalb der endlichen Strecke N,N,. Der zu e ge- 
hérige rotatorische polare Raum [,* hat demnach hier eine imaginiire In- 
zidenzflache. Eine solehe gehért nach 7. ebenfalls zu dem in ©,? ent- 
haltenen Scheitelstrahle c, des Fokalparaboloides C*. Folglich ist dargetan: 

Die im Endlichen gelegenen Strahlen der elliptisch involutori- 
schen Fokalregelschar einer elliptischen linearen Kongruenz sind die 
Rotationsachsen rotatorischer polarer Riiume [,? mit imaginiren In- 
zidenzflichen. 

Da die Fokalregelschar ©,* der vorliegenden elliptischen linearen Kon- 
gruenz durch letztere elliptisch involutorisch gepaart wird, so muB die 
involutorische Paarung der zweiten Fokalregelschar ©,* hyperbolisch sein. 
Jene elliptische Fokalinvolution kann derart* bestimmt werden, daB diese 
hyperbolische auf dem Scheitelstrahle c, des Fokalparaboloides C* eine 
hyperbolische Punktinvolution ausschneidet, deren Potenz + d,* irgend 
einen vorgeschriebenen positiven Wert annimmt. Fir die Beziehungen 
zwischen den drei Punkten N,, N, und £ sind daher nur die Gleichungen 
(«) und (8,) zu beriicksichtigen. Nach ihnen liegt E innerhalb oder 
auBerhalb der endlichen Strecke N,N,, je nachdem FE auf ¢, innerhalb oder 
auBerhalb der Strecke liegt, die den Abstand der reellen Fokalachsen /’, f” 
der elliptischen linearen Kongruenz miBt. Mit Riicksicht auf 7. ist hier- 
nach bewiesen: 

Paart eine elliptische lineare Kongruenz die Regelschar ©,* ihres 
Fokalparaboloides C* hyperbolisch, so zerfallen die Strahlen e von ©,? 
in solche, welche Rotationsachsen rotatorischer polarer Riume [,? 
mit imaginaéren, und in solehe, welche Rotationsachsen rotatorischer 
polarer Riiume [,? mit reellen Inzidenzfliichen sind. Ein Strahl e von 
€,* ist die Rotationsachse eines polaren Raumes [,* mit imaginiirer 
Inzidenzfliiche, sobald er in den von den Fokalachsen begrenzten Teil 
von @,* fallt, der den Scheitelstrahl c, enthiilt. Ist e auBerhalb dieses 
Teiles gelegen, so hat der zugehérige polare Raum [,? eine reelle 
Inzidenzfliiche. Ist e eine der beiden Fokalachsen, so artet die In- 
zidenzfliche nach 33, in diese Fokalachse selbst aus. 

Bei einer hyperbolischer linearen Kongruenz lift sich der Nachweis, 
daB jede im Endlichen gelegene Erzeugende e ihres Fokalparaboloides C* 
die Rotationsachse eines rotatorischen polaren Raumes [,? mit reeller 
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Inzidenzfliche ist, auch auf folgende einfache und anschauliche Weise 
fiihren: 


Die Punkte der beiden Leitgeraden u, v einer hyperbolischen linearen 
Kongruenz C,' sind durch diese sich selbst zugeordnet. Hat also ein 
polarer Raum die Eigenschaft, daB er C,' in sich selbst iiberfiihrt, und dabei 
die durch C,' einander zugeordneten Punkte in ihm konjugiert sind, so 
muB dieser Raum eine reelle Inzidenzfliche haben, auf der wu, v liegen. 
Diese Inzidenzfliiche ist somit eine Regelfliiche II. Grades, deren eine 
Regelschar aus Strahlen von C,' besteht. Jede im Endlichen gelegene 
Erzeugende e des Fokalparaboloides C* einer hyperbolischen linearen Kon- 
gruenz ist nun nach 33, die Rotationsachse eines rotatorischen polaren 
Raumes [,*, der C,' derart in sich selbst iiberfiihrt, daB die durch C,' 
einander zugeordneten Punkte in ihm konjugiert sind. Folglich ist die 
Inzidenzfliche dieses rotatorischen polaren Raumes reell und zwar ein 
Rotationshyperboloid, dessen eine Regelschar in C,' enthalten ist. Sie 
wird von den Leitgeraden u,v von C,' beschrieben, sobald diese um e 
rotieren. Das Fokalparaboloid einer hyperbolischen linearen Kongruenz 
ist somit der Ort aller Punkte, die von ihren Leitgeraden u, v gleichen 
Abstand haben.*) 


Konfokale lineare Strahlenkongruenzen. 

36. Eine gleichseitige parabolische Regelschar lat sich auf co' Weise 
derart involutorisch paaren, daf ihr unendlich ferner Strahl und der ihn 
rechtwinklig kreuzende einander zugeordnet bleiben. Nach 25. kann dem- 
nach ein gleichseitiges hyperbolisches Paraboloid C* als der Triiger der 
Fokalinvolutionen von oo' linearen Strahlenkongruenzen angesehen werden, 
unter denen zwei parabolische sind. Diese co' linearen Strahlenkon- 
gruenzen sollen konfokal heiBen. Die Mittelebenen konfokaler linearer 
Kongruenzen fallen zusammen, sie sind die Tangentialebenen ihres ge- 
meinsamen Fokalparaboloides C®. 

Eine im Endlichen gelegene Tangentialebene tr von C*, die keinen 
Scheitelstrahl der Fliche enthilt, schneidet die zu ihr normalen Tan- 
gentialebenen in den Strahlen eines parabolischen Strahlenbiischels tr’. 
Nun trifft ein Strahl s von 1’, der nicht auf C* liegt, auBer dem in t 
gelegenen Regelstrahle r, und Leitstrahle 7, noch einen Regelstrahl r,’ und 
einen Leitstrahl J,’ von C*. Demnach bilden die zur Regel- bzw. Leitschar 
von C*? gehérigen Scheitelstrahlen c,,c, und die sie bzw. rechtwinklig 
kreuzenden Geraden ¢,’*, c,’* mit den Regelstrahlen r,, 7,’ und den Leit- 


*) Schréter, Uber ein einfaches Hyperboloid von besonderer Art. Journal fir 
die reine und angewandte Mathematik, Bd. 85 (1877), S. 30, N. 3. 
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strahlen /,, /,’ zwei Strahlenpaare r,, 7,/—¢,, ¢,* der einen und zwei 
Strahlenpaare /,, 1,—c¢,, ¢,’* der andern Fokalinvolution einer linearen 
Strahlenkongruenz. Sie wird parabolisch, wenn s einen der Scheitel- 
strahlen schneidet. Durchliuft s den parabolischen Strahlenbiischel rt’, so 
durchlauft die durch s gehende lineare Kongruenz alle konfokalen Strahlen- 
kongruenzen, deren Fokalparaboloid C® ist. 

37. Zwei lineare Strahlenkongruenzen G,', H,' mit demselben Fokal- 
paraboloide C* haben zur Hauptsymmetrieachse seine Hauptachse c¢,. 
Sie ist zugleich die Hauptsymmetrieachse der Hauptachsenzylindroide 
G*, H® von G,', H,', folglich laufen die in einer beliebigen Ebene « des 
Ebenenbiischels [c,| gelegenen Regelstrahlen ¢,, ¢, beider Zylindroide 
parallel. Die ¢,,¢, bzw. schneidenden Strahlen von G,', H,’ bilden je 
eine gleichseitige parabolische Regelschar. In jeder dieser beiden Regel- 
scharen gibt es zu einer ¢, und somit auch e, rechtwinklig kreuzenden 
Geraden x einen zu « parallelen Regelstrahl x, bzw. x,. Die auf z,, x, 
bzw. senkrechten, also zueinander parallelen Mittelebenen £, —&, der Kon- 
gruenzen (,', H,' gehdren nach der Voraussetzung zu den Tangential- 
ebenen von C*. Zwei eigentliche Tangentialebenen eines Paraboloides 
kénnen aber nicht parallel laufen, folglich miissen §, und & identisch 
sein. Die Schnittgerade von £ mit der gemeinsamen Hauptmittelebene y 
der Kongruenzen G,', H,' lauft nun parallel zu e¢,, und alle in ihren 
Punkten auf § errichteten Normalen liegen in einer durch e, gehenden 
Ebene. In dieser Ebene liegt aber auch der Strahl e¢,, und da er zusam- 
men mit ¢, in « liegt, ist er mit ¢, identisch. Zueinander parallele Regel- 
strahlen ¢,, ¢, der Zylindroide G*, H® fallen also zusammen, folglich auch 
diese selbst. D. h.: 

Konfokale lineare Strahlenkongruenzen haben dasselbe Haupt- 
achsenzylindroid C*. Jede Schnittgerade zweier zueinander senk- 
rechten Tangentialebenen des gemeinsamen Fokalparaboloides C* ge- 
hért zu einer der konfokalen linearen Kongruenzen. Werden auf 
den Tangentialebenen eines gleichseitigen Paraboloides C* in ihren 
Schnittgeraden mit seiner Scheitelebene Normalebenen errichtet, so 
umhiillen diese Ebenen ein Zylindroid C*. Die Scheitelstrahlen von 
C* sind die Nebensymmetrieachsen von C* und die Hauptachse jener 
Fliche ist die Hauptsymmetrieachse dieser. Das Zylindroid C* heiBe 
mit dem gleichseitigen Paraboloide C* orthogonal verkniipft. 
38. Sind umgekehrt M,', V,! zwei lineare Kongruenzen mit demselben 

Hauptachsenzylindroide C*, so wird nach 9, ein beliebiger Regelstrahl a 
seiner Regelschar in jedem seiner Punkte nur von je einem Strahle beider 
Kongruenzen geschnitten. Die mit a inzidenten Strahlen von M,', N,' 
sind normal zu a und bilden je eine gleichseitige parabolische Regelschar, 
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folglich enthilt jede dieser Regelscharen einen Strahl /,, bzw. /,, der zu 
einem @ senkrecht kreuzenden Strahle / parallel liuft. Da die Ebene /,,1,a 
die gemeinsame Hauptmittelebene beider Kongruenzen in einer zu a 
parallelen, also zu 1, und J, orthogonalen Geraden trifft, so fallen die zu 
L, baw. |, senkrechten Mittelebenen 4,,, 4, zusammen. Die von den Mittel- 
ebenen beider Kongruenzen umbhiillten gleichseitigen Paraboloide haben 
nun die Hauptsymmetrieachse c, des Zylindroides C* zur Hauptachse und 
seine Nebensymmetrieachsen ¢,, c, zu Scheitelstrahlen, ferner liegen auf 
ihnen auch die beiden in 4, enthaltenen auf c, bzw. c, senkrecht stehenden 
Strahlen. Somit sind die beiden Paraboloide identisch, und es gilt: 


Lineare Strahlenkongruenzen mit demselben Hauptachsenzylin- 
droide C* sind konfokal. Jeder Strahl einer linearen Strahlenkongruenz 
mit dem Hauptachsenzylindroide C* ist auch eine Schnittgerade 
zweier zueinander normalen Tangentialebenen des gemeinsamen 
Fokalparaboloides C*. Werden auf den Tangentialebenen eines 
Zylindroides C* in ihren Schnittgeraden mit der Ebene seiner Neben- 
symmetrieachsen Normalebenen errichtet, so umhiillen sie ein gleich- 
seitiges Paraboloid C*. Die Nebensymmetrieachsen des Zylindroides 
sind die Scheitelstrahlen, seine Hauptsymmetrieachse die Hauptachse 
des Paraboloides. Das gleichseitige Paraboloid C* heiBe mit dem 
Zylindroide C* orthogonal verkniipft. 

Mit Riicksicht auf 37. folgt: 


Das gleichseitige Paraboloid (* und das Zylindroid C* sind 
jedes mit dem andern orthogonal verkniipft. 

Ist H,! eine zum Hauptachsenzylindroid C* gehérige hyperbolische 
lineare Strahlenkongruenz, so sind nach 10, ihre beiden Leitgeraden zwei 
Regelstrahlen u, v von C*, die an den Nebensymmetrieachsen ¢,, ¢, dieser 
Fliche ineinander gespiegelt werden. Die durch H,' hervorgerufenen 
Fokalinvolutionen sind nun aber nach 15. elliptisch, somit schneiden 
u, v das zugehérige Fokalparaboloid in zwei Paaren konjugiert imagi- 
niirer Punkte. 

Abgesehen von den beiden Flichen C* und C* gemeinsamen 
Regelstrahlen ¢,, ¢, trifft also kein Regelstrahl des Zylindroides C* 
das mit ihm orthogonal verkniipfte gleichseitige Paraboloid C* in 
reellen Punkten. 


39. Konfokale lineare Kongruenzen haben nach 37, dasselbe Haupt- 
achsenzylindroid C* und bilden also nach 11. einen quadratischen Kom- 
plex f*. Dieser Komplex ist, wie aus 37. hervorgeht, auch der Ort 
der Schnittgeraden zueinander rechtwinkliger Tangentialebenen des ge- 
meinsamen Fokalparaboloides C*. Nach 15. fiihrt aber jede lineare 
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Kongruenz ihr Fokalparaboloid in sich selbst tiber, somit gilt auch um- 
gekehrt*): 

Konfokale lineare Kongruenzen, und also auch der von ihnen 
gebildete quadratische Komplex [*, sind autopolar fiir ihr gemein- 
sames Fokalparaboloid C*. 

Die Leitgeraden der fiir C*? autopolaren hyperbolischen linearen Kon- 
gruenzen sind nun fiir diese Fliche zueinander polar, folglich auch die 
Leitgeraden der hyperbolischen linearen Kongruenzen mit dem Fokal- 
paraboloide C*. Diese Leitgeraden fallen aber nach 10. mit je zwei 
Regelstrahlen von (* zusammen, die bzw. an den Nebensymmetrieachsen 
von C* ineinander gespiegelt werden, somit sind solche Regelstrahlen 
paarweise reziproke Polaren fiir C*. Kurz: 

Das Hauptachsenzylindroid C* konfokaler linearer Kongruenzen 
wird durch den polaren Raum ihres Fokalparaboloides C* derart in 
sich selbst iibergefiihrt, daB je zwei seiner Regelstrahlen, die an 
seinen Nebensymmetrieachsen ineinander gespiegelt werden, fiir C? 
zueinander polar sind.**) Reziproke Polaren fiir C* sind auch die 
Hauptsymmetrieachse ¢, und die einfache Leitgerade ¢.. von C*. 

Die in bezug auf C* zueinander polaren Regelstrahlen von C* 
schneiden c. in den Punktepaaren derjenigen Involution, die C* auf 
dieser Geraden hervorruft, somit wird die Regelschar von C®* selbst 
durch jene Strahlenpaare involutorisch gepaart. Diese hyperbolische In- 
volution der Regelstrahlen von C* ist schon in 10, niiher besprochen 
worden. 

Zu den fiir (* zueinander polaren Regelstrahlen von C* gehéren die 
beiden Kuspidalstrahlen c’, c’’ von C*. Jeder von ihnen ist inzident mit einer 
Symmetrieebene von C* und nach 11. mit den zu dieser Ebene normalen 
Strahlen von [*. In den zu einer Symmetrieebene von C? normalen 
Strahlen von [* schneiden sich aber je zwei zueinander normale Tan- 
gentialebenen von (?, deren Beriihrungspunkte in dieser Symmetrieebene 
liegen, folglich ist der mit dieser Symmetrieebene inzidente Kuspidalstrahl 
die Leitgerade der in ihr enthaltenen Hauptparabel von (*. Die Leit- 
gerade der einen Hauptparabel eines gleichseitigen Paraboloides ist aber 
mit dem Brennpunkte der andern inzident, demnach ist gezeigt: 

Die Normalen, welche auf den Symmetrieebenen eines gleich- 
seitigen Paraboloides C? in den Brennpunkten ihrer Hauptparabeln 


*) v. Staudt, Beitrige zur Geometrie der Lage. Erstes Heft, Niirnberg 1856, 
S. 71, N. 109. 

™) Schréter, Ueber ein einfaches Hyperboloid von besonderer Art, Journal 
fiir die reine und angewandte Mathematik, Bd. 85 (1877), 8. 32, N. 4. 
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errichtet werden, fallen mit den Kuspidalstrahlen des mit C? ortho- 

gonal verkniipften Zylindroides C* zusammen.*) 

40. Ist 4 eine die Hauptachse des gleichseitigen Paraboloides C* 
enthaltende Ebene, die durch keinen Scheitelstrahl der Fliiche geht, so 
bilden die zu 0 normalen Tangentialebenen von C? einen parabolischen 
Ebenenzylinder A*. Die Schnittgeraden zueinander normaler Ebenen von 
A? liegen auf seiner Leitebene 4, und da sie zu dem durch C* bestimmten 
quadratischen Komplexe [* gehéren, so sind sie nach 11. mit dem in @ 
gelegenen Regelstrahle «, des mit C* orthogonal verkniipften Zylindroides 
C® inzident. u, ergibt sich folglich als die Schnittgerade 64. Nun haben 
A?* und C®* dieselbe Scheitelebene, somit sendet A* seine Symmetrieebene 
und seine Fokalachse f durch die Hauptachse c, von C*. Die Fokalachse f 
steht als Parallele zu 4 senkrecht zu c,. Der Scheitelpunkt von C? hilftet 
aber den Abstand des Strahles f von der Ebene 4, also auch den Abstand 
der Strahlen u,, f. Der Strahl f schneidet hiernach die Hauptsymmetrie- 
achse c, von C* in einem Punkte, durch den nach 5, der u, rechtwinklig 
kreuzende Regelstrahl vr, von C*® geht. Mit diesem Regelstrahle fallt 
aber f zusammen, da f zu @ senkrecht ist und folglich den mit @ inzi- 
denten Regelstrahl «, von C* rechtwinklig kreuzt. Somit gilt der Satz: 

Die Fokalachsen eines gleichseitigen Paraboloides C*, die mit 

seiner Hauptachse inzident sind, bilden die Regelschar des mit C? 

orthogonal verkniipften Zylindroides C*.*) 

Hieraus folgt mit Riicksicht auf 39.: 


Die Leitgeraden aller konfokalen hyperbolischen linearen Kon- 
gruenzen sind zueinander polare Fokalachsen ihres Fokalparaboloides. 
Zwei zueinander normale Ebenen £, » eines Regelstrahles u von C* 

schneiden demnach den ihm durch C? als Polare zugewiesenen Regelstrahl v 
von C* wechselweise in ihren Polen X, Y beziiglich C*. Die in & ge- 
legenen Strahlen des quadratischen Komplexes [* bilden nun einen Strahlen- 
biischel mit dem Mittelpunkte Y und einen Biischel paralleler zu « normaler 
Strahlen. Beide Strahlenbiischel werden, da [? nach 3%, fiir C* autopolar 
ist, durch den polaren Raum von C® in die beiden in [? enthaltenen 
Strahlenbiischel I. Ordnung mit dem Mittelpunkte X iibergefiihrt. Der 
eine liegt in 4, der andere in der in X auf v normalen Ebene. 

41. Werden die Regelstrahlen u,,v, von C* an den Nebensymmetrie- 
achsen der Flaiche ineinander gespiegelt, so wird nach 40, in v, durch 
C* eine zirkulare Ebeneninvolution hervorgerufen. In ihr gibt es ein 
Ebenenpaar £, 7, dessen Winkel —y durch die Ebene u,c, d. h. durch 


*) Schréter, Ueber ein einfaches Hyperboloid von besonderer Art. Journal 
fiir die reine und angewandte Mathematik, Bd. 85 (1877), 8. 39, N. 7b. 
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die Verbindungsebene des Regelstrahles u, mit der Hauptsymmetrieachse c, 
von C* gehalftet wird. & 1 begrenzen auf dem v, rechtwinklig kreuzenden 
Regelstrahle u, von C* eine Strecke, die viermal so groB ist wie der 
Abstand a, des Punktes u,c, vom Schnittpunkte der Nebensymmetrieachsen 
von C*. Auf dem mit u, inzidenten Regelstrahle u, schneiden demnach 


4a 
—, eine Strecke von der GriBe —— aus. Nun ist aber nach 5. 
ns) 


a,,cos (u,u,) = a@,, folglich hat diese Strecke den konstanten Wert 4a,, 
D. h.: 

Auf allen Regelstrahlen eines Zylindroides C* ruft das mit ihm 
orthogonal verkniipfte gleichseitige Paraboloid C? kongruente elliptische 
Punktinvolutionen hervor. Ihre Potenz ist gleich —(2a,)*, also gleich 
dem negativen Quadrate des Abstandes der Brennpunkte der beiden 
Hauptparabeln von C*.*) 

42. Zueinander normale Tangentialebenen der Strahlenkegel, welche 
C* aus einem beliebigen auBerhalb der Fliche gelegenen Punkt X um- 
schrieben werden kénnen, schneiden sich in den Strahlen des von X 
ausgehenden Komplexkegels von [*. Der von X ausstrahlende Komplex- 
kegel ist also der Leitkegel des C* vom Punkte X aus umschriebenen 
Kegels. Er zerfillt, wenn X ein unendlich ferner Punkt auberhalb C? 
ist, nach 11. in einen unendlich fernen Strahlenbiischel und in einen 
Parallelstrahlenbiischel in der Leitebene des parabolischen Strahlenzylinders, 
der aus dem betreffenden unendlich fernen Punkte C* umschrieben werden 
kann. Der Leitkegel zerfallt ferner in zwei Leitstrahlenbiischel I. Ord- 
nung fiir einen im Endlichen gelegenen Punkt X des mit C* orthogonal 
verkniipften Zylindroides. In anderen Worten: 

Die Mittelpunkte aller einem gleichseitigen Paraboloide C*? um- 
schriebenen Kegel des Hachette liegen auf dem mit C* orthogonal 
verkniipften Zylindroide. 


Alle C* umschriebenen Kegel des Hachette, deren Mittelpunkte auf 
einem Regelstrahle u, von C®* liegen, senden je eine Leitebene durch 
den Regelstrahl v, von C*, in den uw, durch die Nebensymmetrieachsen von 
C* gespiegelt wird. «,, v, sind aber nach 40. zueinander polare Fokal- 
achsen von C*, folglich liegen die Pole dieser durch v, gehenden 
Leitebenen auf u,. Der Regelstrahl u, von C* ist also eine gemein- 
same Fokalachse aller dem Paraboloide C* aus den Punkten von u, um- 
schriebenen Kegel und zugleich fiir diese Kegel der Polstrahl ihrer mit », 
inzidenten Leitebenen. Die zweiten Fokalachsen dieser Kegel bilden nach 


*) Schréter, Ueber ein einfaches Hyperboloid von besonderer Art. Journal fiir 
die reine und angewandte Mathematik, Bd. 85 (1877), S. 36, N. 6. 
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einem bekannten Satze aus der Theorie der Fokalachsen einer Flache 
Il. Grades eine Regelschar des durch u, gehenden mit C* konfokalen 
Paraboloides; ihre je auf der Ebene der beiden Fokalachsen senkrechten 
Hauptachsen also eine gleichseitige parabolische Regelschar, die in dem 
Achsenkomplexe von C*® enthalten ist. «, ist der zur Leitschar dieser 
Regelschar gehérige Scheitelstrahl. «, und der mit ihm _ inzidente 
Regelstrahl v, von C® sind ferner die Scheitelstrahlen eines mit C* kon- 
fokalen Paraboloides. Eine Schar konfokaler Paraboloide enthilt nun 
stets ein gleichseitiges Paraboloid, sein Scheitelpunkt hilftet den Abstand 
der Brennpunkte der Fokalparabeln. Somit gilt nach 40.: 

In einer Schar konfokaler Paraboloide bilden die Scheitelstrahlen 
der hyperbolischen Paraboloide die Regelschar eines Zylindroides. 
Durch Spiegelung an jedem seiner Scheitelstrahlen geht ein gleich- 

seitiges Paraboloid in sich selbst tiber und jede Fokalparabel in die 
andere. Kurz: 

Die Paraboloide einer Schar konfokaler Paraboloide werden an 
den Scheitelstrahlen des in der Schar enthaltenen gleichseitigen Para- 
boloides C*? paarweise ineinander gespiegelt. Je zwei ineinander 
gespiegelte hyperbolische Paraboloide haben zu Scheitelstrahlen zwei 
Paare inzidenter Regelstrahlen des mit C* orthogonal verkniipften 
Zylindroides. Ihre Scheitelebenen liegen zur Scheitelebene von (? 
symmetrisch. 

43. Der aus einem beliebigen Punkte L einem gleichseitigen Para- 
boloide C* umschriebene Ebenenkegel I]. Ordnung A? hat nach 39. stets 
reelle zueinander orthogonale Ebenen. Ihre Schnittgeraden sind die 
Strahlen eines zum quadratischen Komplexe [ gehérigen Kegels. Er zer- 
fallt, sobald Z auf dem mit C* orthogonal verkniipften Zylindroide C* 
liegt, in zwei Strahlenbiischel I. Ordnung. 

Sind nun «, 6 zwei Ebenen eines Ebenenkegels I]. Ordnung K* und 
ist a eine mit a, aber nicht mit dem Mittelpunkte K von K® inzidente 
Gerade, so schneiden die Ebenen von K* die Gerade a und die Ebene fp 
bzw. in einer Punktreihe und einem zu ihr projektiven Strahlenbiischel 
I. Ordnung, wenn je zwei mit einer Ebene von K® inzidente Elemente 
beider Gebilde einander entsprechen. Die durch die Punkte der Punkt- 
reibe parallel zu den homologen Elementen des zu ihr projektiven Strahlen- 
biischels gezogenen Strahlen bilden eine zu K* perspektive parabolische 
Regelschar. Sie geht in eine gleichseitige tiber, sobald « und a normal 
zu 6 sind. Sonach ist auf eine einfache Art synthetisch bewiesen: 

Einem Kegel IJ. Grades mit reellen zueinander normalen Tangen- 
tialebenen kann stets ein gleichseitiges Paraboloid C? eingeschrieben 
werden. Die Schnittgeraden aller seiner zueinander normalen Tan- 
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gentialebenen bilden einen Strahlenkegel Il Ordnung oder zwei 

Strahlenbiischel I. Ordnung, je nachdem der Mittelpunkt des Kegels 

auBerhalb des mit C*? orthogonal verkniipften Zylindroides C* oder 

auf ihm liegt. 

Die auf den Tangentialebenen eines Kegels II. Grades @* in seinem 
Mittelpunkte G errichteten Normalen bilden bekanntlich einen Kegel 
Il. Ordnung G2. Beide Kegel haben dieselben Symmetrieebenen. Einer 
von ihnen schlieBt entweder den andern im allgemeinen ein oder hat 
mit ihm vier reelle Erzeugende gemein. UmschlieBt G* den Kegel G3, 
so hat G® keine reellen zueinander orthogonalen Tangentialebenen; um- 
schlieBt hingegen G? den Kegel G*, oder haben die beiden Kegel vier 
reelle Erzeugende gemein, so bilden die Schnittgeraden der reellen zu- 
einander orthogonalen Tangentialebenen von G* einen Kegel II. Ordnung 
mit gleichen Symmetrieebenen wie G*. Er umschlieBt den Kegel G*® im 
ersteren Falle, er schiieBt ihn véllig aus im letzteren. Seine von ihm 
eingeschlossene Hauptachse fallt mit derjenigen von G* ausgeschlossenen 
Hauptachse dieses Kegels zusammen, die einen Winkel zwischen den 
Fokalachsen von G* hiilftet. 


Projektive Eigenschaften einer Kette konfokaler linearer 
Strahlenkongruenzen. 


44. Jeder Strahl des Kegels I]. Ordnung X*, den der Komplex [F* 
durch einen beliebigen Punkt X des Raumes sendet, bestimmt nach 9. 
zusammen mit dem Hauptachsenzylindroide (* der zugehérigen konfokalen 
Kongruenzen eine von ihnen. Sind A,', B,', C,!, D,' vier dieser konfokalen 
Kongruenzen, welche den Kegel X* baw. in den vier harmonischen Strahlen 
a, b, e, d schneiden, und ist s ein zu ihnen windschiefer Regelstrahl von 
C*, so ist s nach 11. die Hauptachse von vier baw. durch A,', B,', C,1, D,' 
gehenden linearen Komplexen [,, [,, [,, [, eimes Komplexbiischels. Die 
von X auf s gefiillte Normale , ist ein Strahl der Trigerkongruenz dieses 
Biischels und zugleich ein Strahl von X?*, folglich bilden die dem Punkte X 
bzw. durch die vier Komplexe zugewiesenen Nullebenen n,a, n,b, nc, nd 
vier harmonische Ebenen des Ebenenbiischels |”,] und die Komplexe 
selbst also vier harmonische Komplexe des Komplexbiischels. Die vier 
Kongruenzen A,', B,', C,', D,' schneiden somit nicht nur den Komplex- 
kegel X*, sondern auch jeden andern Komplexkegel von [* in vier har- 
monischen Strahlen. Vier konfokale lineare Kongruenzen sollen nunmehr 
vier harmonische konfokale lineare Kongruenzen heiben, wenn 
sie mit einem und demnach mit jedem Kegel des quadratischen Kom- 
plexes [*, dem sie angehéren, vier harmonische Strahlen gemein haben, 
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ferner sollen die co’ konfokalen linearen Kongruenzen, welche zu dem- 
selben Fokalparaboloid gehéren, eine Kette konfokaler linearer Kon- 
gruenzen genannt werden. Eine Kette konfokaler linearer Kongruenzen 
laBt sich hiernach auf jedes Gebilde I. Stufe projektiv beziehen. HeiBt 
endlich der von den Kongruenzen einer solechen Kette gebildete quadratische 
Komplex der die Kette umfassende Komplex, so gilt insbesondere: 

Eine Kette konfokaler linearer Kongruenzen ist zu einem Kegel 
des sie umfassenden quadratischen Komplexes [* projektiv, wenn 
jeder Komplex der Kette dem Strahle des Kegels entspricht, den er 
mit ihm gemein hat. 

45. Der Komplexkegel X* von [* zerfillt nach 11. im allgemeinen 
in zwei Strahlenbiischel I. Ordnung, sobald sein Mittelpunkt X dem Haupt- 
achsenzylindroide C*® der Kette konfokaler linearer Kongruenzen oder der 
unendlich fernen Ebene angehért. Im ersteren Falle steht die Ebene des 
einen Strahlenbiischels in X auf dem mit diesem Punkte inzidenten Regel- 
strahle r von C*® senkrecht, und je vier harmonische Kongruenzen der 
Kette schneiden diesen Strahlenbiischel nach 11. in je vier harmonischen 
Strahlen. Im letzteren Falle bilden die durch X gehenden Strahlen von 
fT? einen unendlich fernen Strahlenbiischel und einen Parallelstrahlen- 
biischel, dessen Ebene denjenigen Regelstrahl r von C* enthilt, der auf 
der Verbindungsebene von X mit der Hauptsymmetrieachse ¢, von C*® 
senkrecht steht. Wird ein von r verschiedener Regelstrahl s von C® zur 
Hauptachse und je ein Strahl 2 des Parallelstrahlenbiischels zu einem 
Strahle eines linearen Komplexes [, gewihlt, so ist hierdurch im all- 
gemeinen je ein linearer Komplex [, eines Biischels bestimmt. [, weist 
dem unendlich fernen Mittelpunkte des Parallelstrahlenbiischels eine mit 
« und dem unendlich fernen Punkte von s inzidente Nullebene zu. Durch 
vier harmonische Strahlen des Parallelstrahlenbiischels sind somit vier 
harmonische Komplexe dieses Biischels bestimmt. Durch vier harmonische 
Strahlen x des Parallelstrahlenbiischels gehen also wiederum vier harmo- 
nische Kongruenzen der Kette. Kurz: 

Wird jeder Kongruenz einer Kette konfokaler linearer Kon- 
gruenzen der Strahl zugeordnet, in dem sie einen im Endlichen ge- 
legenen Strahlenbiischel I. Ordnung des die Kette umfassenden 
quadratischen Komplexes [? schneidet, so ist die Kette zu diesem 
Strahlenbiischel I. Ordnung projektiv. 

46. Die Kongruenzen X,! einer Kette konfokaler linearer Kon- 
gruenzen ordnen einer beliebigen Ebene « der Hauptsymmetrieachse c¢, je 
eine Ebene a, dieser Achse zu, ferner senden sie nach 45, durch einen 
Punkt P ihres Hauptachsenzylindroides im allgemeinen die Strahlen 2 eines 
zur Kette projektiven Strahlenbiischels 1. Ordnung [P]. Ist die Ebene 
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dieses Strahlenbiischels zu « parallel, so projiziert jedesmal «, aus cy die 
Spur von z mit der Fluchtebene y der konfokalen Kongruenzen. D. h.,: 

Einer Ebene « der Hauptsymmetrieachse c,; von [* ordnen die 
Komplexe der zugehdrigen Kette konfokaler linearer Kongruenzen die 
Ebenen eines zur Kette projektiven Ebenenbiischels 1. Ordnung [c,), 
zu. Den Ebenen a, f,--- von cg sind somit projektive Ebenen- 
biischel [c,],, [ez],,--- zagewiesen, welche die c, mit den Neben- 
symmetrieachsen von [? verbindenden Ebenen entsprechend gemein 
haben. 

47. Der Komplexstrahlenkegel X?, den der Komplex f* durch einen 
beliebigen Punkt X des Raumes sendet, ist nach 44. projektiv zur Kette 
konfokaler Kongruenzen, wenn jedem Komplexe der Kette sein Schnittstrahl 
mit dem Kegel zugewiesen wird. Ferner ordnen die Kongruenzen der 
Kette der Ebene Xc,—£ nach 46. die Ebenen eines zur Kette projektiven 
Ebenenbiischels I. Ordnung [¢,|- zu. Die Kette konfokaler Kongruenzen 
bezieht also den Ebenenbiischel [c,|, projektiv auf den Komplexstrahlen- 
kegel X*. Nun ist aber der in & gelegene Regelstrahl x, des Hauptachsen- 
zylindroides C* der konfokalen Kongruenzen zugleich eine von den beiden 
Leitgeraden einer Kongruenz X,' der Kette. € ist also durch X,' sich 
selbst zugeordnet und enthilt den Schnittstrahl x von X,' mit dem Komplex- 
strahlenkegel X*. Die Ebene § des Ebenenbiischels [¢,|. geht somit durch 
den homologen Strahl x des zu [ca], projektiven Strahlenkegels X*, und jener 
Ebenenbiischel erzeugt folglich mit dem zu ihm projektiven Strahlenkegel 
einen Kegelschnitt &*. Dieser Kegelschnitt ist durch den Komplexstrahlen- 
kegel X* projektiv auf die Kette konfokaler linearer Kongruenzen bezogen, 
und jeder seiner Punkte liegt auf einem Strahle, den die ihm ent- 
sprechende Kongruenz mit X* gemein hat; er ist durch sie dem Mittel- 
punkte X von X* zugeordnet.— Der zu x, normale Strahl von X?* 
insbesondere gehért nach 9. zur ausgearteten Kongruenz der Kette. Sie 
ordnet X den unendlich fernen Punkt dieses zu z, normalen Strahles zu. 
Er ist — solange X nicht in die Fluchtebene y der konfokalen Kon- 
gruenzen fallt — der einzige unendlich ferne Punkt des Kegelschnittes £*; 
in dem ausgeschlossenen Falle liegen alle Punkte von £* in der unendlich 
fernen Ebene. Hiernach ergibt sich: 

Dem Mittelpunkte X eines Kegels X*? des quadratischen Kom- 
plexes [? sind durch die zugehérige Kette konfokaler linearer Kon- 
gruenzen die Punkte eines zu ihr projektiven und zu X? perspektiven 
Kegelschnittes * zugeordnet. £& ist eine Parabel, die jede der beiden 
Nebensymmetrieachsen ¢,, c, von [* schneidet, und deren Achse 
parallel zur Hauptsymmetrieachse von [* liuft. Nur wenn der Mittel- 
punkt X von X® der Fluchtebene y der konfokalen Kongruenzen 
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angehért, ist &* ein unendlich ferner Kegelschnitt und enthilt die 

drei unendlich fernen Punkte aller drei Symmetrieachsen von f°. 

48. Zerfallt fiir einen im Endlichen gelegenen Punkt X des Raumes 
der von ihm ausstrahlende Komplexstrahlenkegel X*, so ist X nach 11. mit 
einem Regelstrahle des Hauptachsenzylindroides C* der konfokalen linearen 
Kongruenzen inzident, Einem auf einer Nebensymmetrieachse von C* 
gelegenen Punkte X sind in diesem Falle die Punkte einer zur Kette 
projektiven Punktreihe I. Ordnung zugeordnet, ihr Triger liegt in der 
unendlich fernen Ebene und kreuzt die betreffende Nebensymmetrieachse 
rechtwinklig. Punkten X auf den iibrigen Regelstrahlen von C* entsprechen 
im allgemeinen, wie sich leicht mit Hilfe von 40. erweisen liBt, eben- 
falls zur Kette konfokaler Kongruenzen projektive Parabeln &*%. Sie gehen 
durch die betreffenden Punkte, und ihre Ebenen sind in ihnen normal 
zu dem je mit diesen Punkten inzidenten Regelstrahlen von C*. Wiederum 
schneiden sie die Nebensymmetrieachsen der Fliiche, und wiederum lauft 
ihre Achse je zur Hauptsymmetrieachse von C* parallel. — Komplex- 
strahlenkegel X* vonl? mit einem unendlich fernen Mittelpunkte X* zerfallen 
nach 11. in einen unendlich fernen Strahlenbiischel und in einen Parallel- 
strahlenbiischel derjenigen Tangentialebene von C*, die den zur Ebene X-7 
normalen Regelstrahl der Fliiche enthalt. Die einem Punkte X”* durch 
die konfokalen linearen Kongruenzen einer Kette zugeordneten Punkte 
bilden also eine mit der Fluchtebene y der Kongruenzen inzidente zur 
Kette projektive Punktreihe I. Ordnung. 

49. Eine Kette konfokaler linearer Kongruenzen ordnet nach 47. 
dem Schnittpunkte einer beliebigen Geraden x mit der Fluchtebene y die 
Punkte eines unendlich fernen zur Kette projektiven Kegelschnittes zu 
und dem unendlich fernen Punkte von «z eine zu ihr projektive Punkt- 
reihe I. Ordnung von y. Beide zur Kette projektiven Gebilde sind zu- 
einander projektiv und zam Ebenenbiischel |c,| perspektiv und erzeugen 
eine zur Kette projektive Regelschar II]. Ordnung X* mit der Doppel- 
punktsgeraden ¢c,. Sonach folgt: 

Eine Kette konfokaler linearer Kongruenzen ordnet einer be- 
liebigen Geraden x die Strahlen einer zur Kette projektiven Regel- 
schar III]. Ordnung X* zu. Diese geht durch die Nebensymmetrie- 
achsen ¢,, ¢, des die Kette umfassenden Komplexes [*, und ihre 
Doppelpunktsgerade ist seine Hauptsymmetrieachse c,. 

Schneidet x eine Nebensymmetrieachse c, der konfokalen Kongruenzen, 
so sind dem Schnittpunkte von x mit c, durch die Kongruenzen der 
Kette nach 48. die Punkte einer zur Kette projektiven unendlich fernen 
Geraden zugeordnet. Die x durch die Kongruenzen der Kette zugeord- 
neten Strahlen bilden also in diesem Falle eine durch die zweite Neben- 
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symmetrieachse c, gehende parabolische Regelschar X*. Sie wird gleich- 
seitig, sobald x die Nebensymmetrieachse c, rechtwinklig schneidet, und 
¢, selbst wird dann ein Leitstrahl dieser Regelschar. X* geht insbesondere 
in eine Fokalregelschar der konfokalen Kongruenzen iiber, wenn 2 ein 
Strahl der betreffenden Fokalregelschar ist. — Einer Geraden der Flucht- 
ebene y sind im allgemeinen die Strahlen eines zur Kette projektiven 
unendlich fernen Strahlenbiischels 1. Ordnung zugeordnet, usw. 

50. Jede Kongruenz einer Kette konfokaler Kongruenzen wird durch 
den polaren Raum des gemeinsamen Fokalparaboloides nach 39. in sich 
selbst iibergefiihrt, somit gilt nach 44.: 

Vier harmonische Kongruenzen einer Kette schneiden den in 
einer beliebigen Ebene gelegenen parabolischen Strahlenbiischel des 
die Kette umfassenden Komplexes [ in vier harmonischen Strahlen. 
Eine Kette konfokaler linearer Kongruenzen ist zu einem para- 
bolischen Strahlenbiischel §& des sie umfassenden quadratischen 
Komplexes [? projektiv, wenn jedem Komplexe der Kette der Strahl 


“2 


von § zugeordnet wird, den er mit diesem parabolischen Strahlen- 
biischel gemein hat. 
Analog ergibt sich aus 47,: 

Der Ebene € eines parabolischen Strahlenbiischels —? des Kom- 
plexes [* sind durch die Kongruenzen der Kette die Ebenen eines 
zu ibr projektiven und zu & perspektiven parabolischen Ebenen- 
zylinders II. Ordnung =* zugeordnet. Usw. 


Die rotatorische lineare Strahlenkongruenz. 


51. In 2. sind auf dem Kegelschnitte «? und dem unendlich fernen 
Kongruenzstrahle ¢,. der Schnittkongruenz eines Komplexbiischels zwei 
projektive Punktreihen ermittelt worden, deren homologe Punkte durch 
die Hauptachsen der Komplexe des Biischels verbunden werden. Wird 
nunmehr angenommen — was dort ausgeschlossen wurde —, daB c,. mit 
der unendlich fernen Geraden der Ebene « des Kegelschnittes «* zusammen- 
fallt, so liegen in @ alle Hauptachsen der Komplexe des Biischels, und « 
ist somit die Fluchtebene der zugehérigen Schnittkongruenz -C,'. Diese 
Hauptachsen bilden, da sie mit der Hauptsymmetrieachse c, von rC;,' 
inzident sind, einen Strahlenbiischel 1 Ordnung. Je zwei zueinander 
orthogonale Strahlen dieses Biischels sind die Hauptachsen je zweier fiir- 
einander nullinvarianten Komplexe, sie schneiden ¢,. in Punkten, die 
sowohl durch -C,', wie durch den unendlich fernen imginiren Kugelkreis 
einander zugeordnet sind. Die lineare Kongruenz ,C,' ist also elliptisch, 
ihre beiden Fokalachsen fallen mit der Hauptsymmetrieachse c, zusammen, 
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und die mit ¢, inzidenten Ebenen schneiden die in -C,' enthaltenen hyper. 
bolischen Regelscharen in Kreisen. 

Jeder Strahl des von den Hauptachsen gebildeten Strahlenbiischels 
I. Ordnung ist nach 6. eine Nebensymmetrieachse von -C,'. An jedem 
spiegelt sich also ein von c, und ¢, verschiedener Kongruenzstrahl x in 
einen Kongruenzstrahl, der mit x zu einer in ,-C,' enthaltenen rota- 
torischen Regelschar mit der Rotationsachse c, und der zu ihr senk- 
rechten Symmetrieebene « gehért. c¢,,¢. sind reziproke Polaren in den 
polaren Riiumen der Triiger dieser rotatorischen Regelscharen, und in 
ihnen sind die durch -C,' einander zugeordneten Punkte von c, und ¢, 
konjugiert. Die Trager aller dieser in ~C,' enthaltenen Regelscharen bilden 
also einen Biischel rotatorischer Regelflichen mit der gemeinsamen Rotations- 
achse c, und der gemeinsamen Symmetrieebene «. Die zu den Fliachen 
dieses Biischels gehérigen polaren Riume erweisen sich als die einzigen 
rotatorischen, die ~C,' derart in sich selbst tiberfiihren, daB die durch 
rC,* eimander zugeordneten Punkte in ihnen konjugiert sind. 

Mit einer Nebensymmetrieachse c, inzidente Strahlen von ~C,' bilden 
eine gleichseitige parabolische Regelschar $,? mit den Scheitelstrahlen 
c,, €, Die lineare Kongruenz ~C,' wird somit von den Strahlen einer 
gleichseitigen parabolischen Regelschar 8,* beschrieben, sobald $,* eine 
volle Umdrehung um ec, vollfiihrt. Dieser Higenschaft halber heibt 
bekanntlich die vorliegende lineare Kongruenz -C,' eine rotatorische 
lineare Kongruenz. 

52. Der von den Mittelebenen einer allgemeinen linearen Kongruenz 
nach 14. gebildete gleichseitige parabolische Biindel zerfallt fiir die rota- 
torische lineare Kongruenz in zwei Ebenenbiindel 1 Ordnung. Der eine 
hat zum Mittelpunkt den Punkt c,@=—C, der andere den unendlich 
fernen Punkt Cz von c,. Die beiden zentrischen Biindel [C] und [C2] 
sind kollinear und haben den Strahl c, entsprechend gemein, wenn Ebenen 
und Strahlen beider Biindel als homologe angesehen werden, die durch rC,' 
einander zugeordnet sind. Homologe Ebenen schneiden sich also recht- 
winklig. Ein Ebenenbiischel [e] von [C], dessen Achse weder mit c¢, 
noch mit einer Nebensymmetrieachse von -C,! zusammenfillt, erzeugt 
mit dem homologen Ebenenbiischel [e’| von |C.z] eine durch c, gehende 
in -@,' enthaltene orthogonale Regelschar R,°. Die Kreisschnittebenen 
von &,? sind normal zu den homologen Geraden e, e’ der kollinearen 
zentrischen Biindel, d.h. auch zu dem zu e parallelen Kongruenzstrahle 
und zu c,. Durch jeden von c, und c, verschiedenen Strahl s von 
rC, geht also eine orthogonale Regelschar 2, deren eine Schar von 
Kreisschnitten in Normalebenen zu s liegen. Sobald die Achse e des 
Ebenenbiischels [e] mit einer Nebensymmetrieachse c, von rC,* zusammen- 
Mathematische Annalen. LXIIL 25 
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fallt, geht die orthogonale Regelschar R, in die gleichseitige parabolische 
Regelschar $,? iiber. Die durch c, gehenden in -C,' enthaltenen Regel- 
scharen IJ. Ordnung sind hiernach teils orthogonal, teils gleichseitig 
parabolisch. 

Rotatorische Kongruenzen, deren Hauptachsen den namlichen Strahlen- 
biischel L Ordnung bilden, bilden selbst einen quadratischen Komplex. 
Seine Komplexstrahlenkegel sind orthogonal, seine Komplexstrahlenbiischel 
parabolisch. Die singulire Fliche des Komplexes besteht aus der Ebene 
des Hauptachsenbiischels, der unendlich fernen Ebene und zwei Strahlen- 
biindeln, deren Mittelpunkt bzw. der unendlich ferne Punkt der Haupt- 
symmetrieachse ¢, jener Kongruenzen und der Mittelpunkt ihres Haupt- 
achsenbiischels sind. Durch Spiegelung an c, oder einer Hauptachse geht 
der Komplex in sich selbst iiber. 


Berlin, den 14. Dezember 1905. 
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Uber das Problem der Bewegung von vier Massenpunkten 
unter dem Einflusse von inneren Kriften. 


Von 


P. Woronerz in Kiew. 


In der dreiundzwanzigsten seiner Vorlesungen iiber Dynamik hat 
Jacobi die partielle Differentialgleichung, die seinen und Hamiltons 
Namen fihrt, fiir diejenigen Probleme aufgestellt, in welchen die Sitze 
von der Erhaltung der Bewegung des Schwerpunktes gelten. Gelten 
auBerdem die Siitze von der Erhaltung der Flichenriume, so kénnen der 
erwahnten Differentialgleichung noch drei andere beigefiigt werden. Be- 
trachtet man nun das so entstandene System partieller Differential- 
gleichungen von dem Standpunkte der bekannten Lieschen Integrations- 
methode, so ist sofort ersichtlich, daB das Problem der Bewegung 
eines materiellen Punktsystems von » Freiheitsgraden fiir den Fall, daB 
die Siatze von der Erhaltung der Bewegung des Schwerpunktes und der 
Flichenriiume in Kraft sind, auf die Integration von nur 2(m— 6) ge- 
woéhnlichen Differentialgleichungen erster Ordnung und auf Quadraturen 
reduziert werden kann. 

Dem Gesagten zufolge muB das Problem, das den Gegenstand vor- 
liegender Untersuchungen bildet, d. h. das Problem der Bewegung von 
vier Massenpunkten unter dem Einflusse von inneren Kriften sich auf 
die Integration von zwélf Differentialgleichungen erster Ordnung und auf 
Quadraturen zuriickfihren lassen. Und in der Tat hat auch H. A. Seydler*), 
indem er die beriihmte, von Lagrange**) auf das Dreikérperproblem an- 
gewandte Methode etwas verallgemeinert, Differentialgleichungen solcher 
Art und von solcher Anzahl fiir das in Rede stehende Problem her- 
geleitet. 


*) Seydler, Auxdehnung der Lagrangeschen Behandlung des Dreikérperproblems 
auf das Vierkérperproblem. Abhandlungen der math.-naturw. Klasse der k. béhmischen 
Gesellschaft der Wissensch. VII. Folge. Bd. I. 1886. 

**) Lagrange, Essai sur le probléme des trois corps. Oeuvres t. VI. 
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Sieht man von dem wohlbekannten Falle ab, wenn die Kraft, die 
zwischen zweien der Massenpunkte wirkt, dem Produkte aus den Massen 
der Punkte in ihre Entfernung direkt proportional ist, so ist es bis heute 
nicht gelungen, eine allgemeine Lésung des erwiihnten Problems selbst 
bei spezieller Form der Kraftefunktion aufzufinden. 

Was nun die partikuliren Lésungen des Problems anbelangt, so sind 
hier die von H. Sludski und Hoppe*) gegebenen zwei Fille, die eine 
Ausdehnung der bekannten Laplaceschen**) Lisungen des Dreikérper- 
problems bilden, anzufiihren. Eine weitere Verallgemeinerung der Laplace- 
schen Lésung fiir das Vierkérperproblem ist von H. Lehmann-Filhés**) 
erzielt worden. 

Alle diese speziellen Fille werden in der vorliegenden Abhandlung 
als bekannt angesehen, und im Texte soll ihrer nicht weiter Erwaihnung 
getan werden. 

Die vorliegende Arbeit zerfillt in drei Teile. In Kap. 1 werden die 
zwolf Gleichungen aufgestellt, nach deren Integration die in Rede stehende 
Aufgabe durch Quadraturen gelést wird. Eine Anwendung der allgemeinen 
Formeln wird auf den Fall gemacht, wenn die Massen dreier der Punkte 
M,, M,, M,, M, emander gleich sind: 


m, = My = Ms. 


Es wird nachgewiesen, daB dann das Punktsystem so in Bewegung 
gebracht werden kann, daB die Punkte mit gleichen Massen in jedem 
Momente der Bewegung in den Scheiteln eines gleichseitigen Dreiecks 
liegen. Der vierte Punkt bewegt sich liings der Senkrechten zur Dreiecks- 
ebene, die durch den Schwerpunkt des Dreiecks hindurchgeht. Die Dreiecks- 
ebene bleibt der invariabelen Ebene parallel, und das Dreieck dreht sich 
in seiner Ebene um seinen Schwerpunkt mit einer Winkelgeschwindigkeit, 
die dem Quadrate der augenblicklichen Entfernung des Scheitels des 
Dreiecks vom Rotationszentrum umgekehrt proportional ist. 

Ist die Kraft, die zwischen je zweien der Massenpunkte wirkt, dem 
Kubus der Entfernung der Punkte umgekehrt proportional, so ist das 
Problem durch Quadraturen auflésbar. 

Es mége hier noch erwihnt werden, obgleich im folgenden nicht 
weiter darauf eingegangen wird, daB der eben angefiihrte spezielle Fall 


*) Sludski, Zur Aufgabe iiber die Bewegung eines Systems freier materieller 
Punkte. Zeitschr. der Moskauer Math. Gesellschaft. IX. 1878; Hoppe, Erweiterung 


der bekannten Speziallésung des Dreikérperproblems. Grunerts Archiv der Math. und 
Phys. 64. 1879. 


**) Laplace, Mécanique céleste, 1. X, ch. VL. 
***) Lehmann-Filhés, (ber zwei Falle des Vielkérperproblems. Astron. Nachr. 
127. 1891. 
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leicht auf das x-Kérperproblem ausgedebnt werden kann. Die drei Punkte 
mit gleichen Massen liegen wieder in den Scheiteln eines gleichseitigen 
Dreiecks, und die tibrigen Punkte des Systems bewegen sich auf der 
Senkrechten zur Dreiecksebene durch den Schwerpunkt des Dreiecks. 
Ist » =5 und auSerdem 


nm, = Ms, 

so kénnen die Punkte M, und M, stets symmetrisch zur Dreiecksebene 
zu liegen kommen. Bei n= und wieder m, =m, ist eine solche Be- 
wegung des Punktsystems méglich, bei welcher die Punkte M, und M, 
symmetrisch zur Dreiecksebene bleiben, wihrend der Punkt M, mit dem 
Schwerpunkte des Dreiecks zusammenfillt. In allen diesen Fallen reduziert 
sich das Problem auf Quadraturen, wenn die Kriifte dem Kubus der Ent- 
fernung umgekehrt proportional sind. 

Die hier angefiihrten partikuliren Lisungen des Vielkérperproblems 
kénnen zur Illustration des beriihmten Jacobischen Satzes iiber den letzten 
Multiplikator dienen. 

In Kap. Il wird der Fall diskutiert, wenn die drei Konstanten der 
Flachenintegrale gleich Null sind. Das allgemeine Problem zerfallt dann 
in zwei selbstiindige, nacheinander zu lésende Probleme. Zuerst wird die 
Deformation der Pyramide M,M,M,M,, in deren Scheiteln die Massen- 
punkte liegen, gesucht. Zur Lisung dieser Aufgabe miissen fiinf Differential- 
gleichungen zweiter Ordnung, die fiinf Kantenlingen der Pyramide durch 
die sechste bestimmen, integriert werden. Darnach wird die Bewegung 
dieser Pyramide im Raume gesucht. Diese Aufgabe fiihrt zu einer 
Riccatischen Differentialgleichung : 

49 _ yf, (0) + yfe(2) + f(@). 

Die Formeln dieses Kapitels werden auf den Fail angewandt, wenn die 
Massen der Punkte einander gleich sind. Das Punktsystem kann dann so in 
Bewegung gebracht werden, daB je zwei gegentiberliegende Kanten der 
Pyramide M, M, M, M, einander gleich bleiben. Sind auBerdem die Dreiecke, 
die die Seiten der Pyramide bilden, gleichschenklig, so ist das Problem fiir 
Kriifte von der oben angefiihrten speziellen Art durch Quadraturen lésbar. 

Endlich in Kap. III wird der Fall untersucht, wenn die vier Massen- 
punkte in jedem Momente der Bewegung in einer Ebene liegen. Die 
Aufgabe hiingt von der Integration eines Systems von fiinf Differential- 
gleichungen zweiter Ordnung ab. Sind die Massen zweier Punkte ein- 
ander gleich, so kann das Punktsystem so in Bewegung gebracht werden, 
daB die Entfernung der Punkte mit gleichen Massen von der Geraden, 
die die beiden anderen Punkte verbindet, senkrecht geschnitten und halbiert 
wird. Die Ebene der Punkte dreht sich um die erwihnte Gerade mit 
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einer Winkelgeschwindigkeit, die dem Quadrate der Entfernung der 
Punkte mit gleichen Massen umgekehrt proportional ist. Sind die Massen 
der beiden anderen Punkte auch einander gleich, so laB®t sich auch hier 
eine partikulire Lésung des Problems fiir Kriifte, die dem Kubus der 
Entfernung umgekehrt proportional sind, aufstellen. 

Dieser spezielle Fall kann auch auf das n-Kérperproblem ausgedehnt 
werden. Sind die Massen von 2p Punkten des materiellen Systems ein- 
ander gleich, so kann das System sich so bewegen, daB die Punkte mit 
gleichen Massen in jedem Momente der Bewegung in den Scheiteln eines 
regelmaBigen 2p-Ecks liegen. Die iibrigen Punkte des Systems bewegen 
sich lings der Senkrechten zur Ebene des 2p-Ecks, die durch seinen 
Schwerpunkt hindurchgeht. Hier sind ahnliche Fille, wie oben in bezug 
auf das gleichseitige Dreieck, zu unterscheiden. 

Zam SchluB mége noch bemerkt werden, daB im folgenden das Ver- 
hiltnis der Massen der Punkte zueinander stets endlich angenommen 
wird. Es werden also die Fille, die in der Literatur zu so manchen 
interessanten Untersuchungen gefiihrt haben, wenn die Massen einiger 
der Punkte als unendlich groB8 oder unendlich klein im Verhiiltnis zu den 
Massen der iibrigen angenommen werden, hier nicht in Betracht gezogen. 

In der vorliegenden, zumeist recht kurz gefaBten, Arbeit wird bei 
der Diskussion der partikuliren Lésungen nur nachgewiesen, wie die 
betreffende Aufgabe auf Quadraturen zuriickgefiihrt werden kann. Aus- 
fiihrlicher werden diese speziellen Fille in einer gréBeren Arbeit behandelt 
werden, die woh! noch im Laufe des niichsten Jahres in russischer Sprache 
in den Kiewer Universitits-Nachrichten erscheinen wird. 


I. 


1. Es mégen m,, m,, m,, m, die Massen von vier materiellen 
Punkten M,, M,, M,, M, sein, die nur inneren Kriften unterworfen 
sind, und U die Kriftefunktion bedeuten. Wir bezeichnen mit 2;,, y,, 2; 
(i= 1,2,3) die rechtwinkligen Koordinaten der Punkte M,, M,, M, 
in bezug auf ein Koordinatensystem, das zum Ursprung den Punkt M, 
hat und dessen Achsen im Raume invariabele Richtungen haben. U ist 
eine Funktion der Verinderlichen z, y, z. 

Wenn der Schwerpunkt 0 des Punktsystems M,, M,, M,, M, im 
Anfangsmoment in Ruhe war*), so ist, den Integralen von der Erhaltung 


*) Sind die Anfangsbedingungen anders gegeben, so bleiben die weiter unten 
folgenden Betrachtungen in Kraft, beziehen sich aber nicht auf den Raum, sondern 
auf ein Koordinatensystem Of, das zum Ursprung den Schwerpunkt O hat und 
dessen Achsen im Raume unveriinderliche Richtungen haben. Der Punkt O bewegt 
sich, wie bekannt, geradlinig und gleichférmig. 
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der Bewegung des Schwerpunktes gemiB, die Geschwindigkeit des 
Punktes M, der relativen Geschwindigkeit des Schwerpunktes 0 in bezug 
auf das System M,ryz gleich und entgegengesetzt. Bezeichnen wir also 
mit M die Masse des Punktsystems: 


(1) M = m, + m, + m, + m, 


so sind die Projektionen der Geschwindigkeit des Punktes M, auf die 
Koordinatenachsen 


i=3 i=3 
. 1 ’ 1 , 1 , 
(2) - xz> m,255 — m9,5 — z> m4; - 
éi=1 i=i 


Die Geschwindigkeit des Punktes M, setzt sich aus der relativen Ge- 
schwindigkeit dieses Punktes in bezug auf das Koordinatensystem M,ryz 
und der Geschwindigkeit des Koordinatenursprunges zusammen, so dab 
die Projektionen der Geschwindigkeit des Punktes M, gleich 


i=3 i=3 i= 

« a? 1 . , 1 r.. ’ 1 , 

(3) 4 — iy > m2; UN > O95 5 — > m2; 
i=1 i=! i=l 


sind. Die Projektionen der Geschwindigkeiten der Punkte M, und M, 
findet man aus den Ausdriicken (3) durch Vertauschung der Indizes 1, 2, 3 
ineinander. 

Mit Hilfe von (2) und (3) laBt sich leicht die lebendige Kraft 7’ 
des Punktsystems berechnen: 


" 
oe 


i 


" 
~ 


(4) 2T=m, (1 - st) (a? + y,* + 2,7) + m, (1 = a) (x_* + y2* + 4) 


+ ms (1 > a) (a5 + ys? + 25”) 
—3 — (ay Xs +Ye Ys +4 23) —2 mr (as! y+ Ys Yy' + 2s 2’) 
<2 iF? (ay my + 9h’ Ya’ +H Hy). 
Die Differentialgleichungen der Bewegung des Punktsystems haben, wie 
bekannt, die Form: 
d (oT aU d (oT eU. 4d (éT aU . 
©) ale) ea,3 delay) oy, alae) ~ Gs, E128). 
Hat man aus diesen Gleichungen die Koordinaten 2, y, z als Funktionen 
der Zeit ¢ gefunden, so bestimmt man die Bewegung des Koordinaten- 
systems M,ryz im Raume mit Hilfe der Integrale, die die Erhaltung 
der Bewegung des Schwerpunktes ausdriicken, wie bekannt, ohne jegliche 


Integration. 
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Vier Integrale der Gleichungen (5), das Integral der lebendigen Kraft 
und drei Fliachenintegrale, lassen sich sofort hinschreiben. 
Das Integral der lebendigen Kraft gibt 


(6) T=—U+h, 


wo A eine Konstante bedeutet. 


Um die Flachenintegrale zu erhalten, bemerken wir, daB die Aus- 
driicke (3) mit Hilfe von (4) sich so darstellen lassen: 


, oF 1 eT $ oF 
(7) 5 3 —s 
m, OX, m, OY, m, C2, 


Das Moment in bezug auf die z-Achse des Vektors der Bewegungs- 
gréBe des Punktes M, ist also gleich 
ara 


7" 4 ; 
% Oz, 1 Oy,’ 


so daB die Flachenintegrale liefern: 


i=3 i=3 


© Ses-ai-a Sesr-a2)—2 


j=1 i=1 


oT ar 
2 (* a9 7 az’) wf, 
wo A, B, U Konstante sind. 

Da das gegebene Punktsystem nur inneren Kriiften unterworfen ist, 
so hingt U nur von den sechs Entfernungen der Punkte voneinander 
ab. Diese Entfernungen sollen mit 9,, 0,, @3, 7), %, 7 bezeichnet 
werden, wobei 9,, 0, @, die Entfernungen der Punkte M,, M,, M, von 
M, und r,, 7,, 7; die Entfernungen der Punkte M, und M,, M, und M,, 
M, und M, bedeuten: 


(9) @% =a? +y'+2,? usw. 1,7 = (a, — 25)? + (¥g—Yy)? + (4, —45)* usw. 
Zumeist werden wir voraussetzen, daB die Kraft, die zwischen je zweien 
der gegebenen Punkte wirkt, dem Produkte der Massen der betreffenden 
Punkte in irgend eine Potenz ihrer Entfernung proportional ist. Dann ist 
(102) U= FF i Lm, (m, Q,*** + m,Q.'t! + msQg't*) + mgm, r,t? 


~ k+1 k+1 
+ MM, 1, + m,m,r,***), 


wo k eine positive oder negative Zahl und « ein von den Massen der 
Punkte unabhingiger konstanter Faktor sind. 
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In den Bewegungsgleichungen (5) ist natiirlich 


0U OU « 0U a—-Z, oU2,—2 
(11) — = —> os -3 3 45 ee e; 
1 Or @% ": "s Ovs "s 
eU =@Ue@ oU 2,— OU %— 
a oe oe of ek SS ey 
Ox, COs Ce ors % er, r, 


zu setzen. 

2. In die Bewegungsgleichungen (5) wollen wir statt der neun 
Koordinaten x, y, ¢ neue Variabele einfiihren. Zu diesen wiahlen wir die 
sechs GréBen 9 und r (9) und drei Verinderliche 9,, g,, 9, die mit 
den Koordinaten x, y, z durch die Differentialgleichungen 
(12) P= Uy Ls + Yas + #45 — LyX,’ — Yup — 25%, USW. 
verbunden sein mégen.*) 

Durch Differentiation nach der Zeit ¢ erhilt man aus (9): 

O10) = 1%, + 9,4, + 2,4, USW. 
(13) ' at gt 
147, = (Ly—4) (%y'— 25’) + (Ye—Ys) (Yo —Ys ) + (4o—45) (49 — 43) USW- 
Stellt man nun mit Hilfe von (12) und (13) drei Systeme von je drei 
Gleichungen, wie z. B. 
: 0101) = HX + WM + 415 
2 (0101 + 20s — 15% — Ps) = UX + UyMy + 2%’; 


1 , , , r , , , 
ry (030s + 0101 —"2%2 + Px) = U2, +54: + 454, 
zusammen, so bestimmt man leicht die Derivierten 2’, y', 2’: 


A: &,' = (Yo4y— Zs) 0101 + (Ys#i— 454s) Ms + (Yi42— 41 Ye) My’ SW. 
(14) A a4’ = (Yg%5— ZY) My + (Ye4i— 4591) O22 + (Yi4e—%, Ye) V; USW. 

A - 5’ = (Yg23— 24s) Us + (Ys%i— 251) My + (Yi%2— 2142) Ops USW. 
Hier bezeichnet A das sechsfache Volumen der Pyramide, deren Scheitel 


in den Punkten M,, M,, M,, M, liegen.**) AuBerdem sind der Kiirze 
wegen folgende Bezeichnungen eingefiihrt: 
(15) 202 + 0503 — 7: +O, = 20," usw. 

- 020s + 0505 — 117; — 9 = 20, usw. 
*) Die Aufgabe, in die dynamischen Gleichungen neue Variabele einzufiihren, 
die mit den urspriinglichen durch Differentialgleichungen verbunden sind, ist in 
letzter Zeit schon recht hiufig behandelt worden. Ausfiihrlicheres tiber diese Auf- 
gabe, wie auch iiber die betreffende Literatur findet man in meinem Vortrage 
Uber eine Transformation der Gleichungen der Dynamik“ (Protokolle der Kiewer 
physiko-mathematischen Gesellschaft aus dem Jahre 1900) oder auch in der neueren 
Abhandlung von G. Hamel, Uber die virtuellen Verschiebungen in der Mechanik 
(Math. Annalen Bd. 59. 1904). 


**) Wir setzen A von Null verschieden voraus. Der Fall A = 0 soll weiter 
unten selbstiindig behandelt werden. 
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Setzt man aus den Formeln (14) in den Ausdruck (4) fiir die lebendige 
Kraft des Punktsystems ein, so wird 7 zu einer homogenen Funktion 
zweiten Grades 0 der GréBen 9’, r’, g’. 

Bezeichnen wir ferner: 


(16) A?- ky = (Yg43— 2295)” + (44% 3— %q25)* + (Ze ¥g—Ya%q)* usw. 
(17) A?- hy = (Yg4, — 459;) (Yr 42 — 41.2) + (45%, — 1521) (4, %,—2y 2) 
+ (%3Y¥,— Y5%) (1 Y2—91 2%) USW., 
so erhalten wir aus (14): 
Hy? + y,? + 2% = ky 0,7 0,7 + kyvy? + kyu? + 2h vg uy’ + Zhyu,’e, 0, 
+ 2h,0,0,'0; usw. 
Ty! Xy + Yy Yy + By By = Ky uy vy’ + kyQe Qs uy + hy’ O55 
+ hy (O0s' Os Gs + Uy! ty’) + lag (04! Uy + tty’ O5.05°) + hey (Uy’ My’ + OyQ.' Us’) uSW., 
so daB (4) ergibt: 
(18) 20 = k,(m, 0,70, 7 + mu, + mv"? — MQ,*) 
+ kg (my 047 Q37+ msu,?+ m,v,*— MQ,’) 
+ k,(m, 0,20, 7+ m,u,?+ m,v,2— MQ,?) 
+ Zh, (my, uy V5’ + y0.0o' v;' + M0; 0;'U,' — MQ,Q,) 
+ 2h (myus'0,' + M0305 Vy + mM, 0,0,'Uy’ — MQ,2,) 
+ Zh (amg u,v," + M10, 0; Us’ + My0y0y Ms — M2Q,Q.), 
wo zeitweilig 
(19) M, 0,0; + Matt,’ + mv,’ = MQ, usw. 
gesetzt ist. 


Die Koeffizienten k und h, die in (18) eingehen, lassen sich leicht 
durch die GréBen g und r (9) ausdriicken. Nach (16), (17) und (9) ist: 


A*- ky = 03° @3?— j (0:7+ @5°—17,°)? usw. 
(20) ‘ , 
A*-h, = = (es’+ @:°— 13") (0,:°+ @2?— 15") — 2 0:7(02°+0;°—1;") usw., 


wobei nach einer bekannten Formel fiir das Volumen einer Pyramide, 
deren Kanten die Langen 9,, 0, 03, 7, 2, 7; haben, 


(21) A*= 9,29,%05? + ~ (0.?+ @5°— 11") (0s? + @1°— 12") (0:2 + 02? — 75") 
4 
1 1 
a 017(@:°+ @;7— 7," — 4 02"(03"+ @,°—1,")* 


7" ; 03"(0,°+ 03°— 175") 


ist. 
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Die Gleichung (18) gibt also nach (15) und (19): 
(22) T = 0(0;, %5 05%) %)- 

Um die Differentialgleichungen, die die Variabelen 9, r, pm als 
Funktionen von ¢ bestimmen, aufzustellen, fiihren wir die Variationen 
der GréBen gp (12) ein: 

(23) dq, = 2,02, + ¥,dy, + 2,52, — 1,02, — ys dy, — 2,02, usw. 


und bestimmen*) die Differenzen 


, i 
dg’ — = bg. 
Aus (12) und (23) findet man: 


: 2 26 : 
99 — qIA= 2(a, 0a,—2, 02, +--+). 


Setzt man in diese Gleichung aus (14) und aus den entsprechenden 
Formeln: 
K-52, = (Yn%3— 24s) 01901 + (Ys#1 — 251) 9s + (Yi2e— 2, Yq) IU, USW., 
wo nach (15) 
(24) 02902 + 0390;— 797, + Og, = 2du, usw. 
0,90, + 0,90,— 7,07, —dO9,—20v, usw. 
ist, ein, so erhalt man: 


, d , , f , , 
(25) dg, — qi ove 2K, (v4'd Uy — Uy Ovy) + Zhe (Uy O24 3 — 0202 Fu) 


+ 2ks (e305 5v,—v;' 0595) 
+ 2h, (050s 029 Os — 0202 03905+ U4, Ov, —v,'du,) 
+ 2hy(vy' dv, — v,' OU, + Q503 FUs— Us 059 Qs) 
+ Zhg(u,’ duty — us bu, + Vy 025 0g— O20y 9%). 
Durch Vertauschung der Indizes 1, 2, 3 bekommt man hieraus die 
Gleichungen zur Bestimmung der Differenzen 
, @  - 
993 — 7,992; 99s — G4 99s: 


Nun wenden wir die bekannte Formel 
te 
{(60+60) at=0 
4 


*) Vergl. unseren oben erwihnten Vortrag oder auch die Abhandlung von 
K. Heun, Die Bedeutung des D’Alembertschen Prinzipes fiir starre Systeme und 
Gelenkmechanismen (Archiv fiir Math. und Phys. III. 2. 1902. § 17). 
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an. Durch partielle Integration liBt sich die Funktion unter dem Integral- 
zeichen so schreiben: 


i=3 
d/(00\. d/e0\.. d (00\ , ee U) a 
> |- alge) 2 Gilar:) °"— ae (sq) 8% + da,+- or, 
i=l 
» , d 
+ be ° ~~ at t»)]: 
Mit Hilfe von (25) und (24) wird dieser Ausdruck zu einer linearen 


Funktion der Variationen do, dr, dg. Setzt man nun die Koeffizienten 
dieser Variationen gleich Null, so erhilt man folgende neun Gleichungen: 





Ch) 6e U) ee : ee 
ni (ge ) =" i = :(B.—") 557 — 9,(28,+ 7+ a@,— a,) 39,’ 
/ 20 
+ 0,(27,+ Bs + @— ens usw. 
(26) 3 20 ae+U) _. 20 50 
x (Ge ) wie ia aie dei —r,B, 5 +s de,’ usw. 
a (00 fos 
dt (eq.) = — (a+ as) ie + By ~ a9,’ + 7s dq,’ Ww 


wo die «a, B, y lineare Funktionen der GréBen 0’, r’, gm’, deren Koeffi- 
zienten von g und r abhiingen, bezeichnen; 


en * = 0,0," + hgtty’ + hyv, usw.; 8, = kv,’ + hyos05'+ hy u,’ usw.; 
= kus’ + gv,’ + hyQyQ_° usw. 


Aus diesen Formeln sind die Variabelen u’ und v' mit Hilfe von (15) zu 
eliminieren. 

Die Gleichungen (26) bestimmen die Veriinderlichen g, r, g als 
Funktionen der Zeit. Diese Gleichungen sind in bezug auf die GréBen @ 
und r von der zweiten, in bezug auf die Variabelen gm’ von der ersten 
Ordnung. 

Zwei Integrale des Systems (26) lassen sich sofort angeben. Das 
Integral der lebendigen Kraft gibt: 


(28) ©=U+h, 


wo h eine Konstante bezeichnet. 
Um das andere Integral zu erhalten, benutzen wir die Flachen- 
integrale (8). Den Formeln (12) und (13) gemaB ist: 


de t,— ce 698 


oT 00 « +A — 2, 
(29) Oa,’ = , > + = “3 oe, 


a, ; , Z Usw. 
i @: Or, tr; 's Og: . . 


so daB 
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aT ar _—s 1 «0 


co see tees gan 
" 3:, 1 dy, ry Or, Y1%s— “1s 1, Ot, 


~7 (Ys49 — #,¥s) 
09 69 
+ oq.’ (143 — 41%) — oo, (Y1%2 — 41 Ye) 
wird. Setzt man hieraus in die Flichenintegrale (8) ein, so erhilt man: 
. he) A=) 08 1 
(30) (¥3%2 — #342) g,’ +(%123— 14s) 3,’ + (Y2#:— #2%) de,’ = A usw., 


oder, indem man diese Gleichungen quadriert und sodann addiert, nach 
(16) und (17): 


(81) Ii (Zr) + (zor) + Bs (Sqr) +2 Say’ Bey’ t he Soy Bey 


: CP: CPs 269, Oo, 
@ @0  A*4+ B40? 
+ 2h, og, =" rv ie 


Wenn man zwei der Gleichungen (26) durch die Integrale (28) und 
(31) ersetzt und aus dem’neuen System von Differentialgleichungen dt 
und, z. B., g, eliminiert, so bekommt man sieben Differentialgleichungen, 
die sieben der Variabelen 9, r, gm’ durch die achte bestimmen. Nur finf 
von diesen Gleichungen werden zweiter Ordnung sein. Wir kinnen also 
sagen, dap das Problem der Bewegung von vier Massenpunkten, die nur 
inneren Kriiften unterworfen sind, auf die Integration von zwilf simultanen 
Differentialgleichungen erster Ordnung reduziert ist. 

Wenn die Kriftefunktion U, wie z. B. in (10), eine homogene Funk- 
tion (k+1)*" Grades von den Variabelen @ und r ist, so kann es oft vor- 
teilhaft sein, eine der Gleichungen (26) durch folgerde von Jacobi*) ge- 
gebene Gleichung zu ersetzen: 


(32) La [m,(m, Q,° + my Q,” + m,0,”) + m,mgr,® + mm, 7,7 + m,m,7,"] 
= 2M[(3 +k) U + 2h]. 


Sind aus (26) die Variabelen 9, 7, g als Funktionen der Zeit be- 
stimmt, so findet man die Koordinaten z, y, z der Punkte M,, M,, M, 
ohne Schwierigkeit. 

Durch geeignete Wahl der Richtung der Koordinatenachse M,z kann 
man es stets erreichen, daB zwei der Konstanten A, B, C der Flichen- 
integrale gleich Null werden. Es mégen 


A=B=0 


sein. ( wollen wir von Null verschieden voraussetzen.**) 
*) Jacobi, Vorlesungen iiber Dynamik, Vorl. IV. 
**) Der Fall A = B = C = 0 wird weiter unten fiir sich behandelt. 
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Multipliziert man (30) mit z,, y,, 2,, wo i 1, 2 oder 3 bedeutet, und 
addiert, so wird 
(33) ~£2 mig, 6=1,85 
Cg; 2 i a.) . 
Diese Formeln bestimmen die Koordinaten z der Punkte M,, M,, M,. 
Wir fithren nun Polarkoordinaten ein: 
£,= R,cos#;; y, = R,sin4,. 
Die GréBen R, und die Differenzen #,— @, findet man ohne Integra- 
tion aus den Formeln: 
(34) Ri =—07—23; 2K, R,cos(#,—#,)—e,?+0,?—1r,?—22,2, usw. 
Man hat also nur noch irgend eine von den Variabelen #, zu be- 
stimmen. Fiihrt man in die Gleichung (12) und (13) 
2(a_%s’ + Yas + 22%5') = 0202 + 0503 — 1% + Oi’ 
Polarkoordinaten ein, so wird 
2(|R, RB,’ cos (#, — 4) + R, R, sin (@, - 85)85 + 2,45'] 


= 0202 + 0303 —%% + V1; 
so dab 


"+ @s@s' — 1%, +9, — 24,2, — 2 R, R,’ ops (#, — 8) 
(35) 9s = fos tee FR, R, sin ( @, —— = * dt + const. 





wird. 

Die Integration des Systems (26) fiihrt 15 Konstanten ein. Uber 
zwei Konstanten, A und B, haben wir durch die Wahl der Richtung der 
z-Achse bestimmte Verfiigungen getroffen. Die Quadratur (35) gibt noch 
eine Konstante. Es werden also, wie auch zu erwarten war, die Funk- 
tionen, die die Koordinaten 2, y, 2 der Punkte M,, M,, M, durch die 
Zeit bestimmen, 18 willkirliche Konstanten enthalten. 

2. Wir wollen nun den speziellen Fall, wenn drei der Punkte M,, 
M,, M,, M, gleiche Massen haben, ins Auge fassen. Es sei 


(36) m=—m=—m=—1; m=—m; M=3+m. 

Es fallt nicht schwer nachzuweisen, daB dann die Bewegungsglei- 
chungen (26) das System partikulirer Integrale 
87) A= N= A-“n=-“G=y, 
wo @, 7, » noch zu bestimmende Funktionen der Zeit bezeichnen, zu- 
lassen. 

Aus (20) und (21) findet man: 


1 2e?—r’ 
r? 39?—?r 


=" (39%—r’); k, by =k, = 1 4e°—?r* —r* i os Rew Kiet 


r? 3e? bo? — r?? 
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Die Formeln (27) geben nach (15): 


rFee + (2e*— rrr’ ee —e'rr’ ] 
ym gs Bo? — Fr) ; Bj =h,= vi r*(8e?—r}) 5 





A-R? R= ies * +% 
Bezeichnet man mit ©, das Resultat der Einsetvung aus (37) und (36) 
in die Formel (18) fiir 90, so ist augenscheinlich: 
20 _ 100. 20 _ 1 20, 
de, 8 Oe’ be, 8 Ge 
Von der Kraftefunktion U wollen wir auch voraussetzen, dab 
eU 10U,, @U_ 1 OU, 


00; m9 3 de ? ar, 7 3 Or? 
wo U, in bezug auf U dieselbe Bedeutung hat, wie 0, in bezug auf 0. 
Setzt man aus den gefundenen Formeln in die Bewegungsglei- 


chungen (26) ein, so erhilt man nur drei voneinander verschiedene Glei- 


usw. 


chungen: 
d@ (0%) _0@,+U,). d (00) _2@,+U,) , 2 00, , 
(38) dt (5) Ge > dt (FF +)= Or > og’ ? 3 
i d a) ee Y’ 
dt Ge <i r 0g ’ 


die die drei Variabelen o, r, m’ als Funktionen der Zeit bestimmen. 

Die letzte der Gleichungen (38) gibt nach Integration das Integral 
(31) fir den in Rede stehenden speziellen Fall: 

_ V3(4? + z oe eB 
é ’ 

Nun ist aber die Funktion 0,, die aus (18) leicht zu berechnen ist, 

gleich: ‘ 
8ee —rr , 3, 
20,=— 5 ' yaar +r? +59", 

so daB dem aufgefundenen Integrale gemiB: 


, A*+ B*+ C? , 
@ -/ = — — = const. = @, . 
Bezeichnen wir jetzt 
3 @,'? 3 g,* 
Q—-F% =O; U- 5% — Uy, 


3 6 


so kénnen die Differentialgleichungen, die g und r bestimmen, so ge- 
schrieben werden: 


4 (29). a0, + Us), 2 @%) 2 + 0) 
r 


t \de Ge or’ 














| 








400 P. Woronertz. 





Statt der Variabelen o fiihren wir eine neue §€ ein: 


f= V™ V3e"— r*. 
20,— £2 +r 


und die Differentialgleichungen transformieren sich in solche: 


yr OUs, yn _ 00, 


of? er? 


* Dann wird 


wo U, durch r und € auszudriicken ist. 

Diese Formeln fallen mit den Gleichungen der Bewegung eines mate- 
riellen Punktes in einer Ebene zusammen, wenn die Masse des Punktes 
gleich Eins ist, seine rechtwinkligen Cartesischen Koordinaten mit € und 
r bezeichnet sind und U, die Kriftefunktion bedeutet. 

Ist die Kraft, die zwischen den Punkten M, und M, wirkt, dem 
Kubus der Entfernung M,M, umgekehrt proportional, d. h. ist in (10) 

k=——3, 
so ist unser Problem leicht in Quadraturen auflésbar. 
Die Jacobische Gleichung (32) gibt dann das Integral: 
M(& + r*) = 2 Mh + 2at + d, 
wo a und } willkiirliche Konstanten sind, und das Integral der lebendigen 
Kraft nimmt die Form 


, « 3m* 7) € 
C849? ——3e(sr ta ts) — B+ 2h 


an. Eliminiert man aus diesen zwei Gleichungen eine der Variabelen, so 
erhalt man eine Differentialgleichung erster Ordnung zur Bestimmung der 
anderen Variabelen. Diese Gleichung mu der Jacobischen Theorie des 
letzten Multiplikators zufolge zu Quadraturen fihren. 
Sehr rasch kommt man ans Ziel durch Einfiihrung neuer Verinder- 
lichen: 
f=y-cosy; r= yz-siny. 
Dann hat man: 
My? = 2 Mh + 2at + bd; 


, ’ ‘ 3m? Sat 
Fx" + Fo"— =< Ss (srcsare + msin?y + a) — 3 in ty ; + 2hy 
= F(¥) + 2hz’, 
woraus nach Elimination von zy die Quadratur 


Jhb =, a i oF 5 + coms. 
a* 
. M — tw , ah + Sette 





erhalten wird. 
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Sind die GréBen o und r als Funktionen der Zeit bekannt, so macht die 
Bestimmung der Bewegung der Pyramide M,M,M,M, in bezug auf das 
Koordinatensystem M,zyz keine Schwierigkeit. 

Wir wihlen wieder die zy-Ebene parallel der invariabelen Ebene: 


A=B=0. 


Aus den Formeln (33), (34) und (35) bekommen wir dann: 


Lio 2 r 2 


a, — 3,= . %; = VB- ge f % + const 


Die Ebene des Dreiecks M, M, M, bleibt also der invariabelen Ebene 
stets parallel, und die Pyramide M,M,M,M, dreht sich um ihre Hohe 
mit einer Winkelgeschwindigkeit, die dem Quadrate der augenblicklichen 
Entfernung der Punkte M,, M, oder M, von der Rotationsachse um- 
gekehrt proportional ist. 


Il. 


1. Wir gehen jetzt zu dem Falle iiber, daB alle drei Konstanten der 
Flichenintegrale gleich Null sind: 
(39) A=B=C=0. 
Hierbei wollen wir an der Voraussetzung, daB das Pyramidenvolumen 
4 von Null verschieden ist, festhalten. Die Integrale (30) kénnen unter 
diesen Bedingungen durch folgende ersetzt werden: 
9 : 
(40) ja 0 (é=—1, 2,3), 
die natiirlich auch direkt aus den Bewegungsgleichungen (26) sich her- 
leiten lassen. 
Wenn wir voraussetzen, daf aus (40) die gm, bestimmt und in die 
Funktion 90 eingesetzt sind, d. h. wenn 
8 = 7, (0% 7%) 
so ist nach (40): 
eT, 00. @7, @0 


a=; = usw. 
Oe =e? 0; 8; 

Setzen wir hieraus und aus (40) in die Bewegungsgleichungen (26) 
ein, so erhalten wir: 

d (2T, _AT,+U). d(T) aT,+U) ,. Z 

(41) ae Ge) be, 3 ae Gee) oS 2,8) 

Hat man aus diesen Differentialgleichungen die Variabelen g und + als 
Funktionen der Zeit gefunden, so ist damit die Deformation der Pyramide 
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M,M,M,M, bestimmt. Es bleibt also noch iibrig, die Bewegung der 
Pyramide in bezug auf das Koordinatensystem M,xyz aufzufinden. Zu 
diesem Zwecke hat man die Koordinaten x, y, ¢ der Punkte M,, M,, M, 
aus den Formeln (9) und (12) oder aus folgenden, ihnen gleichbedeu- 
tenden: 

(42) ty? + 9? + 2,7 =," usw.; 2(xy25 + Yo¥s + 22%3) = Oy" + Os’ — 7," USW.; 
2 (aX + Yes + #225) = 0202 + 0303 — 717 +, usw. 


zu berechnen, wo die g aus (40) zu bestimmen sind. 

Wir wollen nachweisen, daB diese Aufgabe auf die Integration einer 
Riccatischen Gleichung zuriickgefiibrt werden kann. 

Zu diesem Zwecke fiihren wir statt der neun GréBen x,y,z 15 
neue Variabelen a,, b,, ¢,, 4,, wu; (i= 1, 2,3) ein, von denen wir verlangen 
wollen, daB sie folgenden sechs Bedingungen 
(43) a? +b?+¢7=—1 usw.; a,a,+b,b,+¢¢,=—0 usw. 
geniigen. Die Beziehungen zwischen den Verinderlichen x, y, z und 
a, b, c, 4, w wihlen wir so: 
©, = 0, (A, a, + W, 45) USW.; = O,(A,a, + U,4,) USW.; 

Ty = O3(4,4, + fy) usw. 


(44) 


Setzt man diese Werte fiir die x, y, z in die ersten sechs Gleichungen 
(42) ein und beachtet die Bedingungen (43), so erhilt man: 


2 —s 
(45) 42+ 4,2—1 usw; du, =” + @ =" usw. 
7 2020s 


Diese leicht zu lésenden Gleichungen bestimmen die Gréfen 4 und u. 
Indem man (44) nach der Zeit differentiiert, bekommt man z. B.: 


Wy = Qs (AsG, + sy) + Og (As @, + fy Ay) + Qs (Ag, + H34y’), 
so daB die letzten drei Gleichungen (42) nach (43) ergeben: 


2 Ugd3 020s. +} 2 09 Os ty As" + 20205(— Agug@, + AyAg@ + ts ly Og) 


(46) , , , , 
= 0202 + 0303 — 7171) +, USW., 


wo nach (43) 
(47) zy + baby + CC, = — (a,a,° + byb, + ¢5¢,') = @, usw. 


gesetzt ist. 
Die Determinante 


—Ajus 4,4, Melts 
Msi, — Ast, = Ag A, 
Ayag yp — Ay ly 
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ist nach (45) und (21), wie man sich leicht tiberzeugen kann, 


A? 
na 
also unserer Voraussetzung gemaiB von Null verschieden. Darum lassen 
sich die @ aus (46) bestimmen. 

Nachdem man die Differentialgleichungen (41) integriert und die 
Gleichungen (45) gelést hat, werden also die @ bekannte Funktionen der 
Zeit sein. Nun ist es aber wohl bekannt*), daB die Aufgabe der Be- 
stimmung der GriéBen a, b, ¢ aus den Bedingungen (43) und (47) auf 
die Integration einer Riccatischen Gleichung zuriickgefiihrt werden kann. 

Wir sehen also, daB das Problem der Bewegung von vier Massen- 
punkten unter der Wirkung von inneren Kriften fiir den Fall, daB die 
Konstanten der Flichenintegrale gleich Null sind, in zwei. selbstindige, 
nacheinander zu lésende Probleme zerfiillt. 

Zuerst wird die Deformation der Pyramide, deren Scheitel in den ge- 
gebenen Massenpunkten liegen, gesucht. Dieses Problem lést man durch 
Integration von sechs Differentialgleichungen zweiter Ordnung, die die 
Kantenliingen der Pyramide als Funktionen der Zeit bestimmen. Danach 
stellt man sich die Aufgabe, die Bewegung der verinderlichen Pyramide 
im Raume aufzufinden. Die Lésung dieser Aufgabe hangt von der In- 
tegration einer Riccatischen Gleichung ab. 

Aus den Gleichungen (41) liBt sich noch mit Hilfe des Integrals der 
lebendigen Kraft die Zeit eliminieren. Das neue System von fiinf Diffe- 
rentialgleichungen zweiter Ordnung bestimmt fiinf der Kantenliingen der 
Pyramide M, M,M,M, durch die sechste. 

2. Die sechs Differentialgleichungen zweiter Ordnung (41) wollen 
wir nun durch zwélf Gleichungen erster Ordnung in der kanonischen 
Form ersetzen. 

Wir bezeichnen nach (40) 
eT, ce _ on so 


(48) ee ta" ™ "a 


(= 1, 2, 3); 


dann geniigen die GréBen 2, p, 9, r, wie bekannt, den Gleichungen: 


° dx,  @H. de, 0H. 
dt” de,’ dt dx,? 
(49) dp; OH, dr, _ oH. 
dt Or, dt Op,’ 

(i = 1, 2, 3), 


*) Vergl. z. B. Darboux, Théorie des surfaces, t. I. ch. Il. 
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wo 


i=3 
A= > wei + pei) —%—U=T—-U 


ist, so dab T die lebendige Kraft des gegebenen Punktsystems bedeutet, 
die mit Hilfe von (40) und (48) als homogene Funktion zweiten Grades 
von den GréBen a und p dargestellt ist. 


Diese Funktion T wollen wir jetzt berechnen. 
Aus den Formeln (29) findet man nach (4), (40) und (48): 


oT , i’ , Si P: 1 Ps . . 
ja ™ (2, — a m,2;) >a + 7, —a) +> (a,— %) usw. 


und hieraus nach (1): 
i=3 i=3 


oT m™, —_ Ne a 
; om ot m2, = - * 2 
e éz; M a + “ ” + e, 8 
i=l i=l 
so daB 
, 1 1 1 a, 1 P: 
2, = —) — — -2 —$y7,4+—* (2, — ¢ 
1 & + =) = 0, x, += es t+ %.e@ ° . m, Ty ( . 3) 
1 
Ps St —Z,) usw. 
m, Ts = 


. 7" , , , oT oT 7 . . 
Setzt man nun diese Werte fiir 2’, y’, 2 und 5”? iy fe in die 
evidente Formel: 


i=3 

oT | rae a 

2T = > (5x &, + oy Mi + 557*s) 
i=l 


ein, so erhalt man nach kurzer Rechnung mit Hilfe von (9): 


1 1 1 1 1 5, f2 1 
eT=(S+o)att(te)at(+e)a't+(+o)n 
1 ‘ 2 
+ + m,) Pst + i+ m,) Ps* 
1 2) a 3 2) *3™ 2 1] 
+5, [(e" + Os" — 11") ora + (Os + @1?— 19") st +(e? + @3?— 15") SS 
(50) +2 tnt adhe! ~ (rs? +1, ing hh! (nf bat — 18) 
= ~ (es? +1;? —es*) 7 ais +r" — a) ®|5 . 
= ) Be — o,?) Pp, |% 
+= a [2 + 7; —@,") ' (e,” + 7,7 — 95°) a 


+5 (es? +r? — yp + (@3* + 72° — @,") ral . 


3. Um die in den letzten zwei Paragraphen aufgestellten Formeln auf 
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einen speziellen Fall anzuwenden, wollen wir voraussetzen, daB die Massen 
der Punkte M,, M,, M,, M, einander gleich sind: 
(51) m= mM,=—m,—m,=—1; M—4, 
und daB die Kriaftefunktion U in der Form (10) gegeben ist. Die Funk- 
tion H (50) andert sich dann nicht, wenn man die Variabelen g und z 
durch die Variabelen ry und p mit den entsprechenden Indizes ersetzt, 
und umgekehrt. Daraus ziehen wir den Schluf, daB die Bewegungsglei- 
chungen (49) das System partikulirer Integrale 
(52) =" =p, (i= 1, 2,3) 
zulassen. 

Es ist also eine solche Bewegung des gegebenen Punktsystems M,, 
M,, M,, M, méglich, bei welcher je zwei gegeniiberliegende Kanten der 
Pyramide M, M,M, M, gleiche Linge haben. 

Die Variabelen y und p geniigen im Falle (51) und (52) den Glei- 


chungen: 
dr; _ @0H,, dp;_ _ @H, 


dt dp,’ dt ar; (i= 1, 2,3), 
wo (50) 
1 m a 2 2—r,? : Ci. aD 
. A, = = H=p,* + p,* + ps* + - +i “- Depry +” Ti —* pry 
(8) + n° + 1,*— 15° a (rz+) 4 ret) 4 pet) 
1%. PiP2 ~ 5 +11 2 3 
ist. Diese Gleichungen haben nun die partikuliren Integrale 
(54) Ys 1s; Ps™ Pa» 
und die Variabelen r,, 72, ~,, Py sind aus den Formeln: 
d d 9 Ps 
(55) a = 2p, +2 9 P23 a ra es 2 (», = a Ps) + er,'; 


a - _ P, + (4 - *) Ps} = - > Ps (», - > P:) + er,* 
zu bestimmen. 

Die erhaltenen Gleichungen kénnen in dem Falle, daB die wirkenden 
Krafte dem Kubus der Entfernung umgekehrt proportional sind, leicht in- 
tegriert werden. Doch wollen wir erst nachweisen, wie unter der Vor- 
aussetzung, daB die Gleichungen (55) gelést sind, die Bewegung der 
Pyramide M,M,M,M, in bezug auf das Koordinatensystem M,xyz be- 
stimmt werden kann. Das in § 1 auseinandergesetzte Verfahren gestaltet 
sich im Falle (51), (52), (54) besonders einfach. 

Wir beginnen mit der Bestimmung der GréBen g’ aus den Inte- 
gralen (40) oder, was nach (15) dasselbe ist, aus den Formeln: 

A=) AS) 


— = > UsSW. 
eu, Cv, 
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Dem Ausdrucke (18) fiir © gemiB bekommt man hieraus nach (19): 
ms [ky ty” + hg 3° + hy 0305) — (hg Qy + hg Q, + hy Qs)] 
= my[Kv,' + hy, Qy° + hyus’ — (hy Qs + hyQy + hyQ,)] usw., 


oder, wenn man wieder die Bezeichnungen (27) einfihrt: 


ms [vs = > (m, &, + m, By + Ms 7») | = mM, [Bs “= iu (ms, + m,B, + m, ”s)| 
usw. 

Nun ist aber in unserem Falle (51), (52) und (54) nach (16), (17) 

und (15) 
k, =k, =k, = —h, — 2h,; hg = h,; 

Quy = Qryry — yy + yy Zug = yy) + yy 2s) = 1,7 + Os; 

20, = 277 — 1h — 3 20 = 7,7, — 3 20; = yr,’ — gy. 

Bestimmt man mit Hilfe dieser Formeln aus (27) die GréBen a, B, y 
und setzt dann in die gefundenen Integrale ein, so tiberzeugt man sich 


leicht, daB nach (51) 


—: =P: = 9; =9 
sein miissen. 


Ferner findet man aus (45) 


1 


(56) = = 53 


und dann aus (46) 


—— ee -Vi-2+4, 
As Ms rs y2’ 4s He . 2 r,° 
a, = a, = a, = 0, 


so dab die neun Gréfen a, b, ¢ alle Konstante sind, von denen nach (43) 
drei willkiirlich angenommen werden kénnen. 

Der Punkt M, bewegt sich zufolge (44) lings einer Geraden und die 
Punkte M, und M, beschreiben ebene Kurven, die in den Ebenen 


Z_y + Hab, + 2y¢,= 0; Aya, + yy by + 2,0, = 0 
liegen. 
Bezeichnet man 

Ly Ay + Ygbs + 240, = &; XG, + Ygd, + 240, = Ny, 
so ist nach (44) und (56) 


bi 90s mm Vin — 1 = v0. 


Nach Elimination von ¢ aus diesen Formeln erhialt man die Gleichung 
der Kurve des Punktes M,. : 

Auf ahnliche Weise kann auch die Kurve des Punktes M, bestimmt 
werden. 
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Ist die Kraft, die an den Punkten M; und M; angreift, dem Kubus 

der Entfernung M;M; umgekehrt proportional, d. h. ist in (55) 

k=—3, 

so lassen die Gleichungen (55) auBer dem Integrale der lebendigen Kraft 
p,* + (4— "13) p+ "2 P,P +3 (75+ =) - = , 

noch die beiden folgenden: 
r+ 2r,? = 4(h@ + 2at+b); rp, +2rp,=—ht+a 

zu. Hier bezeichnen a und b willkiirliche Konstanten. 

Das vierte und letzte Integral muB der Jacobischen Theorie des 


letzten Multiplikators zufolge durch Quadraturen sich bestimmen lassen. 
Aus den Formeln (55) leiten wir die Gleichung 


d dr r,?— 2r,? 
ning — (vp, — = »,) 
her und fiihren in den Integralen und in dieser Gleichung die Substitution 
v.. 

r, = Reosg; Pp, = @ COs P — | Sing; 

= : Rsing: p, = : @ sin + © cos 

1; P; Pt ya ( p + 5 c08@) 
aus. Wir erhalten dann: 

wy?) ae 1 4 h , P 

2 (0 + Ja) — intg Rt + 2 Rt (aire + cary) — 3 Be A(hl + 2at+0); 


Ro=ht+a; RS? —2u(1 — ctg*g). 


Indem man hieraus die Variabelen y, @ und FR eliminiert, kommt 
man in der Tat zur Quadratur 


J VFo@ J 20 +2at4b) + Comet, 
wo 
P 1 4 
F (9) “= (1 - etg® 9) [2 (bh a a*) “a ; (re + za¥e) | 
gesetzt ist. 
Il. 


1. Die meisten der in Kap.I und II benutzten Formeln sind unter 
der Voraussetzung, daB das Pyramidenvolumen A von Null verschieden 
ist, hergeleitet worden. Darum muB der Fall, daB die Punkte M,, M,, 
M,, M, in jedem Momente der Bewegung in einer Ebene liegen, ge- 
trennt behandelt werden. 
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Wir fiihren wieder ein Koordinatensystem M,xyz ein, das zum Ur- 
sprung den Punkt M, hat und dessen Achsen im Raume feste Rich- 
tungen haben. 

Indem wir einer Idee von Sylvester*), welche Radau**) mit 
vielem Erfolg fiir das Dreikérperproblem verwertet hat, folgen, betrachten 
wir neben dem Systeme M,xyz ein zweites Koordinatensystem M,én£, 
das denselben Ursprung hat und dessen £y-Ebene mit der Ebene der 
Punkte M,, M,, M,, M, zusammenfillt. Die Schnittlinie der —Ey- und 
xzy-Ebenen wihlen wir zur y-Achse und bezeichnen mit m und wy die 
Winkel zwischen den Ebenen xy und £y und den Ebenen zz und £6. 

Dann hat die Winkelgeschwindigkeit des Systems M,&y{ in bezug 
auf das System M,xyz, wie bekannt, die Projektionen 

—wvsing, 9, Ww cosg. 

Wir bezeichnen ferner mit £,, 7, die Koordinaten des Punktes M, in 
der y-Ebene und mit u,, v,, w,; die Projektionen auf die & 4, ¢-Achsen 
der Geschwindigkeit dieses Punktes in bezug auf das System M,ryz. 
Es ist dann: . 

(57) u= £, — 4,’ cosg; ¥1,=9, +§v'cosg; w,=—— 9,y' sing — Eg’. 

Die lebendige Kraft des Punktsystems laBt sich nach (4) leicht 
durch die GréBen u, v, w ausdriicken: 


2T = m, (1 - +) (u,? + v,? + w,7) + m, (1 — a) (uy? + v,? + w,*) 


+ ms (1 _ ir) (us? + v,? + ww”) 
(58) ms, hi m 
. m m 
ae (Uy u, + vgv, + ww) — 2 7 (Ms) + v30, + we) 
—2 ss (Ut, Uy + 0,U, + Ww, Wy). 


Setzt man hier aus (57) ein, so wird 
T = O(E,, My 5, 1 V's Ps &)- 
Die Kriftefunktion UV hingt nur von den Variabelen —, und 1, ab, 
so daB die Bewegungsgleichungen so geschrieben werden kénnen: 


d (22) = O49), d (s) e(0+ U) 


dt \2é; au § ae)” dea (é = 1, 2, 3); 


ai Fe) -~% av Ge) = 5 


*) Sylvester, On the Motion of a Rigid Body acted on by no external Forces. 
Philosoph. Transact. of the Royal Society of London, vol. 156, 1866, p. 778 

**) Radau, Sur une propriété des systemes qui ont un plan invariable. Liou- 
ville Journ. de Mathém. s. 2. t. XIV, 1869. 
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Wendet man die Flachensiitze auf die ry- und ££-Ebenen an und 
bemerkt, daB 
cos (z,4) = —siny; cos(y,4)—cosy; cos(z,4) = 0 
ist, so bekommt man zwei Fliachenintegrale der Form 
ps = C; so — — Asiny + Beosy, 
wo A, B, C dieselbe Bedeutung haben, wie in (8). 
Die letzte der Bewegungsgleichungen gibt das dritte Integral 
(59) oe ——(Acosy + Bsiny)w. 
Nun ist aber nach (57) 
i=3 i=3 


y 0 - > (iz Gv; — 5a) cosy — >’ oe. 1, SID ; ie a,b 


i= = 


e-- 5 (3 oe) ung SE ns 4,¥ ’ cos 


und nach (58) und (57) 


j=3 


oa = MW, — = a> mw; = (- m4; + i>, m,n) vy’ sing 


j=1 
(- m,é, + i S myé)) v; 
j=1 


folglich erhalt man aus den Integralen: 
i=8 
T oT a bes 
= (é, on —% Fa) cos gm — Ry sin*g — Qy'sing = C; 
i=1 
(60) Qv sin mg + Po’ = Asin YW — Boos y; 
i=3 


oT at,» . ‘ital ws 
> (bi, —% 5) * sing + Ry’ sing cos g + Qu’ g’ cos 


es = (Acosy+ Bsiny)v, 
P= z ae ‘) —S mits * Q=— ic SSS mba 
nd i=1 = 


el 


i=1 


gesetzt ist. 
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Jetzt unterscheiden wir drei Fille. 
Den aufgestellten drei Gleichungen geniigt man, erstens wenn man 
voraussetzt, dab 


w=0; 9g =0; A= B=0; Ses-ak ~.) = const. 


ist. Die Ebene der Punkte M,, M,, M,, M, hat eine im Raume feste 
Richtung und in dieser Ebene gilt der Satz von der Erhaltung der 
Flachenraume. 
Zweitens mége 
vy =0 
und g’ von Null verschieden sein. Man hat dann 
SJ, aT. ar 
(62) > (& i " Fu.) ©8 @ — Qp sing=C; Py’ =—B. 
i=1 
Die Ebene der Punkte M,, M,, M,, M, rotiert um die y-Achse mit 
einer Winkelgeschwindigkeit, die der GréBe P (61) umgekehrt pro- 
portional ist. 
Eliminiert man aus den Bewegungsgleichungen mit Hilfe des zweiten 
Integrals (62) die Derivierte g’, so sind die neuen Bewegungsgleichungen 


(68) Ge) GEO: TG) - Sa 12,8), 
wo nach Routh*) 

0, = 0— By =-0+4 7% 
ist. Da nach (59) 


og cep 
ist, so iindern diese Gleichungen ihre Form nicht, wenn man aus ihnen 
mit Hilfe des ersten Integrals (62) den Winkel » eliminiert. AuBerdem 
kann noch aus den erwihnten Gleichungen mit Hilfe des Integrals der 
lebendigen Kraft 
0,=U+h— Bq’ 

die Zeit eliminiert werden. Das Problem reduziert sich also in diesem 
Falle auf die Integration von finf Differentialgleichungen zweiter Ordnung. 

Sind, drittens, die m und wy’ beide von Null verschieden, so wahlen 
wir die zy-Ebene parallel der invariabelen Ebene: 


A= B=0. 


- Routh, A treatise on the stability of a given state of motion, ch. IV, art. 20. 
London 1877. 
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Aus den Formeln (60) finden wir: 
Qv sing + Pa’ =0; Rw'sing + Og =— Casing; 


i=3 


D> (oe, — Ua) — Ceo, 


i=1 


(@—PR)v'=CP; (PR—@Q)q' = CQsing 


so dab 


wird, 
Auch in diesem Falle lassen sich die GréBen y’, gp’, p aus den Be- 
wegungsgleichungen eliminieren. Bezeichnet man 


oe cp 
0, —_= ie) = Cw = 8 — Q?— =— PR -_ Funkt. (é;, Ni» &/; ")) 


so sind die neuen Bewegungsgleichungen 
£62) = 252, £6%)- 899 Gongs 

Indem man aus diesen Formeln mit Hilfe des Integrals der lebendigen 
at 0, -U+h—Cw 
die Zeit eliminiert, bekommt man auch hier fiinf Differentialgleichungen 
zweiter Ordnung. 

2. Um eine Anwendung der Formeln des vorhergehenden Paragraphen 
zu erhalten, wollen wir etwas ausfiihrlicher auf den zweiten Fall eingehen. 

Die Formeln (57) geben in diesem Falle 

u=F55 B= 1; W=—— Ee, 


so daB nach (58) und (62) 
20, = 20 — 2 Bg’ = m, (1— 5?) (E,'2+0'2) + my (1— FP) (Ey? +09") 


+ Ms (1— W) (5 *-+15°*) — 2 ee (Es Es +%s' Ms ) 


2 + (&,'§,' +13 %') —2" va (&, b+ ts’) +F P 
wird, wo nach ay 


P=F ar (Maks +My Ey +m, &)* — (m,§,? +m, §,? + ms 5") 

ist. 

Die Kraftefunktion nehmen wir in der Form (10) an. 

Nun machen wir die Voraussetzung, daB die Massen zweier der 
Punkte M,, M,, M,, M, einander gleich sind: 

Ms = M,. 

Man iiberzeugt sich leicht, daB unter dieser Bedingung die Bewegungs- 

gleichungen (63) das System partikulirer Integrale 


&£+&=—0; n=; & =—0 
zulassen. 
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Die Integrale (62) geben nach (61) 

C=0; 2m,§,*9' = B. 

Wir sehen also, daB fiir das gegebene Punktsystem eine solche Be- 
wegung miéglich ist, bei welcher die Entfernung zwischen den Punkten 
M, und M, mit gleichen Massen von der Geraden, die die beiden anderen 
Massenpunkte M, und M, verbindet, senkrecht geschnitten und halbiert 
wird. Die Ebene, in der die Massenpunkte liegen, rotiert um die Gerade 
M, M, mit einer Winkelgeschwindigkeit, die dem Quadrate der Entfernung 
M, M, umgekebrt proportional ist. Die Rotationsachse hat eine im Raume 
feste Richtung (senkrecht zur invariabelen Ebene). 

Sind die Massen der Punkte M, und M, auch einander gleich: 

m, =m,=1, 
so lassen die Bewegungsgleichungen (63) das partikuliire Integral 
Ny = 2, 
zu, so daB die Punkte M, und M, in jedem Momente der Bewegung 
symmetrisch zur Geraden M, M, liegen. 

Wenn die Kraft, die an die Punkte M; und M; angreift, dem Kubus 
der Entfernung M;M; umgekehrt proportional ist, so kann unser Problem 
durch Quadraturen gelést werden. 

Das Integral der lebendigen Kraft und die Jacobische Formel (32) 
geben dann: 

2 7 2 2 
mbt mt cee — g (erps tant apy) ths 
m,§,? + 4,2 = ht? + 2at +b, 
wo a, b, h willkiirliche Konstanten sind. Substituieren wir nun 
Vm, = Reos@; 7, = Rsina, 


so wird 
R? = ht? + 2at + b; 
RR? + Ra’? =hR*? — —_ a. (5 4m,° = ES" m,* ) 
4cos*@ 2 \cos*@+m,sin*@ ' 4sin*@ ' 4c0s*@ 
=hR*?— F(o). 
Nach Elimination von R erhilt man die Quadratur 


Sa F() = frezaerye + const 


Kiew, November 1905. 
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Uber meine Modifikationen des Ostwaldschen Prinzips und tber 
den zweiten Hauptsatz der mechanischen Warmetheorie. 


Von 


Mortrz Rérny in Budapest. 


1. Das Ostwaldsche Prinzip wird in der Mechanik von zwei Stand- 
punkten aus betrachtet. Bei dem einen handelt es sich darum, welche 
Konsequenzen aus ihm flieBen, wenn man es dem Wortlaute nach auf- 
faBt. Bei dem anderen geht man davon aus, daB das Prinzip bei wort- 
getreuer Auffassung schon in sehr einfachen Fiillen — z. B. beim hori- 
zontalen Wurf eines schweren freien materiellen Punktes im leeren 
Raum — den Tatsachen widerspricht, und stellt Modifikationen fest, durch 
welche der Widerspruch wegfiallt. 

Herr Fejér vertritt in einer in diesen Annalen, Bd. 61, p. 422—436, 
erschienenen schénen Arbeit den ersten, ich in einem Bd. 59, p. 554—572 
erschienenen Aufsatz den zweiten Standpunkt. 

Im ersten Teil seiner Arbeit beschreibt Herr Fejér die Bewegung eines 
materiellen Punktes in der Ebene, wenn fiir sie das Ostwaldsche Prinzip, 
laut welchem ,,von allen méglichen Energieumwandlungen diejenige er- 
folgt, welche in gegebener Zeit den gréBtméiglichen Umsatz ergibt“, fiir 
eine fest gegebene Zeit bestehen soll. Er zeigt, dab eine solche Be- 
wegung bei beliebig gegebenen Anfangsgeschwindigkeiten und fester Zeit 
nicht méglich ist, und daB die Bewegung, die bei passend gegebenen 
Daten in Ubereinstimmung mit dem Prinzip erfolgt, eine brachistochronale, 
also nur ausnahmsweise die natiirliche ist (pag. 430). 

Im zweiten Teil beantwortet Herr Fejér die speziellere Frage nach den 
Bedingungen, die erforderlich sind und auch geniigen, wenn die Ost- 
waldsche Maximumseigenschaft der Potentialdifferenz in der Bahn eines in 
der Ebene bewegten materiellen Punktes zu jeder Zeit erfiillt sein soll: 
Die durch die Anfangslage gehende Kraftlinie muB eine Gerade und die 
Anfangsgeschwindigheit gleich Null sein oder in die Gerade fallen. Die 
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Bewegung erfolgt eben dieser Kraftlinie entlang und befriedigt die Glei- 
chungen der Mechanik (p. 433). 

Im ersten Teil meiner oben zitierten Arbeit zeige ich, dab das in Rede 
stehende Prinzip dadurch, dab man an Stelle der Energieen ihre mittleren 
Werte in fest gegebener Zeit setzt, in ein dem Hamiltonschen iAqui- 
valentes Prinzip: tibergeht. 

Im zweiten Teil hingegen wird eine Modifikation des Ostwaldschen 
Prinzips gegeben, bei welcher die Energieen selbst, nicht ihre mittleren 
Werte, eine Rolle spielen, bei welcher aber an Stelle der Maximums- 
eigenschaft nur das Verschwinden der Variation der Potentialdifferenz in 
einem engeren Variationsgebiet, wie es das Ostwaldsche ist, gefordert 
wird. Diese Modifikation fiihrt zu einer Verallgemeinerung der Mechanik. 

Von diesem zweiten Teile meiner Arbeit, und hauptsiichlich auch 
vom zweiten Teil der von Fejér, soll hier die Rede sein; ich stecke mir 
nimlich die folgenden Ziele: 

1. Der Ubergang zur eben genannten Modifikation des Variations- 
gebietes ist in meiner Arbeit (p. 562, letztes Al.), wie mich mehrere Fach- 
genossen, in erster Linie Herr Fejér, aufmerksam zu machen die Giite 
hatten, eben nur analytisch angedeutet. Die ihm zugrunde liegende Vor- 
aussetzung soll in § 1 an der Hand einer nach meiner Methode gefiihrten 
Ableitung der Fejérschen speziellen Siitze klargestellt, und der Ubergang 
genau beschrieben werden. 

Im AnschluB daran stelle ich ein diesem modifizierten Ostwaldschen 
iiquivalentes Prinzip auf, das eine Verallgemeinerung des Hamilton- 
schen ist. 

2. Ich will in § 2 zeigen, daB der so verallgemeinerten Mechanik 
neue Analogien zum zweiten Hauptsatz der mechanischen Warmetheorie 


entspringen.*) 


§ 1. 

Il. Das Ostwaldsche Maximum-Problem fiir einen freien 
Punkt, wenn die Maximumseigenschaft in jedem Punkte der 
Bahn erfiillt sein soll. 

Die Koordinaten eines freien materiellen Punktes von der Masse 1 
seien mit 2, y, 2, kiirzer mit g, (i = 1, 2,3) bezeichnet, die lebendige 
Kraft sei 7, die potentielle Energie — U, und die Gesamtenergie F, dem- 
nach 


*) Dieser Aufsatz unterscheidet sich in § 2 wenig von meiner in Mathematikai 
Ertesits 1906 erschienenen Abhandlung; § 1 hingegen ist anders geordnet, ausfiihr- 
licher und infolge der Darstellung meiner Bewegungsgleichungen mittels einer Ver- 
allgemeinerung des Hamiltonschen Prinzips wesentlich vereinfacht. 
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3 
(1 Pat DS at= i @tty*+e%, 
i=l 
(1”) E=T~U. 


Ich stelle mir die Aufgabe, die p. 451 und p. 435 gestellten Fragen 
der Fejérschen Arbeit nach den in meinem Aufsatze angewandten Methoden 
fiir einen in der Ebene oder im Raume frei beweglichen Punkt zu be- 
handeln. Das Ostwaldsche Prinzip lautet bei diesen Fragen wie folgt: 

Von allen méglichen Energieumwandlungen wird diejenige eintreten, 
die in gegebener Zeit vom Beginn der Bewegung an fortwiihrend den 
gréBtméglichen Umsatz ergibt. 

Das Ostwaldsche Problem ist daher wie folgt zu formulieren: 

Der materielle Punkt M, dessen Lage M, und Geschwindigkeit v, 
zur Zeit t= 0 gegeben ist, bewege sich unter Kinhaltung der Gleichung 
der lebendigen Kraft 


(2) f-f.-0-& 


und beschreibe die Bahn P; man vergleiche seine Bewegung mit der 
eines anderen zu derselben Zeit von derselben Anfangslage und mit der- 
selben Anfangsgeschwindigkeit (wenn v, = © sein sollte, in derselben Rich- 
tung) ausgehenden Punktes M, der ebenfalls an die EKinhaltung der Glei- 
chung (2) gebunden ist. Die Werte des Potentials U seien zur beliebig 
gewiihlten Zeit ¢, im Falle der Bewegung von M 


U(a,- is #1), 
im Falle der Bewegung von M 
U(E,, Ys, 41). 

Wie muB8 die Bewegung des Punktes M beschaffen sein, wenn die 

Ungleichung 
U(x, ti, #1) > U&, Ys» 41) 
bei willkiirlich gewiihlter Zeit 4, stattfinden soll? 

Ich denke mir die Bahn P des Punktes M bestimmt, und vergleiche 
sie, von ¢=0 angefangen, immer zu einer und derselben Zeit ¢ mit einer 
und derselben (im tibrigen beliebig herausgegriffenen) zulissigen Bahn P 
des Punktes M; dann muf, da ¢, bei einer und derselben Bahn P von 
willkiirlicher GréBe sein soll, die Ungleichung 


U(a, y, #) > U(&, 9, #) 
von ¢=0O an immerfort stattfinden, wenn 2, y, z die Koordinaten von M 
und Z, 9, Z die von M zur Zeit ¢ sind. 
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Die Forderungen des Problems ziehen also notwendigerweise die Giil- 
tigkeit der Variationsgleichungen 
(3) d¢=—0, 6(T—U)=0, d6U=0 
nach sich, die wiihrend der Bewegung zu jeder Zeit ¢ einzuhalten sind. 
Ich schreibe an Stelle der Gleichungen (3) das mit ihnen iquivalente 
Gleichungssystem 
(3’) dt=0, dT=0, BU=0. 


a) Im Fall des ebenen Problems geniige ich der Gleichung 
. 0U eU 
dU=% bx + jy 8Y = Xba + Yy—0 
mittels des Ansatzes 


(4) baw = 


-- ds, dy = — 


ps, R= X*+ ¥* 


Daraus ergibt sich 
#Y¥—yX 
R 


ve da+ydy= fat = 


und daher 


6s, av’ da+y" dy == ds 


T= £ (x da + y' dy) — 2” bx — yy" dy) 

(3') 1 w@Y—WX he la 
‘at fY¥—yX,. a’ Y—y’X, 
— 5 (88) —* es. 

Da 67'=0 sein muf fiir alle Bahnen, die von der gegebenen An- 
fangslage auf verlangte Weise ausgehen und der gesuchten wirklichen 
Bahn unendlich nahe gelegen sind, also auch fiir eine Bahn, bei der ds 
in einem beliebigen Intervall konstant ist, so muB vor allem 

d2w#’Y¥—yX 2” Y—y’xX 
dt R a R ac 
daher fiir beliebige Bahnen 


a Y—yX dés 
-)©6™=CUS =% 


erfiillt sein. Mithin muB zu jeder Zeit t>0 die Doppelgleichung 


0, 


(5) eY¥—yX_2z ¥—-yX _9 


R R 
stattfinden. 

Wenn also das Problem tiberhaupt eine Lisung hat, so kann die 
Bahn nur eine geradlinige sein und die Richtung der Kraft mu kon- 
tinuierlich mit der dieser geraden Bahn zusammenfallen. Da den Vor- 
aussetzungen gemiB den Kriiften ein Potential zukommt, und die Bewe- 
gung dem Prinzip (2) der lebendigen Kraft unterworfen ist, so befriedigt 
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diese der geraden Kraftlinie entlang erfolgende Bewegung die Gesetze der 
Mechanik. 

DaB aber diese Bewegung, falls die Anfangsgeschwindigkeit = 0 ist 
oder im allgemeineren Fall der Richtung nach mit der geraden Kraft- 
linie zusammenfallt, dem gestellten Maximumproblem auch entspricht, 
das folgt daraus, daB sie bei dauernd wachsendem Potential eine Bra- 
chistochrone ist. 

Ist die Richtung der Anfangsgeschwindigkeit von der der Kraftlinie 
verschieden, so hat das Problem keine Lésung. 

Die fiir diese Spezialfille gefundenen Sitze von Fejér sind hiermit 
auch auf diesem Wege abgeleitet. 

b) Im Falle eines im Raume frei beweglichen materiellen Punktes 
geschieht der Gleichung 6U = 0 durch einen jeden der beiden Ansiitze 


de= 7s, dby-0, d2——F ds, RI X*+ 2, 
(4”) . - 


dx = 0, dy = + 4s, é6z=—, 0s, R,?= Y*+ Z? 


Geniige; im Sinne des Gleichungssystems (3’) hat daher (bei d¢ = 0) 67 
zu verschwinden, sobald man an Stelle von dz, dy, dz das eine oder das 
andere System substituiert. Daher gelten die in a) bewiesenen Gesetze 
auch fiir einen im Raume frei beweglichen Punkt. 

Ill. Modifikation des Ostwaldschen Problems im Falle eines 
im Raume frei beweglichen Punktes. 

Da das Ostwaldsche Maximumproblem zu Resultaten fiihrt, die mit 
der Erfahrung nur in ganz speziellen Fallen tibereinstimmen, so kann man 
aus ihm ein den Erfahrungen nicht widersprechendes Problem nur mittels 
Einschrinkung des Variationsgebietes gewinnen. Ich will den Versuch 
machen, das Problem derart umzuformen, daB ich die Forderung, daB die 
Variationsgleichungen 

dt=0, 6T=0, dU=0 
von ¢=0 an fortwihrend gelten sollen, nur in gewissem sogleich niher 
zu beschreibendem Sinne aufrecht erhalte. 


Substituiert man (bei Z+0) die Lésung von dU=0 nach dz, 
namlich 


XE » Y 
ds=-—F dx — Z dy 
in 67 =0, so hat man wegen 
(6) cdrtydyte'd2— "75 ** 02 4 975 ** sy =P,62+ Qdy, 
(6") a’ da+y"dy+2"d2= <= — §x+ y pene ¥ dy= P,6x+ Q.dy 
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die Variationsgleichung 
(7) ‘(Pda + Qdy) — Prox — Q,dy = 0. 


Fordert man, wie beim Maximumproblem, daB diese Gleichung so- 
wohl bei dy = 0 als auch bei dz = 0 erfiillt sei, so ist sie bei beliebigen 
dx, dy erfillt, und man kommt auf die in IJ. beschriebenen Bahnen und 
sonstigen einschrankenden Bedingungen. 

Fordert man, daB diese Gleichung zwischen dx und dy ohne weiteres 
bestehe, so zeichnet man damit gar keine Bewegung vor einer anderen 
aus, sondern definiert nur zu einer jeden beliebigen Bewegung zugehérige 
Scharen von variierten Bewegungen. 

Man hat daher nur einen Weg: dieser ist, zu fordern, daB die Glei- 
chung (7) nur dann erfillt sei, wenn zwischen dz und dy irgend eine, 
am einfachsten lineare Gleichung 


(7’) ada + pdy=O0 

von ¢=0O an fortwiihrend besteht, wo « und # durch Lage und Ge- 
schwindigkeit bestimmte, einstweilen unbekannte Koeffizienten sind. Die 
Forderung, dab dU =O sei, bleibt dabei natiirlich aufrecht, steht aber 
der Forderung des Maximums fiir U fern. 


Es sei dieser Weg gewihlt. Dann folgt hier ebenso wie in Ila, daB 
zu jeder Zeit die Gleichungen gelten miissen 


” P,p—Q,@ P,B — Q,« 
7 A —O, 3 = = 0, 
() (a? + Bp)! a* + ph 
a 
‘ « P, Tv P, Y 
(8) P= g"~E 


Da P, und Q, durch Lage und Geschwindigkeit ausgedriickt sind, 
so ist hiermit das Verhiiltnis der Koeffizienten « und 8 bestimmt, anderer- 
seits sagt die Gleichung 

Pi: Q, = Py: Q, 
daB die Bewegung der Differentialgleichung 


”” ” ”r 
ay” s 

, , 
x 


y ¢|=0 
XYZ 


(8”) 


gem&aB vor sich geht. Diese Gleichung spricht aus, daB die Kraft zu jeder 
Zeit in der Oszillationsebene der Bahn wirkt. 

Man erhilt dasselbe Resultat auf symmetrischem Wege, wenn man 
bedenkt, daB infolge der Gleichungen (7’), (7”) sowohl P,dz+ Q,dy 
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als auch P,dz + Y,dy verschwinden, mithin den Gleichungen (6’), (6”) 
gemaB 


(9’) “da+ydy+7/d2=0, 
(9”) x’dba+ y" dy + 2°d2=0 
stattfinden. Nimmt man noch hinzu, daB 

(9) 6U=Xé«e2+ Ydy+ Zéz=—0 


gefordert wird, so folgt aus diesen Gleichungen einerseits das Bestehen 
jener Determinantengleichung, andererseits das Verhiltnis der Variationen 
da2:dy:02. Man hat so den Satz, dab durch die aufgestellten Forde- 
rungen die Richtung der Verschiebungen ¢2, dy, dz in jedem Punkte im 
allgemeinen eindeutig bestimmt ist, daB sie niimlich mit der Binormale 
der Bahn zusammenfillt. 

IV. Fortsetzung. Aus dem Satze, daB die Bewegung eines freien 
materiellen Punktes so vor sich geht, daB die Kraft immer in der Osku- 
lationsebene der Bahn liegt, folgt, dab, sobald nur die Verschiebungen 
dx, dy, dz in allen Punkten der Bahn in die Binormale fallen, fiir eine 
jede der betrachteten variierten Bewegungen die Gleichungen 

é6T=0, dU=0 (bei dt =0) 
bestehen. Dieser Satz laBt sich in der folgenden Form umkehren: 

Wenn fiir alle betrachteten variierten Bewegungen die Gleichungen 
67 =0, dU=0 (bei d¢=—0) bestehen sollen, sobald nur die Ver- 
schiebungen ds auf den Erzeugenden einer Regelfliche liegen, deren Leit- 
linie die wirkliche Bahn des materiellen Punktes ist, so liegt die Kraft in 
der Oskulationsebene der Bahn, und die Erzeugenden der Regelfliche sind 
die Binormalen der Bahn. 

Man bezeichne nimlich die Winkel zwischen der Verschiebung 6s 
und der Geschwindigkeit » resp. der Beschleunigung p mit » resp. y, so 
daB man hat 

3 3 
(10) 4 q; 8q; = v cos pds, Pe q;'3q, = pcos wads. 
i=t i=1 
Die Gleichung 67 = 0 schreibt sich dann in der Form 
(10’) & (vcos pds) — pcos yds = 0; 
diese soll von ¢=0O an fortwihrend gelten, wenn nur die variierte Be- 


wegung die wirkliche zur Zeit ¢ = 0 beriihrt usw., hingegen 495 cine be- 


dt 


liebige kontinuierliche Funktion der Zeit ist. Nimmt man daher eine 
solche variierte Bahn an, in der ds auf einer beliebigen gewihlten Strecke 
konstant ist, so folgt aus der Gleichung (10), daB hier 
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s (v cos m) — pcos y = 0 


ist; daher failt aus der Gleichung (10°) das mit és multiplizierte Glied 
ganz allgemein fort, und wir folgern aus ihr, dab 
v cos gp = V 

sein mu. Da mithin infolge der voranstehenden Gleichung auch pcos y = 0 
ist, so zieht man aus (10) den SchluB, dab die beiden Gleichungen 

3 3 

q 94; = 9, G% 9g, = 9 

immer erfiillt sein miissen. 


Da auBerdem auch 
3 


éU => Q,dq, = 0 
i=1 
gefordert wird, so ist die Umkehrbarkeit des Satzes bewiesen. 

Die Gleichungen (9), (9”), die die Grundlage meiner Formulierung 
des Ostwaldschen Problems (1. c. p. 563) bilden, sind hiermit fir den 
Fall eines im Raume frei beweglichen Punktes auf zwei Wegen verifiziert; 
und ich bemerke hier, daB in meiner (I. c. p. 562) gegebenen weniger 
genauen Ableitung dieselbe Auffassung beziiglich der Verschiebungen zu- 
grunde liegt wie hier in IV, und daB bei der Folgerung, daB die Glei- 
chungen (14), (14”) stattfinden miiften, die Gleichungen (13’) und (13”) 


z ‘ bs , 3) betrachtet wurden. 
V. Modifikation des Ostwaldschen Problems im Falle eines 
freien Punktsystems. Die Ausdehnung des Beweises Ila) auf ein 


freies Punktsystem liegt auf der Hand. Ich lise die Gleichung 


als linear heterogen (in 


Sn Ba 


(11) sU=> >) Q,dq, = 0 


= i=! 
nach dq,, auf und substituiere in 67 =—0. Da 


Sa-1 3n-—1 


3x , , 
11”) du 1.< > q; Stent Son 8 => 0,04,, 
i=l — 


i=1 


3n-1 3nu-1 


2a v0 ” 
(11"”) > «'64- > = Meont—Set¥ = >’ O64, 
i=1 i=1 


=i 


ist, so hat man, wenn 7’ die lebendige Kraft des materiellen Systems ist, 
die Gleichung 
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Sn-1 Sn-1 


, d ray A 
(12) T= di > 4 Q; 949; — Zz Q,q, = 0 
i=1 


i=1 


zo erfiillen, vorausgesetzt, dab zwischen den dq,, 0q,, ---, Oq5,_, die 
lineare Gleichung 
(12’) 9G, + HOG, + +--+ My 1995-1 = 9 
besteht, wo die Koeffizienten «,, «,---, a3, , aus der Forderung zu 
bestimmen sind, daB die Gleichung 67’ = 0 eben mittels dieser linearen 
Gleichung (fiir alle zulissigen variierten Kurven) in demselben Sinne wie 
in I1Ja) zu einer identischen wird. 

Mittels Elimination von dq,,_, hat man 


3a-1 3a-2 — = 3n-2 
, ~ Q;& a-1” g. a-1% Hs 
(13’) P Q94; -> . = ™ ; = > R84, 
i=1 i=1 — i=l 
Sn-1 7 Ss he —~G% a 3n-—2 
(13”) z 034,- > é - —_ ‘=> R.oq,, 
i=l i= “a i=l 
und aus der Forderung, dab 
i Sn-2 3n-—2 
dT = 5, > Roq— >) Rog =0 
ial i=1 


sein soll, folgert man, wie friiher, 
R,= R,=0 (i= 1, 2,---,3n—2). 


Mittels der Gleichungen (11”), (11”’), (13’), (13) erhalt man nun, daB 
die Gleichungen 


Sn 

(11”) > ui §u=9, 
i=l 
Sn 

(11*") > ui" 4 =0 
i=1 


erfiillt sein miissen, wenn gleichzeitig 
3a 
sU= >'0,64, = 0 
i=l 
ist; und zwar haben diese drei Gleichungen zu bestehen, wenn man, be- 


liebige drei ausgenommen, alle tibrigen dq,—0 setzt. Auf diese Weise 
ergeben sich 3n — 2 voneinander unabhiingige Bewegungsgleichungen 





ere 
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“ &@ & | 
(14) % @& G& |=9 (i= 3, 4, ---, 3n) 
2 @% YY 


und die Verhiiltnisse dq, : dg, :dg¢ (i =3,4,---,3n). Zu den Bewegungs- 
gleichungen gesellt sich noch die vorgeschriebene Gleichung 
T—T, =U —U,. 

VI. Hamiltonsche Form des modifizierten Ostwaldschen 
Prinzips. Man kommt zu denselben Gleichungen sowohl in diesem Fall 
wie auch in den allgemeinsten Fillen, jedoch weit einfacher, wenn man 
das auf dieser Grundlage beruhende, in meiner Arbeit ausfiihrlich dar- 
gestellte modifizierte Ostwaldsche Prinzip nach dem Hamiltonschen Vor- 
bilde formuliert. Fiir den Fall eines nur holonomen Bedingungsgleichungen 
unterworfenen materiellen Systems lautet es wie folgt: 

Es seien 4;,9:,°-*, 4, die unabhingigen Koordinaten des materiellen 
Systems, und rt, v Funktionen (von /, 7,---), die wir einstweilen als 
irgendwie gegeben betrachten. Man driicke die lebendige Kraft 7 in den 
4, q wand das Potential U im den gq, aus. 

Die Bewegungsgleichungen des materiellen Systems werden durch die 
Forderung geliefert, dap bei einer beliebigen Uberfiihrung aus der Anfangs- 
lage in die Endlage die symbolische Gleichung 


h 
(15) {(eoT+vdU)dt=0 (6t=0) 
9 
erfiillt sein soll. 
Man hat nimlich bei der iiblichen Bezeichnung 
oT 
P; —_ oa; , 


die identische Gleichung 


cat S[(e 22 45h) 00 + §,n.da)} 
i=l 


daher folgt aus der symbolischen Gleichung (15) auf bekanntem Wege, 
daB die Bewegungsgleichungen des Systems die folgenden sind: 





oT oU 
* 04; 


d(rp,) 
“at? eq; 0, 


d. i. 
aU dp, eT 


(i =1, 2, ---,”,), 
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wo gesetzt ist 


(16’) l+a—2, poi @ 


v dt 
Ist r= v= 1, so ist die symbolische Gleichung die Hamiltonsche und 
die Bewegung die zum Potential U gehérige natiirliche. 


Ist r= — v= ? so ist die symbolische Gleichung die zum Poten- 
tial U gehérige brachistochronale; sie driickt demnach in diesem Falle 
den wesentlichen Teil der im Ostwaldschen Prinzip (bei fest gegebener 
Zeit) enthaltenen Forderung aus, — das von ihr nicht ausgedriickte be- 
zieht sich namlich bloB auf die Konstantenbestimmung. 

Sind die Krifte und Bedingungsgleichungen explizit unabhingig 
von ¢t, und 

4 dT 
=~ eT at? 
so ist in der Bewegung das Prinzip (2) der lebendigen Kraft erfillt. Ist 
4=0, so ist die Bewegung die natiirliche; ist 4 = — 2, so ist die Be- 
wegung die brachistochronale. Ist 4 beliebig, so hat man 
OU ap; oT 
oa: de ~ q; +44, 


_dp, p, aT €@T 
A, = dt 2T dt 0dq; 

Ist daher die Anfangsgeschwindigkeit des materiellen Systems = 0, 
so verschwindet A, beim Beginn der Bewegung, und die Beschleunigungen 
sind in diesem Zeitpunkt, falls 4 endlich bleibt, dieselben wie bei der 
natiirlichen Bewegung.*) Da niimlich 7’ eine homogene quadratische Funk- 


tion von den q, ist, so verschwinden alle ai man hat ferner zu Beginn 
der Bewegung von unendlich Kleinen héherer Ordnung abgesehen 
p;= p; St, qi = 4; St, 

daher 

Pe aT PSP G+MG)__, 

27 dt 2 Sp,4; 7 

Vil. Verallgemeinerte Hamiltonsche Form des Prinzips fir 

den Fall von Ungleichungen. Im Hinblick auf die im § 2 folgende 
Anwendung mégen hier die Bewegungsgleichungen eines materiellen Punkt- 
systems abgeleitet werden, zwischen dessen Koordinaten q,, q,,--+,q,, durch 
Gleichungen oder Ungleichungen 


(17) F(Qs) Gas °° *+ Um t)=0 (j=1, 2,-*% v) 
*) Vergl. meine Arbeit p. 564, die Fejérsche Arbeit p. 434. 
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ausgedriickte Beziehungen stattfinden. An Stelle der symbolischen Glei- 
chung (15) hat man dann 


(15’) [(rdU + vd U) dt S0 (v>0, dt=0) 
0 


zu setzen, wo zwischen den dq, lineare Gleichungen bestehen, vorgeschrieben 
durch diejenigen Beziehungen F’,, die eben zur gegebenen Zeit erfiillt 
sein miissen. 

Die Bewegungsgleichungen des materiellen Systems sind daher zur 

Zeit t 
4 U dp; aT — oF, 
(181) ga, 8+ (ae — 5g) + Ot Sh ag,» 
j= 


‘ 


(i= 1, 2, 3,---, ,), 


wo 4 und uw dieselbe Bedeutung haben wie in IV., 4;, 42, ---, 4, hingegen 
Lagrangesche Multiplikatoren sind. 
Das Prinzip der lebendigen Kraft soll nicht vorausgesetzt werden. 


§ 2. 
Analogien zum zweiten Hauptsatz der mechanischen Wirmetheorie. 


VIII. Ich werde in den folgenden Betrachtungen ein materielles 
Punktsystem von der in VII. beschriebenen Art voraussetzen, jedoch einen 
Punkt von der Masse m,=—m;,, = m,,, durch Cartesische Koordinaten 
Us Vi+1> Tae festlegen, die mit «z, bezeichnet werden sollen. Die Be- 
wegungsgleichungen des Systems sind dann im Sinne von (18’) 


oF, 


(18) X= (1+ Aa)mya;” + wma, + ay 5, 
j=1 : 


(i=1, 2, 3,---, 3n). 


Ich will mir die Bewegung fiirs erste so vorstellen, daB das materielle 
Punktsystem sich in einem Mittel bewegt, das an seiner Bewegung auf 
folgende Weise teilnimmt: ein Teil des Mittels von der verinderlichen 
Masse 4m, um den Punkt m; herum bewegt sich mit derselben Geschwindig- 
keit v, wie m, selbst; der iibrige Teil des Mittels ruht and iibt auf m, 
eine Reibungskraft im entgegengesetzten Sinne der Geschwindigkeit v, aus, 
deren GréBe = um,v,; ist, wo uw nicht negativ sei. Die beiden GréBen 
A und wu sollen fiir 4; <¢t< 4, eindeutig gegebene Funktionen von ¢ sein, 
und der Anfangswert von 4 sei gleich seinem Wert zur Zeit ¢,. 
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Bezeichnet man die lebendige Kraft des materiellen Punktsystems 
mit 7, so ist bei Zugrundelegung dieser Vorstellung die lebendige Kraft 
des mitbewegten Mittels = 47’, wihrend 


— > wma x/ at = —2uTdt 
i=1 
die Arbeit der Reibungskrafte im Zeitelement dt darstellt. 
Die Verbindungen zwischen den materiellen Punkten seien zweierlei: 
von der Zeit explizit unabhingige und solche, die von der Zeit abhingen. 
Im Falle der Verbindungen erster Art ist 


<1 OF; J 
oe a; a; _ 0; 
i=l 
im Falle der ee ies zweiter Art ist 
“ya F, _ OF; 
| Ox, =" 
i=1 
Nun setze ich voraus, daB die Verbindungen dieser Art davon her- 
riihren, daB das Punktsystem mit iiuBeren, nach gegebenem Gesetz sich 
bewegenden Massen zusammenhingt oder durch solche in der Bewegung 
beschrinkt wird, so dab 


eF, @F, oF, 


F; , 
Ht ~ Ve, a+ 5 bi + 3 % 


ist, wo die a;, b;, ¢; die Koordinaten eines Punktes A; bezeichnen, durch 
dessen Bewegung die jener fubern Masse M; bestimmt wird, die die 
Verbindung F; beeinfluBt. Dann stellen aber die Ausdriicke 


oF, ~ OF, ~ OF, 


— 4 a, ‘an. 76, — 45 eC; 


die auf die fiuBere Masse M; infolge der Verbindung F; ausgeiibte Kraft 
dar, und daher ist 


oF; oF, 
-i(5, 2 aj + Sal b + 5, Jo) at=— 145 tt J dt 


die infolge von F; lad der Zeit " auf die Bewegung der duBern 
Masse durch unser materielles System geleistete Arbeit. Daher ist 


- ne % ‘dt 


die wihrend des Zeitelementes dt unserem Punktsystem von auBen zu- 
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gefiihrte Arbeit. Es gibt selbstverstindlich viel allgemeinere Arten von 
Verbindungen, bei denen dasselbe zutrifft. 

Setzen wir noch voraus, daf den Kriiften X,; ein von der Zeit explizite 
unabhingiges Potential U zukommt, so ist die Summe 


, 


’ San oF 
(19) d{(i+a)7—U] +4 > Se a/dt=dQ 
j=l =1 ; 


d. i. der Zuwachs an totaler Energie (des durch das Mittel ergiinzten 
materiellen Systems) minus der von auBen dem System zugefiihrten Arbeit, 
wie aus dem Gleichungssystem (18) folgt, 


(19’) = Tdi — 2uTat. 


Die Bewegung des durch das Mittel ergiinzten materiellen Punkt- 
systems befolgt demnach ein dem zweiten Hauptsatz der Wirmetheorie 
formal analoges Gesetz, und es ist von Interesse, daB im Falle eines 


reibungslosen Systems 
dQ=Tdi, 


also fiir einen KreisprozeB im Verlauf der Zeit 4; <t<¢,, da 2 zu Ende 
desselben zu seinem Anfangswert zuriickkehrt, 


"4Q es 
JP-o 
sich ergibt, hingegen im Falle des Vorhandenseins einer Reibung an 
Stelle dieser Gleichung die Beziehung 


ra . 
PP raagen a 


giiltig ist. Selbstverstindlich gilt fiir einen vollen KreisprozeB ebenso 


auch der Ausspruch 
de 3, 
J Tha) <”” 


wenn nur f(A) eine reelle positive Funktion von 4 bezeichnet. 
IX. Eine zweite Interpretation der Gleichungen (18) ist die folgende: 
Es sei speziell 


_ di 
=F» 


so daB die Gleichungen (18) zu schreiben sind 


~y. OF, 
(18’) X;= S ((1+a)m,,) > > 4 oa (i =1,2,---,3n). 
j=l ; 
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Aus diesen folgt im Falle von Kriiften, denen ein von der Zeit explizite 
unabhingiges Potential zuakommt, die Gleichung: 


y 


Sn 
- OF 
(19’) a(l+H)T—U) + D4, SD 5, n/dt —— Tada. 
1 ; 


j=1 iz 


Bei derselben Vorstellung von der Bewegung des Mittels, die wir in 
Nr. VIII. beschrieben, mit dem Unterschiede, daB jetzt Reibung aus- 
geschlossen ist, wird durch diese Gleichung ausgesprochen, da die dem 
erganzten Punktsystem zugefiihrte Energie 
(19””) dQ=—-—Tda 
ist. 

In den beiden Spezialfillen fiihrt demnach die Vorstellung von dem 
Mitbewegtsein der umgebenden Materie zu ganz verschiedenen Resultaten; 
denn im ersten Fall war eine zugefiihrte positive Energie mit einer Zu- 
nahme, in diesem zweiten Fall hingegen mit einer Abnahme der mit- 
bewegten Materie verbunden. Der Unterschied zwischen beiden wird durch 
das folgende mechanische Modell im weitern Sinn klargemacht: Man ver- 
binde einmal zwei mit gleicher Geschwindigkeit v bewegte, keiner fuBern 
Wirkung unterworfene Massen M und Mdd starr miteinander, ein andres 
Mal die mit der Geschwindigkeit v bewegte Masse M mit der ruhenden 
Masse von der GréBe Md; im ersten Fall ist die lebendige Kraft von 


M+ Mdi wm = di gréBer, im zweiten Fall (von unendlich Kleinen 


Mv* , . R 
= di kleiner als die von M. Die 


Zunahme an Masse ist also im ersten Fall mit einer Zunahme, im zweiten 
Fall mit einer Abnahme der lebendigen Kraft verbunden. Wird um- 
gekehrt die Masse Mdd von der festen Verbindung mit M befreit und 
auf die Weise weggefiihrt, daB dabei kein StoB erfolgt, so wird die 


lebendige Kraft von M um i di kleiner sein, als die der vereinten 


héherer Ordnung abgesehen) um 


Massen war. Es ist jedoch unméglich, die Masse Md auf eine Weise 
zu entfernen, daB dabei die lebendige Kraft der zuriickgebliebenen Masse M 
sich vergréBere. Bei Voraussetzung negativer Massen Mdi, bei deren 
fester Verkniipfung mit M der Satz von der Erhaltung der Bewegungs- 
gréBe giiltig bleiben soll, wird die Schwierigkeit gehoben. Im Fall von 
negativen Massen ist das Modell ein mechanisches im weitern Sinn. 
Denkt man sich demgemiB allgemeiner die Massen m,d/i mit den Anfangs- 
geschwindigkeiten v, resp. 0 den Systempunkten m, kontinuierlich (von ¢, 
bis zur Zeit ¢,) zugefiihrt und mit denselben starr verkniipft, und sind 
die m, dabei den freien Kriften X,, den Widerstandskriften um,z; und 
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den Verbindungen F' kontinuierlich unterworfen, so bestehen fiir die Be- 
wegung die Gleichungssysteme (18) resp. (18), also auch die Analogien 
(19'), (19). 

X. Ich vereinige die in VIII. und IX. beschriebenen Spezialfille, 
indem ich setze 


” , d 4 , , - oF; 
(18”) X= 4,m,af + Gy (1 +4.) ma) + rma; + >4 oz, 
(¢=1,2,---, 3n); 
dabei bestehen zwischen den friiheren 4,u und diesen 1,, 4,,r, (wo r>0 
vorausgesetzt sei) die Gleichungen 


4,+4,=4, 
(18””) 


Bei der soeben beschriebenen Vorstellung von der mitbewegten Materie 
des Mittels und bei denselben Annahmen beziiglich der Krafte und der 
Verbindungen wie friiher, folgt jetzt, daB die dem ergiinzten materiellen 
System im Zeitelement zugefiihrte Energie 

(19"¥) dQ = Td(4,—A4,) — 2rTdt 

ist, wo dQ auch hier die linke Seite der Gleichung (19”) zum Ausdruck hat. 
Ist keine Reibung vorhanden, so hat man 

(19°) dQ = Td(a,—A,). 

Werden die Massen m,¢4 in den Zeitelementen d¢ dem System kontinuier- 
lich zugefiihrt, so eignet sich das, am Ende von Nr. X., beschriebene Modell 
selbstredend auch zur Darstellung der durch (18”) bestimmten Bewegung. 

XI. Man kann an Stelle der in VII. und IX. gegebenen Inter- 
pretationen auch die folgende setzen: Ich stelle mir die GréBen — A, m,a," 
und — A,m,x;" als von dem Mittel herriihrende Kriifte vor; die diesen 
Kriiften zukommende potentielle Energie ist bei konstanten Werten von 
A, und A, gewib 

(4, +4.) 7; 
derselbe Ausdruck soll fiir den allgemeineren Fall veriinderlicher 4, und A, 
zur Definition der potentiellen Energie der Krafte dienen. Fiir die im Zeit- 
element dem materiellen System zugefiihrte Energie d¥ ergibt sich dann 
derselbe Ausdruck wie friher. 

Die Vorstellung der mitbewegten Materie des Mittels ist gewiB an- 
schaulicher; dafiir ist die Vorstellung von Kriften, die das Mittel auf das 
in ihm bewegte materielle System ausiibt, allgemeinerer Natur. 

XII. Bei einem Versuche, das beschriebene mechanische Modell auf 
die Wiirmebewegungen anzuwenden, ist vor allem die Frage zu beantworten, 
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welche Beziehungen zwischen der absoluten Temperatur # und der Entropie S 
einerseits, und den GréBen 4,, 4, und 7 andererseits dann bestehen miissen? 
Eine Gleichung zwischen diesen Griéfen wird am einfachsten durch die 
Betrachtung idealer Gase erhalten. Die innere Energie eines idealen 
Gases von der Masse m ist nimlich 


= mC, 


wo ©, die spezifische Wirme des Gases bei konstantem Volumen in 
dynamischem MaB bezeichnet und als vollstiindig konstant zu betrachten 
ist, da doch hier nur von einem idealen Zustande die Rede ist. Da die 
Anziehungskrifte zwischen den Molekiilen eines idealen Gases zu vernach- 
lissigen sind, so ist die innere Energie der Bewegung bei Zugrundelegung 


unserer Darstellung 


= (1+4,+4,)T; 
daraus ergibt sich die Beziehung 
(20°) mC, = (1+4,+4,) 7. 


Diese Gleichung soll im Falle eines beliebigen Kérpers die absolute 
Temperatur definieren, wenn C, eine dem K6rper eigentiimliche Konstante ist. 
Es ist andererseits bei reversiblen Kreisprozessen ganz allgemein 


dQ = medS; 


da die Reibung bei umkehrbaren Vorgiingen = 0 zu setzen ist, so haben 
wir bei Zugrundelegung unserer Darstellung im Sinne der Gleichung (19°) 


dQ = Td(a,—A,) 


zu setzen. Wir haben also die weitere Beziehung 


(20”) m? dS = Td(a,—A,). 
Aus den Gleichungen (20’) und (20) folgt daher 
(20”") (1+4,+4,)dS = C,d(a,—A,), 


AuBer dieser ergibt sich keine weitere Beziehung zwischen 4,, 4, und S; 
ich kann daher zwischen diesen GréBen eine weitere Beziehung beliebig 
annehmen, wodurch ich eine unendliche Mannigfaltigkeit der méglichen 
Darstellungen erreiche. 

Diese weitere Beziehung sei 
(21’) 4, — ay = f(S), 
wo /f(S) eine eindeutige, endliche, differentiierbare Funktion von S be- 
deutet; dann folgt aus (20”’) 


(21”) 1+4,+4,=C,f'(S), 
wo f’(S) die Derivierte von f(S) nach S bedeutet und im Sinne von (20’) 
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= ad also gewiB nicht negativ ist. Wiahlt man /(S) diesen Bestimmungen 


gemaB, so ist dadurch die Darstellung festgelegt, und einer jeden kon- 
tinuierlichen in sich zuriickkehrenden Wertreihe des realen Parameters S 
entspricht ein geschlossener KreisprozeB. 
Die einfachsten Annahmen fiir /(S) ergeben sich wie folgt: 
Annahme «): 
A, = 0; 
dann hat man (wenn ( eine positive Konstante bezeichnet) 
{(S) = Ce“~ —1 =A. 
Annahme 8B): 
A, = 0; 
dann hat man 


f(S)=—Ce W+1——A,. 
Annahme y): 
A, + 4, = 0; 
dann hat man (wenn S, eine Konstante bezeichnet) 


f(S) = 5—* = 24, = —24,. 


Bei dieser Annahme hat man ferner im Sinne der Bezichung (20) 
T = mC,#. 


Diese Gleichung spricht im wesentlichen das bekannte Clausiussche 
Gesetz aus.*) 
Annahme 0): 
S—S, 


A, + dy = A cos —— (\A\<1), 


wo A und ¢ Konstanten bedeuten. Die friihere Annahme ergibt sich 
hieraus fir lim A = 0. 
Annahme «): 


A, + 4, = A,e° + Ase °, 
wo A,, A, und ¢ Konstanten bedeuten. Ich erwiihne diese Annahme als 
allgemeineres Beispiel fiir eine reelle Darstellung unseres Modells, da 
man bei gehériger Wahl der genannten Konstanten erreichen kann, dab 
sowohl 4, + a, als auch 4, fiir beliebige Werte des reellen Parameters S 
nicht negativ sind. 


*) Pogg. Ann. 100, 8. 370. 1857. 
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Fiir die zugehérigen Werte von +t und v im verallgemeinerten 
Hamiltonschen Integral (in VII., (15’)) findet man mittels (16’), (18), 
(21’), (21) leicht 

1 


Ss 
t=e *“(Cf(S))’, 


1 


S 
vee (OF (S) *, 


also im einfachsten Fall y) 


Zur Festlegung der Bewegungsgleichungen muB nur noch S§ als 
Funktion von 7, U,--- gegeben sein. 

Ich erlaube mir zum SchluB das dieser Annahme y) entsprechende 
Modell niiher zu beschreiben: die Ahnlichkeit mit dem altbekannten, zur 
Versinnlichung der elektrodynamischen Erscheinungen dienenden Modell 
verleiht ihm, wie ich glaube, besonderes Interesse. 

Ich gehe von der Annahme aus, daB die Kérper ein Aggregat von 
in lebhafter Bewegung begriffenen Molekiilen sind; ein jedes Molekiil 
bestehe aus einem ponderablen, von Atomen gebildeten Kern und einer 
imponderablen Hiille, deren Stoff auch den Kern durchdringt und in ge- 
trennte Massen von gleicher GréBe und von entgegengesetztem Vorzeichen 
zerlegt ist; die Summe aus den absoluten Werten dieser getrennten Massen 
verhalte sich zur Masse des Kerns wie die Entropie zu der mit C, be- 
zeichneten eigentiimlichen Konstanten des Kérpers. Der intermolekulare 
Raum sei durch zweierlei Imponderabilien, deren Teile wir ,,Elektronen“ 
nennen wollen, erfiillt: die Elektronen von der Art I seien in Bewegung 
begriffen mit Geschwindigkeiten, die in die der benachbarten Molekiile stetig 
iibergehen, — die von der Art II ruhen; und beiderlei Arten befinden sich 
in polarisiertem Zustand, indem ein jedes Elektron in zwei gleiche ,lonen“ 
von entgegengesetztem Vorzeichen zerfiillt. In ein jedes Molekiil des 
Kérpers dringen im Fall einer Wirmeaufnahme Ionen von _ beiderlei 
Arten in gleichen Massen ein, und zwar + lonen von der Art I in die 
positiven, und —lJonen von der Art II in die negativen Teile der 
Hille, wo alle die Geschwindigkeiten des Molekiils annehmen. Im Falle 
einer Wirmeabgabe hingegen treten —-lonen der Art I in die positiven, 
und +Jonen der Art II in die negativen Teile der Hiille. 

Ist die Temperatur eines Kérpers A kleiner als die eines angrenzenden 
Kérpers B und der Unterschied unendlich klein, so strémen + lonen 
von der Art I in die positiven, —Ionen von der Art II in die negativen 
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Teile der Hiillen der A Molekiile, und zu gleicher Zeit strémen — Ionen 
von der Art I in die positiven und +Jonen von der Art II in die 
negativen Massenteile der B Molekiilhiillen in gleicher Menge ein, wo 
alle Ionen die Geschwindigkeiten der betreffenden Molekiile annehmen. 
Infolge der Gleichheit der entgegengesetzten Stréme und der unendlich 
kleinen Temperaturdifferenz von A und B ist die Wirmeabgabe von B 
gleich der Wiirmeaufnahme von A. 


Budapest, Februar 1906. 





















Ernarp Scamwr. Entwicklung willkirlicher Funktionen. 


Zur Theorie der linearen und nichtlinearen Integralgleichungen, 


I. Teil: Entwicklung willkiirlicher Funktionen nach Systemen 
vorgeschriebener.*) 


Von 


Erxuarp Scumipt in Bonn. 


Einleitung. 


Fredholm*™) hat eine Auflésungsformel der inhomogenen linearen 
Integralgleichung 


fis) = (8) —4f'K(, t) p(t) at 


entdeckt, welche das Resultat enthielt, daB diese Gleichung nach g/(s) 
stets aufgelist werden kann, wenn A nicht eine der Nullstellen einer 
gewissen ganzen Transzendenten 4(/) ist. Fiir diese Werte von A, in 
Hilbertscher Bezeichnung die sogenannten ,,Kigenwerte des Kernes K(s, t)*, 
und nur fiir diese liBt, wie Fredholm ferner zeigte, die homogene 
Gleichung 


0 = 9(s)—2 (Ke, t) p(t) at 


Lésungen zu, die nach Hilbert ,zum betreffenden Eigenwert des Kernes 
K(s,t) gehorige Eigenfunktionen® genannt werden. Hilbert***) hat die 
in der Theorie der partiellen und gewéhnlichen Differentialgleichungen so 
wichtigen Fragen nach der Existenz sogenannter Normalfunktionen und 
der ‘Entwickelbarkeit willkiirlicher Funktionen nach ihnen durch Ein- 
fihrung der Greenschen Funktion auf das viel allgemeinere Problem 
zuriickgefiihrt, die Existenz von Eigenfunktionen eines in s und ¢ syn- 


*) Dieser Teil ist bis auf das neu hinzugekommene IV* Kapitel, den § 13 
und unwesentliche Anderungen in den tibrigen Kapiteln ein Abdruck meiner im 
Juli 1905 erschienenen Gittinger Inauguraldissertation. 
**) Acta Mathematica Bd. 27. 
***) Nachrichten der K. Gesellschaft der Wissenschaften zu Géttingen. Mathem.- 
Phys. Cl. 1904 Heft 3. 
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metrischen Kernes K(s,t) zu beweisen und die Gesetze der Entwickel- 
barkeit willkiirlicher Funktionen nach ihnen aufzustellen. Die Greensche 
Funktion selbst wird durch eine Integralgleichung mit unsymmetrischem 
Kerne bestimmt, wobei die Fredholmschen Formeln zur Anwendung 
kommen. Indem nun Hilbert*) das fiir die willkiirlichen stetigen Funk- 
tionen z(s) und y(t) gebildete Doppelintegral 


(Kis, t) x(s) y(t) dsdt 


als quadratische Form von unendlich viel Variabelen betrachtet, erhilt 
er durch Grenziibergang den der kanonischen Orthogonalzerlegung quadra- 
tischer Formen entsprechenden Zerlegungssatz 


Sf Ks, t)2(s) y(t) dsdt = SF ['2(s) 9,8) ds - f'y(t) 9, (2) at. 


Hierbei durchliuft ,(s) alle Eigenfunktionen des Kernes — jede mit 
einem solehen Faktor versehen, daB das Integral iiber ihr Quadrat 1 
gibt — und 4, die zugehérigen Eigenwerte. Aus diesem Satze folgt 
zuniichst unmittelbar, daB jeder symmetrische Kern Eigenfunktionen hat. 
Unter der Voraussetzung, daB der Kern ein ,,allgemeiner“ ist, d. h. daB 
es zu jeder stetigen Funktion «(s) und jeder beliebig kleinen positiven 
GréBe « eine stetige Funktion ACs) gibt, so daB 


J (0) nf K(s, t)p(t)dt\"ds <s 


ist, leitet dann Hilbert den grundlegenden Entwicklungssatz ab, daB jede 
unter Vermittelung einer stetigen Funktion A(s) durch das Integral 


9(3) =f "K(s, t) h(t) dt 


darstellbare Funktion g(s) in eine absolut und gleichmaBig konvergente, 
nach Eigenfunktionen des Kernes K(s, ¢) fortschreitende Reihe entwickelbar 
ist. Diese Sitze enthalten implicite auch die analogen fiir die Integral- 
gleichung D 
0 = ¥(s) — af G(s, t) p(t) v(t) dt 


— wo G(s,t) symmetrisch und p(t) >0O ist —, welche durch die Sub- 
stitution 


Vp(s)- ¥(s)= (8), Vp(s)- G(s, t)- Vp(t) = K(s, t) 


*) Nachrichten der K. Gesellschaft der Wissenschaften zu Géttingen. Mathem.- 
Phys. Cl. 1904 Heft 1. 
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auf die obige Gleichung 


b 
0 = 9(s)—2[K(s, t)(t)at 


zurtickgefiihrt wird. Eine Reihe verwandter und z. T. iquivalenter Theoreme 
hat Stekloff*) mit Hilfe der von ihm weit ausgebildeten Sch warz- 
Poincaréschen Methoden erhalten. 

Nach Erledigung einiger Hilfssiitze im ersten Kapitel der vorliegen- 
den Arbeit finden im zweiten die Hilbertschen Siitze, unter Vermeidung 
des Grenziibergangs aus dem Algebraischen, sehr einfache Beweise. Zu- 
nichst wird die Existenz von Eigenwerten durch ein Verfahren bewiesen, 
das, einem beriihmten Beweise von H. A. Schwarz nachgebildet**), in der 
Sprache der Fredholmschen Formeln darauf hinauskommen wiirde, dab 


die Gleichung 
d(4) =0 


nach der Bernoullischen Methode aufgelést wird. Aus dem Existenzsatz 
ergeben sich die Entwicklungssitze in analoger Weise, wie aus dem 
Fundamentalsatz der Algebra die Entwicklung einer ganzen Funktion in 
ein Produkt von Linearfaktoren. Hierbei stellt sich die Giiltigkeit des 
Hilbertschen Entwicklungssatzes als unbeschrinkt heraus, postuliert also 
insbesondere nicht die von Hilbert gemachte Voraussetzung der ,,All- 
gemeinheit“ des Kernes. Das erwihnte, der kanonischen Orthogonalzer- 
legung quadratischer Formen entsprechende Hilbertsche Zerlegungstheorem 
kann dann aus dem Entwicklungssatz durch Integration unmittelbar ge- 
wonnen werden. Die durch mehrfache Nullstellen der Funktion 6(A) 
verursachten Komplikationen treten bei der hier gegebenen Beweisanordnung 
nicht auf. Die Fredholmschen Formeln werden nicht benutzt, vielmehr 
liefert die unbeschrinkte Giiltigkeit der Entwicklungssiitze fiir den Fall 
des symmetrischen Kernes eine neve Gestaltung der Auflésung der in- 
homogenen linearen Integralgleichung.***) Jede wnsymmetrische lineare 
Integralgleichung laBt sich aber, wie in § 13 gezeigt wird, durch eine 
einfache Substitution auf eine symmetrische zuriickfiihren. 

Indem im dritten Kapitel die Voraussetzung der Symmetrie des Kernes 
fallen gelassen wird, werden die Funktionen g,(s) und y,(s) dann als 


*) Mémoires de l’'Académie des Sciences de Saint-Pétersbourg 1904 p. 7 etc. 
Annales de la Fac. de Toulouse 2* S., VI 1905. 

**) H. A. Schwarz, Gesammelte Abhandlungen Bd. 1, S. 241—262. 

***) Vergl. noch die wahrend des Druckes vorliegender Arbeit von Hilbert ver- 
éffentlichte umfassende Neubegriindung der Theorie der Integralgleichungen auf 
Grand der von ihm geschaffenen Theorie der quadratischen Formen von unendlich 
viel Variabelen. Gdttinger Nachrichten 1906, Vierte und Viinfte Mitteilung. 
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ein zum Eigenwerte 4, gehériges Paar von adjungierten EKigenfunktionen 
des Kernes K(s,¢) definiert, wenn die Gleichungen 


b 
9,(8) = 4, { K(s, t) ¥,(t) at 


b 
¥,(8) = 4, [ K(t, 8) p,(t) dt 


bestehen; g,(s) mége eine Eigenfunktion der ersten, y,(s) eine der 
zweiten Art heiBen. Es ergeben sich dann die Entwicklungssitze in 
folgender Gestalt: Ist die stetige Funktion g(s) unter Vermittelung der 
stetigen Funktion h(s) durch das Integral 


b 
g(s) = [K(s, t)h(t)dt 


darstellbar, so ist g(s) in eine absolut und gleichmaBig konvergente nach 
Eigenfunktionen erster Art fortschreitende Reihe entwickelbar; ist 


9(8) =f K(t, 8) h(t) at, 


so laBt sich g(s) in gleicher Weise nach Eigenfunktionen zweiter Art 
entwickeln. Aus diesen Siitzen wird durch Integration der der kanonischen 
Orthogonalzerlegung bilinearer Formen entsprechende Zerlegungssatz ge- 
wonnen 


, [[ Kis, t) x(s) y(t)dsdt = p rs Jf 2s) @,(s) ds { y(t) v,(t) dt. 


Die Sitze des dritten Kapitels sind meines Wissens bisher nicht bekannt. 

Die Entwicklungen von Funktionen zweier Variabelen nach Potenzen, 
nach trigonometrischen, nach Kugel- und vielen anderen Funktionen 
lassen sich in Gestalt einer Reihe schreiben, welche nach Produkten einer 
Funktion der einen Variabelen mit einer Funktion der anderen fortschreitet. 

Im AnschluB an diese Bemerkung entspringt fiir die Variations- 
rechnung folgende Frage, welche den Gegenstand des vierten Kapitels 
bildet: Gegeben sei eine stetige Funktion K(s,¢) von zwei Variabelen 
s und ¢. Gesucht wird ein System von héchstens m Paaren einer stetigen 
Funktion von s und einer stetigen Funktion von ¢, so daB die Summe 
ihrer Produkte die gegebene Funktion K(s,/) méglichst gut approximiert. 
Das MaB der Approximation, dessen Minimum die Problemstellung fordert, 
soll wie gewéhnlich durch das Doppelintegral itiber das Fehierquadrat 
definiert werden. Es wird bewiesen, daB die Lésung des Problems durch 
die m ersten Paare adjungierter Eigenfunktionen des unsymmetrischen 
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Kernes K(s,t) gebildet wird. Fiir das MaB der besten Approximation M,, 
ergibt sich die Formel 


=m 


Mu, = (f (Kos, t))*dsat — >” @ 


vr=1 
wo 4, die m ersten Eigenwerte des Kernes K(s,¢) durchliuft, und es 
zeigt sich, daB das MaB der besten Approximation mit wachsendem m 
verschwindet. 

Alle Satze und Beweise der vier ersten Kapitel behalten ihre Giiltig- 
keit, wenn s und ¢ Punkte eines »-dimensionalen ganz im Endlichen 
liegenden, aus einer endlichen Anzahl analytischer Stiicke bestehenden 
Gebildes in einem (n+ m)-dimensionalen Raum bedeuten, und ds und dt 
die entsprechenden Elemente. 

Das fiinfte Kapitel setzt das zweite, dritte und vierte nicht voraus, 
sondern nur die im ersten bewiesenen Hilfssiitze. Die Theorie der Ent- 
wicklung von Funktionen nach Potenzen und Polynomen, nach Fourier- 
schen Reihen und unendlichen Reihen endlicher trigonometrischer Reihen, 
nach Kugelfunktionen und nach Normalfunktionen partieller und gewéhn- 
licher Differentialgleichungen legt die Frage nahe: Gegeben sei eine un- 
endliche Reihe im Intervall a< <b definierter reeller stetiger Funktionen 
@,(@), Py(%),---, p,(@),---. Was sind die Bedingungen dafiir, daB jede 
im Intervall a<x<b definierte stetige Funktion sich in eine gleichmabig 
konvergente, nach den Funktionen g,(x) oder endlichen linearen Aggregaten 
derselben fortschreitende Reihe entwickeln liBt? Oder mit andern Worten: 
Was sind die Bedingungen dafiir, daB jede im Intervall a<2<b defi- 
nierte stetige Funktion durch Funktionen des Funktionenkérpers, welcher 
aus der Reihe der g,(x) durch die Operationen der Multiplikation mit 
Konstanten und der Addition entsteht, gleichmiBig approximiert werden 
kann? Und wenn das der Fall ist, wie bestimmen sich die Koeffizienten 
einer solchen Entwicklung? 

Nennt man nun das gegebene Funktionensystem der g,(#) dann ein 
abgeschlossenes, wenn es keine von Null verschiedene stetige Funktion f(x) 
gibt, so daB fiir jedes v 


S1@9.(@) dx =0 


ist, so erhellt vorweg, daB die Abgeschlossenheit des Systems der o,(x) 
eine notwendige Bedingung fiir unsere Forderung darstellt.*) Anderenfalls 
miissten nimlich alle entwickelbaren Funktionen der Bedingung geniigen, 


*) Diese Bemerkung ist schon von J.P. Gram, Crelles Journal Bd. 94, 8S. 58 
gemacht worden. 
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daB ihr Produkt, mit f(z) von a bis b integriert, Null ergibt, und diese 
Bedingung wiirde z. B. von der Funktion f(x) selber und allen geniigend 
wenig von ihr abweichenden nicht erfiillt werden. 

Es wird nun gezeigt, daB ebenso wie die Abgeschlossenheit des vor- 
geschriebenen Funktionensystems eine notwendige Bedingung fiir unsere 
Forderung darstellt, die Abgeschlossenheit des Systems seiner zweiten Ab- 
leitungen eine hinreichende ist, wenn noch nétigenfalls die Funktionen 1 
und « adjungiert werden. Ist die darzustellende Funktion einmal stetig ~ 
differenzierbar, so ergeben sich fiir die Koeffizienten der Darstellung ganz 
allyemein giiltige einfache Formeln. 

In einer an die hier vorliegende sich unmittelbar anschlieBenden 
Abhandlung wird zuniichst eine neue und sehr einfache Methode zur 
Auflésung der linearen unsymmetrischen Integralgleichung auseinander- 
gesetzt werden. Die dieser Methode zugrunde liegenden Prinzipien er- 
méglichen auch eine Behandlung der nicht linearen Integralgleichungen, 
welche den Gegenstand des zweiten Teiles dieser Abhandlung bilden wird. 
Unter einer nicht linearen Integralgleichung verstehe ich eine Funktional- 
gleichung, welche eine solche Bestimmung der gesuchten Funktionen 
fordert, daB eine gegebene Funktion einer konvergenten unendlichen 
Reihe gleich wird, deren Glieder aus den gesuchten Funktionen und 
weiteren gegebenen Funktionen durch die Operationen der Integration 
und Multiplikation und also auch Potenzierung zu positiven ganzzahligen 
Exponenten entstehen. So ist z. B. 


f(s) — | [Kis, t, r)(p@))™ (p@))"dtdr =0, 


wo g(s) gesucht und f(s) und K(s,t,r) gegeben sind, eine solche nicht 


lineare Integralgleichung. Ebenso nun wie die gewéhnliche nicht lineare 
Gleichung 


y = f(z) 

in der Umgebung einer Lésung eine und nur eine Lésung zulaBt, wenn 
f(#) nicht verschwindet, im anderen Falle aber Verzweigungen eintreten, 
so hiimgt auch der Lésbarkeitscharakter einer nicht linearen Integral- 
gleichung in der Umgebung einer Lésung von einer abgeleiteten linearen 
Integralgleichung ab. Verschwindet fiir diese der Fredholmsche Nenner 
6(4) nicht, so hat die nicht lineare Integralgleichung in der Umgebung 
eine und nur eine Lésung, verschwindet aber 4(4), so treten funktionale 
Verzweigungen ein, fiir welche es gelingt die den Puiseuxschen ent- 
sprechenden Siitze aufzustellen. 

Diese Theoreme erméglichen es z. B. bei den nicht linearen elliptischen 
partiellen Differentialgleichungen zweiter Ordnung die Abhingigkeit der 
Lésungsflichen von den Randwerten zu verfolgen und zwar mit vollstandiger 
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Beherrschung der Verzweigungen d. h. derjenigen Lisungen, in deren 
Umgebung es fir willkiirlich aber wenig verinderte Randwerte nicht 
mehr eine sondern mehrere Lisungsflichen gibt. Der Verzweigungs- 
charakter hiingt davon ab, ob die Jacobische derivierte lineare Differential- 
gleichung bei den Randwerten Null von Null verschiedene Lésungen hat 
oder nicht, was durch die Betrachtung einer linearen Integralgleichung zu 
entscheiden ist. 

Auch die von Poincaré entdeckte Bifurkation in der Theorie der 
rotierenden Gleichgewichtsfiguren ist eine solche Verzweigung einer nicht 
linearen Integralgleichung. In einer dritten Abhandlung werde ich diese 
und noch mehrere andere Anwendungen ausfiihrlich auseinandersetzen. 


Erstes Kapitel. 
Vorbereitende Satze tiber orthogonale Funktionen. 
§ 1. 
Die Besselsche und die Schwarzsche Ungleichung. 
Es seien w,(x), ¥,(x), ---, v,(2) m stetige im Intervall ac xb 
definierte reelle Funktionen, welche simtlich zueinander orthogonal sein, 
d. h. fiir jedes Paar voneinander verschiedener Indizes w und v der Gleichung 


[¥(2) ¥,(a) dx = 0 


geniigen mégen, und welche auSerdem noch simtlich normiert sein, d. h. 
fiir jedes » der Gleichung 





b 
f (wv, (@))*dz = 1 


gentigen mégen. Dann gilt fiir die beliebige reelle stetige Funktion f(z) 
die Besselsche Identitat 


v=n 


J (1) S¥.@) ff’ fly)v, (y)dy)*da — f"(f@)* ax — >" { Fy)v,(y)ay)" 


vel a 


ven ’ 


r=1 
ven b 


b 
> (Sf tov(yay)'s f (fa)ae. 
v=l1 @ a 
Ist die gegebene Reihe der zueinander orthogonalen und normierten 
Funktionen unendlich, so ergibt diese letzte Ungleichung wegen des 
positiven Vorzeichens aller Summanden die Konvergenz der Reihe 


v=@ 


> (ftw) v.() ay). 


v=1 @ 
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Es seien nun f(x) und g(x) zwei reelle stetige Funktionen. Setzt 
man y,(“)= —- ae -, 80 ist (2) normiert, und die obige Besselsche 


= 
Vs (py)*dy 


Ungleichung fiir den Fall » = 1 ergibt 





({7(2) Y, (x) dz) < { (fy dx 


( [f(2) 9(@)a2)'< f (fa)ax- {(pw)tae. 


Das ist die bekannte Ungleichung von Schwarz. Die Besselsche Identitit 
und alle in diesem Paragraphen aus ihr gezogenen Folgerungen bleiben 
giiltig, wenn f(z) eine reelle integrabele Funktion ist, deren Quadrat 
von @ bis } integriert auch einen endlichen Wert gibt, woraus wegen 


f(x) - ¥,(@) S (FO)? + (%,@)? 
auch die Endlichkeit und Bestimmtheit von 


[fa)v,(a)ae 
folgt. ‘a 


§ 2. 
Ein Konvergenzsatz. 


Es sei Q(z, x) innerhalb des Gebietes a< 27 <b, a<z<b als reelle 
nach « integrabele Funktion von z und 2 definiert, und es gelte fiir 
a<2z<b die Ungleichung 


U) 
((Q@, «)*dx < A, 


wo A eine Konstante bedeutet; es sei ferner o,(x), ¥,(x),---, ¥,(@),--° 
eine unendliche Reihe reeller stetiger Funktionen, welche in der Be- 
zeichnungsweise der vorigen Paragraphen normiert und zueinander ortho- 
gonal sein mégen. Dann konvergiert, wenn f(x) eine beliebige reelle 
integrabele Funktion bedeutet, deren Quadrat von a bis b integriert auch 
einen endlichen Wert ergibt, die Reihe 


r=e@ 


> ftov.ay-[ee,2)¥,@ae= S00) 


vy=1 4 a 
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fir a <2<b absolut und gleichmiBig; und zwar ist 


> |U,(2)| <2VA VV f(y) ¥.(y) dy) , 


wo der Ausdruck auf der rechten Seite, wegen der im vorigen Paragraphen 


,S eu 


b 
bewiesenen Konvergenz der Reihe >’ ( f(y) ¥,(y) dy)” mit wachsendem n 
verschwindet. v=1 @ 
Beweis. Es ist 


r=ant+m 


> !4.)\=SUu@-> Ue), 


wo k diejenigen der Indizes n, nm + 1,---, ~+ m durehliuft, welche fiir 
den betrachteten Wert von z positiven Gliedern der Summe, und g die- 
jenigen, welche negativen entsprechen. 

Vertauscht man auf der linken Seite das Summen- mit dem Integral- 
zeichen, so ergibt sich gemaéB der im vorigen Paragraphen gegebenen 
Ungleichung von Schwarz 


> Ue) <V f (Qt, 2))* ae-V ((S.@ fi f(y) v(y) dy)’ de. 


Da nun die Funktionen y¥,(z) zueinander orthogonal und normiert sind, 





so ist 
S (Se. ft vu) ayy de = S"( [7y) viy) ay)? 
< S(fiav.may) 
und mithin ist a 





v=o 


dSuwo< yay > ( (Fu) ¥,(y) ay)’. 
k ven a 
Dieselbe Ungleichung erhalt man fiir 


—>'0,@), 
@ 


und durch Addition dieser beiden Ungleichungen ergibt sich die zu 
beweisende. 
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Zusatz. Wiahlt man fiir Q(z, x) diejenige unstetige Funktion, welche 
fir «<z gleich + 1 und fiir >< gleich 0 ist, so folgt, daB die Reihe 


S frovenay foc ae 


r=1 a 


fir a<z<h absolut und gleichmiBig konvergiert. 


§ 3. 
Ersetzung linear unabhiingiger Funktionensysteme durch orthogonale. 


Es seien ,(x), p,(z),---,9,(2) » fir a<2<b definierte reelle 
stetige Funktionen, die als linear unabhiingig vorausgesetzt werden. Dann 
konstruieren wir die Funktionen*) 








, (2) = = 2 
S@ (y))*dy 
2 (2) — (2) J s (2) %, (2) de 
¥, (2) = 
Vie ig v, wf laeeeinlle 
=a-l 
#,, (@) —S%, fone (2) dz 

¥,(2) = a nts. ee 





o=n-1 


Vii (Pp (Y) “= Ye). i Py (2) (2) dz)* dy 


Durch diese Formeln ist fiir jedes » y,(x) rekursiv durch g,(z), 
;(x),---,@,(x) linear homogen mit konstanten Koeffizienten darstellbar 
und umgekehrt auch g,(x) durch y,(z), ¥,(x),---,¥,(a). In keiner der 
Formeln kann niamlich der Nenner verschwinden; denn wire v der erste 
Index, fiir welchen das geschiihe, so miiBte 


e=r-1 


9, (2) — i ¥¢(2) f 9,(2) ¥_(2) da = 
sein, und da die y,(x) aus den g,(x), 9,(x),--:, p,_,() linear homogen 
*) Im wesentlichen dieselben Formeln sind von J. P. Gram in der Abhandlung 


»Ueber die Entwickelung reeller Functionen in Reihen mittelst der Methode der 
kleinsten Quadrate“, Crelles Journal Bd. 94, aufgestellt worden. 
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mit konstanten Koeffizienten zusammengesetzt werden kénnen, so wiirde 
sich ein Widerspruch zur vorausgesetzten linearen Unabhiingigkeit der 
Funktionen 9, (x), y,(x),---,@,(") ergeben. Die Funktionen y,(x), v(x), 
+++, W(x) bilden ferner ein normiertes und orthogonales Funktionensystem 
d. h. geniigen den Gleichungen 


6 
Sv.) ¥,(z)dz=0 oder 1, 


je nachdem vy und yw verschieden oder gleich sind. Das ist zuniichst klar 
fiir die Funktionen #,(%) und %,(”); nehmen wir nun das Normiertsein 
und die Orthogonalitat des Funktionensystems y, (x), Y,(x),---,W,_,(#) an, so 
folgt dasselbe auch fiir das Funktionensystem y, (x), y,(2),---,¥,_, (2), ¥,(2), 


denn es ist 
: : 
J @,@)'da=1 und J ¥,(z)¥,(z)=0 fir e<v—1. 


Wenn die Funktionen g,(x), p,(x),---,,_,(%) zwar ein linear un- 
abhiingiges System bilden, aber nicht die Funktionen , (x), p,(x),---,@,,(2), 
dann ist die lineare Abhiingigkeit der letzteren gegeben durch die Gleichung 

g=n-l 4 
Pn (2) = >’ vo (2) [Pn (2) ve (2) de = 0. 
‘ e=1 a 
Denn verschwiinde dieser Ausdruck nicht identisch, so waren die Funk- 
tionen w,(x), ¥,(x),--+,¥,(#) linear homogen mit konstanten Koeffizienten 
darstellbar durch die Funktionen 9, (x), g,(x),---, ,(v) und mithin auch 
wegen der vorausgesetzten linearen Abhiingigkeit der letzteren durch die 
Funktionen 9,(x), 9,(“), +--+, @,-,(%). Es miissen also die Funktionen 
w,(x), v(x), ---, w,(#) limear voneinander abhiingig sein. Das ist aber 
unméglich; denn in einem orthogonalen System kann keine Gleichung 


von der Form 
> %¥,(2) = 0 


bestehen, wo nicht simtliche c,—0 sind, wie sich durch Multiplikation 
dieser Gleichung mit y,(x)dz und Integration von a bis b ergibt. 

Wir haben also in den Ziihlern der diskutierten Ausdriicke eine Reihe 
von linearen homogenen Formen der Funktionen (x), 9(2), +++) P,(%), 
deren Eigenschaft es ist, im Falle einer linearen Abhiingigkeit zwischen den 
leteteren dieselbe durch das identische Verschwinden einer der Formen nicht 
bloB als notwendiges wnd hinreichendes Kriterium anzuzeigen, sondern auch 
darzustellen. 
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SchluBbemerkung. Alle Formeln und Satze dieses Kapitels mit 
Ausnahme des Zusatzes zu § 2 behalten ihre Giiltigkeit, wenn z, y, z Punkte 
eines »-dimensionalen, ganz im Endlichen liegenden, aus einer endlichen 
Anzahl analytischer Stiicke bestehenden Gebildes in einem » + m-dimensio- 
nalen Raum bedeuten, und dz, dy, dz die entsprechenden Elemente. 


Zweites Kapitel. 
Uber die lineare symmetrische Integralgleichung. 


§ 4. 
Begriff der Eigenfunktion. 
Es sei K(s, ¢) eine fir a<s<b, a<t<b definierte, reelle, stetige 
Funktion, die in s und ¢ symmetrisch ist. Dann heiBt jede stetige, nicht 


identisch verschwindende, reelle oder komplexe Funktion (s), welche 
identisch in s der Gleichung 


9(s) = af K(s, t) p(t) dt 


geniigt, wo 4 eine Konstante bedeutet, eine zu dem betreffenden Figen- 
werte von A gehérige Eigenfunktion des Kernes K(s, ft). 

Zwei zu verschiedenen Werten von A gehirige Eigenfunktionen 9,(s) 
und @,(s) sind zueinander orthogonal, d. h. geniigen der Gleichung 


J ‘9, (8) 9,(s)ds = 0. 


Denn es sei 
b 


@,,(8) _ 4, K(s, t) Pu (t) dt, 


b 


9, (8) = 4,,f K(s,t) 9,() dt; 


multipliziert man die erste dieser Gleichungen mit 4,,(s) ds, die zweite 
mit 4, ,(s) ds, integriert von a bis 6 und subtrahiert, so ergibt sich 
bei Beriicksichtigung der Symmetrie von K(s, f) 


b 
(4,—4,).f 9,(8) 9,8) ds = 0, 


woraus die zu beweisende Gleichung folgt. 





INCORRECT PAGE NUMBER, SHOULD READ 444, 














Entwicklung willkiirlicher Funktionen. 445 


Ware g,(s) eine zu einem komplexen Eigenwerte von K(s,¢) ge- 
hérige Eigenfunktion, so wiirde die zu g,(s) konjugierte Funktion zum 
konjugierten Eigenwerte gehéren, wegen der Verschiedenheit dieser beiden 
Eigenwerte miiBten dann g,(s) und die zu g,(s) konjugierte Funktion 
zueinander orthogonal sein, was unmdglich ist, da das Integral iiber das 
Produkt zweier konjugierter Funktionen stets gréBer als 0 ist. Also sind 
alle Eigenwerte des Kernes K(s, t) reell. 

Ist ~(s) eine komplexe Kigenfunktion, so folgt, weil, wie eben ge- 
zeigt, der zugehérige Eigenwert reell sein muB, daB y(s) = (s) + 19(s), 
wo g(s) und @(s) reelle Eigenfunktionen desselben Eigenwertes sind. Aus 
diesem Grunde sollen in allen folgenden Sitzen dieses Kapitels nur die 
reellen Eigenfunktionen betrachtet und unter der Bezeichnung _,,Higen- 
funktion“ verstanden sein. 

§ 5. 
Das volistiindige normierte Orthogonalsystem. 

Die Anzahl linear unabhiingiger zu einem bestimmten Eigenwerte i 
gehoriger Eigenfunktionen ist endlich. 

Beweis: Da jedes aus zum selben Eigenwerte gehérigen Eigen- 
funktionen mit konstanten Koeffizienten gebildete lineare homogene 
Aggregat wieder eine zum betreffenden Eigenwerte gehérige Eigenfunktion 
liefert, so ergibt die Konstruktion des § 3 zu jedem System von » linear 
unabhingigen zum Eigenwerte 4 gehérigen Eigenfunktionen ein System 
von ebensovielen Eigenfunktionen desselben Eigenwertes, welche normiert 
und zueinander orthogonal sind; dieselben mégen jetzt durch 4g, (s), 
$_(8),- ++, p,(8) bezeichnet werden. Die im § 1 gegebene Besselsche 
—— liefert dann fiir “w 8 


fee, naz d'(f K(s, #) »,(f)dt) = =D (9.0) 


multipliziert man diese Ungleichung mit ds und integriert von a bis b, 
so ergibt sich bei Beriicksichtigung der Gleichungen 


6 
J @,@)ds = 1 
die Beziehung 3 


bb 
n<i{ [ (Ko, )dsdt, 


womit die Behauptung bewiesen ist. 
Ist die Anzahl der linear unabhiingigen zu einem Eigenwert ge- 


hérigen Eigenfunktionen gleich m, so heiBt der betreffende Eigenwert 
ein m-facher. 
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Ein vollstiindiges normiertes Orthogonalsystem des Kernes K(s,t) soll 
ein solches System von normierten und zueinander orthogonalen Eigen- 
funktionen dieses Kernes heiBen, daB jede Eigenfunktion dieses Kernes 
sich linear homogen mit konstanten Koeffizienten durch eine endliche 
Anzahl von Funktionen des Systems darstellen 1aBt. 

Die in der Darstellung einer Eigenfunktion durch Funktionen des 
Systems vorkommenden Funktionen desselben miissen alle zum selben 
Eigenwerte gehéren wie die darzustellende Funktion; denn es sei die 
Gleichung 


¥ (s) _ - CLP, (s) 


eine solche Darstellung fiir die Eigenfunktion w(s) durch Funktionen des 
Systems; dann ist wegen der Orthogonalitat der letzteren 


b 


¢ —f{ ¥(°) y,(s) ds, 


und dieser Ausdruck verschwindet, wenn w(s) und ,(s) zu verschiedenen 
Eigenwerten gehéren, wie im vorigen Paragraphen gezeigt wurde. 

Man erhiilt ein solches vollstiindiges normiertes Orthogonalsystem des 
Kernes K(s,t), indem man zu jedem Eigenwerte 4 durch die Konstruktion 
des $3 ein System von ebenso vielen normierten und zueinander orthogonalen 
Eigenfunktionen bildet, als die Vielfachheit des betreffenden Eigenwertes 
betrdgt. 

Durchliuft g,(¢) eine beliebige endliche Anzahl von Funktionen 
eines vollstindigen normierten Orthogonalsystems des Kernes K(s, ¢) 
und 4, die entsprechenden Eigenwerte, so folgt aus der Besselschen 
Ungleichung 


b b 
- > \2 1 ; 
J (Ke, oat> > (/ K(s, 6 9, (6) at) — > (H's) 
a v a v . 

b 6b 

ie : 1 

Jd (K(s, })*dsdt > 2 x 

Hieraus ergibt sich, dap die Eigenwerte des Kernes K(s, t), jeder nach seiner 
Vielfachheit gezdhlt, keine Héufungspunkte im Endlichen haben kinnen. Also 
lassen sie sich ihrem absoluten Betrage nach in eine Reihe anordnen, und 
wenn es ihrer unendlich viele gibt, so wachsen die absoluten Betriige iiber 
alle Grenzen. 
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§ 6. 
Die iterierten Kerne.*) 
Wir definieren 
K"(s, t) = K(s, t), 


b 
K*(s, t) -/ K(s,r) K*(r, t) dr, 


b 
K*(s,t) = | K(s,r) K*-*(r, #) dr. 


Denkt man sich dann K**'(s,?¢) als n-faches Integral iiber das Produkt 
von »+ 1 Kernen explizite, ausgedriickt, so erhellt sofort 


b 
(1) Kr+"(s,t) = { K*(s,r) K"(r, t) dr, 


K’ (s, t) = K"(t, 8). 


Ferner kann keine der Funktionen K%(s,?) identisch in s und ¢ ver- 
schwinden. Denn wiire 

K"(s,t) =0, 
so ware auch 

K"*'(s, t) =0, 
und gemaB (1) wire auch 

b 
| Kx(s,r) Kn (r,t) dr =0, 


wo m, die ganze unter den beiden Zahlen > und “ 


ware auch 





; ; bedeutet; mithin 


» b 
0 -/J K"(s,r) K"(r, 8) dr =f (Kn, r)P dr, 


woraus das in s und ¢ identische Verschwinden von K™%(s,¢) folgen 
wiirde. Durch geniigend hiiufige Wiederholung dieses SchluBverfahrens 
wiirde sich das identische Verschwinden von K(s,¢) im Widerspruch zur 
Voraussetzung ergeben. 

Es sei 


o(s) =a f K(s,t) o(0 at. 


Dann ist 
b 


(8) =a" f K*(s, t) p(t) at. 


*) Vergl. H. A. Schwarz 1. c. Fredholm 1. c. 8. 384. Hilbert l.c. 8. 244—247. 
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Es ist also jede Eigenfunktion des Kernes K(s,t) auch eine Eigenfunktion 
des Kernes K*(s,t). Ist andererseits 


v(s) =e { K*(s, t) v(t) dt, 


so definiere man die Funktionen 7,(s) durch die Gleichungen 


b b 
nyz,(8) = ¥(s) +h, | K(s, t) v(6) dt+h f K*(s,t) y(t) dt+--- 
P a a 


+hr-1 { K*-1(s,t) p(t)dt (v—1,2,3, --,n), 


wobei h, die m Wurzeln der Gleichung h"=c durchliuft. Dann ist, 


r= 


weil P h* nur dann von Null verschieden ist, wenn k durch n teilbar ist, 


vr=1 


(2) (s) -> 1,(8)- 


Ferner erhalt man 
b&b 
1,(8) =h, | K(s, t) x,(6) dt. 


Also sind die z,(s), sofern sie nicht identisch verschwinden, was wegen 
(2) nicht fiir alle » der Fall sein kann, Eigenfunktionen des Kernes 
K(s,t). Da derselbe nach § 4 nur reelle Eigenwerte hat, muB ,(s) 
fiir alle nicht reellen h, identisch verschwinden. Ist folglich m ungerade, 


und bezeichnet man mit h,— Ve die reelle Wurzel der Gleichung 
h* =c, 80 ist 


b 
v(s)= Ve f K(s,t) w(t) dt. 


Ist aber » gerade, so muB c>O sein, und wenn dann h=+YVe, 


h, = — Ve die beiden reellen Wurzeln der Gleichung h" =e bezeichnen, 
so ist 
¥(s) = n(8) + a(S), 


n(s))=+ Ve f K(s, u@ at, 


: 
t2(8) = — Ve | K(s, t) x(t) dt, 


wobei noch eine der beiden Funktionen 7,(s) und y,(s) identisch ver- 
schwinden kann. Ist also n wungerade, so ist jede LEigenfunktion von 
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K"(s, t) auch eine Eigenfunktion von K‘(s,t); ist aber n gerade, so ist 
jede Eigenfunktion von K"(s,t) entweder eine Eigenfunktion von K(s, t) 
oder die Summe zweier solcher. 

Jedes volistiindige normierte Orthogonalsystem des Kernes K(s,t) ist 
auch ein solches fiir den Kern K*(s, t). 


§ 7. 
Fundamentalsatz. 
Zu jedem nicht identisch verschwindenden Kerne K/(s,t) gibt es min- 
destens eine Eigenfunktion. Den Beweis dieses Fundamentalsatzes lasse 
ich, um hier den Ideengang nicht zu unterbrechen, in § 11 nachfolgen. 


g 8. 
Entwicklung des Kernes und seiner Iterationen. *) 
_ Es mégen die Funktionen 9,(s), 9, (3), ---, p,(s),--- eim voll- 
stiindiges normiertes Orthogonalsystem des Kernes K(s, ¢) bilden, denen 


die Eigenwerte 4,,4,,---,4,,°-- der absoluten GréBe nach geordnet 
entsprechen mégen. Wenn dann die Reihe 


9, (8) 9, 
gleichmapig fir a<s<b, a<t<b konvergiert, so ist 
, 7,8) 9, 
(3) K(,) = > 


insbesondere ergibt sich hieraus, daB diese Gleichung stets giiltig ist, 
wenn die Anzahl der Eigenfunktionen des vollstindigen normierten Orthogonal- 
systems endlich ist. 

Beweis: Wir setzen: 


9, (8) 9, 
K(s,)— >) = 9). 


Dann ist Q(s,¢) auch eine stetige symmetrische Funktion von s und ¢, 
und és ist 


b 
(4) JS Qs,8 9, dt =0 
fiir alle Werte von v. Wire nun Q(s,¢) nicht identisch Null, so miiBte 


*) Vergl. Hilbert 1. c. 8. 69—72. — Stekloff 1. c. 8. 404—425. 
Mathematische Annalen. LXIIT 29 
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es nach dem Fundamentalsatz des vorhergehenden Paragraphen eine stetige 
Funktion w(s) geben, so dab 


v(s) = f Q(s, #) v(t) at 


ist. Aus (4) folgt, daB fiir alle Werte von v 


b 


(6) J ¥(9) @(s) ds =0 


mithin ist auch 


Se, t) w(t) dt - { K(s, t) w(t) dt, 
also ist 


b 


v(s)=c¢ | K(s, t) w(t) dt, 


w(s) wire also eine Eigenfunktion des Kernes K(s,¢), welche wegen 
ihrer durch Gleichung (5) gegebenen Orthogonalitit zu allen Funktionen 
g,(s) sich nicht durch eine endliche Anzahl von ihnen linear homogen 
mit konstanten Koeffizienten darstellen liebe — im Widerspruch zur 
Voraussetzung, daB die Funktionen ,(s), g,(s), ---, ~,(8),--- ein voll- 
stiindiges normiertes Orthogonalsystem des Kernes K(s,¢) bilden. Also 
ist Q(s,¢) identisch gleich Null, was zu beweisen war. 
Hieraus schlieBen wir: es ist stets 


(8) t) 
(6) K*(s, t) “- I me 


und die Reihe auf der rechten Seite konvergiert absolut und gleichmipig. 
Denn da nach § 6 die Funktionen ,(s) auch ein volistiindiges normiertes 
Orthogonalsystem des Kernes K‘*(s,¢) bilden, denen die Eigenwerte A! 
entsprechen, so folgt unsere Behauptung aus der eben bewiesenen, wenn 
nur die absolute und gleichmiBige Konvergenz der Reihe rechts dargetan 
werden kann. Es ist aber 


vr=at 


m . roa+u n=atum 
[8% 1 (%,(8))* ys (v,)* 
a | ao | = 828 a a3 ee 4 a3 
r=Rn r=a ¢ 


und da nach der Besselschen are 


r=at+m vont 


yf (Kis, t)at> 2 ( Ks t) g,(t) dt)*— 2 er 








Entwicklung willkiirlicher Funktionen. 





so folgt 
r=n+m b 
|p, (8) 9, (@) 1 > 
“a = a <i J (K6, t))* dt, 


woraus die zu beweisende absolute und gleichmaBige Konvergenz sich 
ergibt. 


§ 9. 
Entwicklung willkirlicher Funktionen.*) 


Es migen wie im vorigen Paragraphen die Funktionen 9,(s), (8), - - 
- +, p,(s),: ++ ein vollstiindiges normiertes Orthogonalsystem des Kernes K(s, t) 
bilden, denen die Eigenwerte 4,,4,,---,4,,--- dem absoluten Betrage nach 
geordnet entsprechen migen. Ist dann h(s) eine stetige Funktion, so dap 


h 
[K(s, t)h(t)dt =0 


ist, dann ergibt sich durch Multiplikation dieser Gleichung mit y,(s)ds und 
Integration von a bis b die fiir alle v giiltige Gleichung 


[us 9, (s)ds = 0. 


Umgekehrt folgt aber auch aus dem Bestehen dieser Gleichungen fiir alle v 
die Gleichung 


b 
[ K(s, t)h(t)dt =0. 
Beweis. Multipliziert man die im vorigen Paragraphen bewiesene 
Gleichung 
—y P, (8) 9, (f) 
K*(s,t)=> -s 


mit h(s)h(¢)dsdt und integriert nach s und ¢ von a bis b, so folgt 
b 


D 
0 =/f K*(s, t) h(s) h(t) dsdt 


U 


=| ‘i J "K*(s, r) h(s) ds { "Kt, r)h(t)at 


—f'ar( r) h(s) ds)"; 


*) Vergl. Hilbert 1. c. 8S. 72—78. Stekloff 1. c. 8. 404—425. 


29* 
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mithin ist identisch in r 
KX, r)h(s)ds = 0; 
daher ist auch op 
0 =f {'K*(s,t) h(s) h(¢)dsdt, 


und durch Wiederholung des eben angewandten SchluBverfahrens ergibt 
sich identisch in r 


SK, s)h(s)ds = 0, 


was zu beweisen war. 
Es sei die stetige Funktion g(s) darstellbar durch die Gleichung 


9(s) =f K(s, t) p(t)at, 


wo p(t) eine stetige Funktion bedeutet, dann ist 


9) = 9.8) fae, @at= >" (ro, at 


¥ 


=>) [Kb t) 9. at fr 9,at, 


und die Reihe rechts konvergiert absolut und gleichmépig. 

Beweis. Aus der dritten Darstellungsform ihres allgemeinen Gliedes 
erlaubt uns der in § 2 bewiesene Konvergenzsatz die behauptete absolute 
und gleichmaBige Konvergenz der Reihe abzulesen. 

Setzt man 


9(8) — >) ¥.(8) f'9(t) g(t) at = h(s), 


so ist fiir alle » 


b 
(7) J h(s) 9,(s) ds = 0 
und mithin nach dem eben bewiesenen Theorem 
b 
(8) | K(s, t)h(t) dt =0. 
Nun ist . 


b b b b 
J (his) ds = J ‘h(s) g(s)ds —~> fi (s) m,(s) ds f ‘o(t) y,(t) dt 
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und da wegen der Gleichungen (7) die Summe rechts verschwindet, so ist 


[Qe ds = [h(s)9(s)ds = { pr) dr [ K(s, r)h(s)ds = 0 


wegen Gleichung (8). Also ist A(s) identisch gleich Null, was zu be- 
weisen war. 

Es mégen p(s) und g(s) zwei stetige Funktionen bedeuten; dann 
ergibt sich durch Multiplikation der eben bewiesenen Gleichung mit q(s)ds 
und Integration von a bis b 


J fK,)a@)r@)asat= > ¢ fas) 9,0) 4s, f v(t) 9, (tat. 


Dies ist die Fundamentalformel von Hilbert, welche er aus der kanonischen 
Zerlegung einer quadratischen Form durch Grenziibergang gewinnt, und 
aus welcher er dann die Sitze des § 8 und das erste Theorem des § 9 fir 
alle Kerne und das Entwicklungstheorem fiir ,allgemeine“ Kerne ableitet. 


§ 10. 
Die inhomogene lineare Integralgleichung. 


Es sei f(s) eine gegebene stetige Funktion; es soll eine stetige Funk- 
tion »(s) bestimmt werden, so dab 


(9) f(s) = 9(s) —1f K(s, 0) p(t) at 
ist. Wir setzen 
(8) = f(s) + 9(8). 
Dann ist 
(10) 9(8) = 2, K(s, t) (fit) +9) at, 


es ist folglich nach dem Entwicklungssatze des vorigen Paragraphen 
b 
(11) 9(8) = >) 9,(8) 9) 9,(0) at, 


wo g,(s) ein vollstindiges normiertes Orthogonalsystem des Kernes K(s, ¢) 
durchléuft, und die Reihe rechts absolut und gleichmaBig konvergiert. 
Multipliziert man (10) mit g,(s)ds und integriert, so folgt 
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J[o(s9.(0)as =a f(r +90) at f KG, t)9,(6)as, 
2) fate,at=+ fre,eats} fowe,eat, 


fowo.eat= +, froe.cat, 


und also gemaB (11) 


(13) v() = 79) +4 > free. eat. 


Umgekehrt konvergiert aber auch, wenn 4 von allen A, verschieden ist, 
die letzte Reihe nach § 2 absolut und gleichmiiBig, weil 


9, (8) 


b b b 
PE, froea-*, J KoH9 Mat [roe at 
a at > a a 


ist, und es stellt die rechte Seite der Gleichung (13) eine Lisung der 
Gleichung (9) dar, wie sich durch Einfiihrung derselben in Gleichung (9) 
bei Beriicksichtigung der aus dem Entwicklungssatz des vorigen Paragraphen 
folgenden Gleichung 


A . 6 
‘| K(s, f(t) at =e Sf@)9,(t) at 


ergibt. Wir sehen also, daB, wenn i kein Eigenwert des Kernes K(s, t) 
ist, die Gleichung (9) immer eine und nur eine durch die Gleichung (13) 
gegebene Lisung hat. Ist aber i ein k-facher Eigenwert, so ergibt die 
Gleichung (12), daB, damit die Gleichwng (9) eine Lisung hat, f(s) den 
k Gleichungen 


Sf) Pn+r(t) dt=0 


geniigen muB, won+1,n-+2,--+,n+k die Indizes der zum betreffen- 
den k-fachen Eigenwerte gehirigen Eigenfunktionen des volistiindigen normierten 
Orthogonalsystems bedeuten; dann ist, wie die FEinfiihrung in die Glei- 
chung (9) zeigt, 


p(8) = £(8) + 4, Py 4s(8) + Pn 42 (8) ++ - > + OP, 42(8) ' 
+A DZ [iO elas 


a 
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wo v alle Indizes des Orthogonalsystems mit Ausnahme von n+ 1, n+ 2,-- 
--,n+k durchliiuft, und a,,a,,---, a, beliebige Konstanten bedeuten. Dies 
sind fiir den symmetrischen Kern die wesentlichsten derjenigen Sitze, welche 
von Fredholm durch seine Reihen bewiesen worden sind. 


§ 11. 
Beweis des Fundamentalsatzes.*) 


Jetzt gehen wir zu dem in §7 schuldig gebliebenen Beweise des 
Fundamentalsatzes tiber, daB es zu jedem Kerne mindestens eine Eigen- 
funktion gibt. 

Wir setzen 


b 


> b 
U, = { K\(s, s)ds, U, = K%(s, s)ds,---, U, = (Ks, 8)ds,---. 


r 


Dann folgt aus § 6 (1) 


6b 6b 

(14) Una =f [K(s, r) K"(s, r)drds, 
5b +b 

(15) Uy, =f [Ks n)Pdras. 


Da nun K"(s,¢), wie in § 6 gezeigt, nicht identisch verschwinden kann, 
so folgt, daB alle U’,, von Null verschieden und positiv sind. Es sei n>2; 
setzt man dann in (14) n+1 fiir uw und n—1 fir v und wendet die in 
§ 1 gegebene Schwarzsche Ungleichung an, welche gemiiB der Schlub- 
bemerkung des ersten Kapitels auch fiir vielfache Integrale ihre Giiltig- 
keit behalt, so folgt 

I}, < Ven-2 F Vsan+2» 


2n 2n+2 
Us,- = Us, 
Setzt man nun 
Ue. 
(16) —_— = Cr, 
so ist also 
(17) Cre1 SS: 


Nun ist nach § 6 Gleichung (1) 


*) Vergl. H. A. Schwarz 1. c. 
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Kr+*(s, t) = { K*(s, r) K*(r, t)dr, 


6 b 
(Kr*a, OFS, [ (Kes, ny arf (KG, nar, 


b 6b 6 b 
~ 


J ik (K«+"(,))*dsdt < <J. (K*(s,n)*drds -[ { (K"t,n)*arat. 


Also nach (15) 


Osy427 < U,,, - Us, 


Me 


U,,> “oe 
und wegen (16) und (17) 
(18) U,, >%.. 
Bei Beriicksichtigung von (17) ergibt sich hieraus, daB 


Lim ¢, = ¢, 








i 
wo ¢ eine endliche positive GréBe bedeutet und 
U;, 
(19) eS) 
ist. 
Aus (16) folgt, weil ¢,<ce ist, daB 
Ue, 2 U;,, 
(20) Fas ne < eo 7 
Aus (19) und (20) folgt, dab 
vy 
(21) Lim —*"= U 
n=o C€ 
ist, wo U eine endliche Zahl > 1 ist. 
Nun ist 
K*+26 5) K*%G,t) 
jt ce 
2n+2m— 2n- 
-if J Kis, nase? — | Ky, Dan dry, 
6 b 
KA" t+ 2m ,t K?"(s, 2 7 
( aia . a °) < aS J (K6,r) Kv, t)Pdr, dr, =< 


2n+2m—2 2 7in+2m—2 2n--2 ‘ 2n—2 
mf fanan|(* Gut) _ 9X i ty) K ate) Seta A 


cttm—1 outm—2 = 





ey), 
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Bei Beriicksichtigung von (14) und (15) ergibt sich hieraus 


b b 
K2*t2m .t K*" ’ 2 1 
(Se Es 5S Kenran, f Kit ran x 





c 








U, n nau— U,, m a— 
{ <ersamns _ 9 “stones 4 “tonal 


Der Ausdruck auf der rechten Seite wird aber wegen (21) mit 
ter om m, unabhingig von m, s und ¢, unendlich klein. Hieraus folgt, 


dap ~ ~f 9 mit wachsendem » gleichmaBig gegen eine mithin stetige 
Funktion u(s,t) konvergiert, welche wegen 
. U, 
fu, s)ds = Lim Ras (8)48 _ Lim **=U>1 
n= oo n=o C€ 


nicht identisch in s und ¢ verschwinden kann. Ferner folgt aus 


| Saitek 1 1 fxn® r) ~£08 dr 


oti 





u(s, t) = 1 [K%, r)u(r, t)dr. 


Wahlt man nun fiir ¢ einen solehen Wert ¢,, daB u(s, ¢,) nicht identisch 
in s verschwindet, so ist gemiB der letzten Gleichung u(s, ¢,) eine Eigen- 
funktion des Kernes K*(s,¢). Daraus folgt aber nach § 6, daB auch 
K(s,t) eine Eigenfunktion haben muB, was zu beweisen war. 


§ 12. 
Erweiterung der Voraussetzungen. 


Auch Unstetigkeiten des symmetrischen Kernes kénnen in einem durch 
folgende Voraussetzungen beschrinkten Umfange zugelassen werden. 

I. Die Punktmenge in der s, +Ebene, welche aus den Unstetigkeits- 
stellen von K(s, ¢) gebildet wird und daher in der s, Ebene abgeschlossen 
ist, soll auf jeder Geraden s = const. den fuBeren Inhalt Null haben. 


d 
IL. | (Ke, t))*dt soll fir a<s<b endlich und bestimmt sein und 


eine stetige Funktion von s darstellen. 
Man teile das quadratische Definitionsgebiet von K(s,¢t) durch 
Parallelen zu den Seiten in 2°" gleiche Quadrate und bezeichne mit Q, 
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das aus der Gesamtheit derjenigen Quadrate gebildete Gebiet, welche im 
Inneren oder auf der Umgrenzung Unstetigkeitsstellen von K(s,t¢) ent- 
halten. Dann kann aus I und II ohne Schwierigkeit das Ergebnis bewiesen 
werden: zu jeder beliebig kleinen positiven GréBe « gibt es eine Zahl », 
so daB fiir alle Geraden s = const. sowohl die Gesamtliinge der auf ihnen 
von Q, tiberdeckten Gebiete als auch der Wert des tiber die Gesamtheit 
dieser Gebiete erstreckten Integrals 


{ (Ke, 0) at*) 
Qn 


<e sind. ° 
Hierans folgt zuniichst, daB auch fiir alle Geraden s = const. 


{| Ke, )\dt<s 
@n 


ist; denn gem&B der Schwarzschen Ungleichung ist 
(ike, ojat)'< (Ke, pat. fats 2. 
Qn Qn Gn 


Aus den bewiesenen Ungleichungen ergibt sich leicht: Der planare Inhalt 
der aus den Unstetigkeitsstellen von K(s, t) bestehenden Punktmenge ist 


pam Null. Fiir jede stetige Funktion m(¢) sind Se t)) m(t)dt und 


fi (K(s, t))? m(t)dt fir a<s<b endlich und bestionmnt und stellen eine 


stetige Funktion von s dar. Abnlich beweist man leicht bei Anwendung 
der Schwarzschen Ungleichung auf das Integral tiber das Produkt der 
beiden Kerne, daB auch 


h 
K*(s,t) =/K(s,r) K(r, ar 


fir a<s<b, ax<t<b endlich und bestimmt ist und eine stetige Funk- 
tion von s und ¢ darstellt, welche wegen 
b 


K°*(s, s) =| (Ke, r) dr 


nur dann identisch verschwinden kann, wenn K(s,¢) in seinem ganzen 
Stetigkeitsbereich identisch verschwindet. 

Diese aus den Voraussetzungen I und Il gewonnenen Folgerungen 
gestatten leicht alle in den §§ 4, 5,6 vorkommenden Operationen wie 
namentlich die hiufigen Vertauschungen der Integrationsordnung auch fiir 


*) Es kann statt der Voraussetzungen I und II auch I und die Giiltigkeit dieser 
Ungleichung gefordert werden, aus welchen Voraussetzungen sich leicht II ergibt. 
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den Fall des unstetigen Kernes zu legitimieren.*) Die Siitze und Beweise 
der §§ 4, 5,6 bleiben daher ungefndert giiltig. Der in § 7 ausgesprochene 
Fundamentalsatz bleibt bestehen, weil K*(s,t) als stetiger Kern Eigen- 
funktionen haben mu8 und hieraus gemiB § 6 die Existenz von Eigen- 
funktionen von K(s, ¢) folgt. 

Im § 8 muf die Giiltigkeit der Gleichung (3) auf den Stetigkeits- 
bereich des Kernes beschrinkt werden, wiahrend die Gleichung (6) un- 
verindert giiltig bleibt. In den §§ 9 und 10 bleiben alle Sitze und Be- 
weise unverandert bestehen. 

Es ist auch zuliissig, daB I und JI lings einer endlichen Anzahl von 
Geraden s = const. unerfiillt sind, indem der Kern auf beiden Randern 
dieser verschiedene Wertefolgen annimmt, I und II miissen dann aber in 
jedem der Rechtecke, in welche das Definitionsquadrat des Kernes durch 
die genannten Geraden zerlegt wird, einschlieBlich der Rinder postuliert 
werden, und es miissen an den betreffenden Werten von s beiden Eigen- 
funktionen sowie der Lésungsfunktionen der inhomogenen Integralgleichung 
Spriinge zugelassen werden. 

Ferner kann der Giiltigkeitsbereich des in § 9 erhaltenen Entwicklungs- 
satzes noch dahin erweitert werden, daB die Voraussetzung der Stetigkeit 
der Funktion p(t) durch die Voraussetzung der Integrabilitit und der 
Integrabilitét ihres Quadrates ersetzt wird. 

Ebenso iindert sich nichts in den Satzen und Beweisen dieses Kapitels, 
wenn §, t, r,---, Punkte eines n-dimensionalen, ganz im Endlichen liegen- 
den, aus einer endlichen Anzahl analytischer Stiicke bestehenden Gebildes 
in einem (n+ m)-dimensionalen Raum bedeuten und ds, dt, dr,--+ die 
entsprechenden Elemente. 

Auch in diesem Fall bestimmen die Bedingungen I und II einen 
Bereich der Zuliissigkeit von Unstetigkeiten. 


Drittes Kapitel. 
Uber die lineare unsymmetrische Integralgleichung. 


§ 13. 
Die inhomogene Integralgleichung. 


Es seien der nicht mehr als symmetrisch vorausgesetzte Kern K(s, t) 
und f(s) fir a<s<b, a<t<b als reelle stetige Funktionen definiert. 
Gesucht wird eine reelle stetige Funktion »(s), welche die Integralgleichung 





*) Siehe z. B. Jordan, Cours d’Analyse Bd. II, Cap. II, II. 
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(22) f(s) = (8) —/ K(s, t) o(at 
erfiillt. ° 
Setzt man 
(23) a(t) = x(t) —[ K(s, t) x(s) as, 
so ergeben sich die Identititen 
(24) (8) — | K(s, t)g(t)at = x(s) —[ Q(s, t) x at, 
(25) Soo)? as = fx(s) (x() —f Q(s, t) x(t) at) as, 
wo 


Q(s, t) = K(s, t) + K(t, s) — [ K(s,r) K(t, rar 


und mithin symmetrisch ist. 

Man bezeichne jede von Null verschiedene reelle stetige Funktion, 
welche, fiir p(s) substituiert, die rechte Seite der Gleichung (22) identisch 
verschwinden laBt, als Nulllésung in s des Kernes und jede von Null ver- 
schiedene reelle stetige Funktion, welche fiir z(t) substituiert die rechte 
Seite der Gleichung (23) identisch verschwinden laBt, als Nudllisung in t. 
GemaiB dem ersten Theorem des § 5 fiir 4=—1, bei dessen Beweis von 
der Voraussetzung der Symmetrie des Kernes kein Gebrauch gemacht 
wird, sind die Anzahlen der linearunabhingigen Nulllésungen in s sowie 
in ¢ endlich. Ist 7(#) eine Nulllésung in ¢, so folgt aus (23) und (24), 
daB z(t) eine zum Eigenwerte 4=1 gehdrige Eigenfunktion des sym- 
metrischen Kernes Q(s,¢) ist; aus (25) und (23) folgt das umgekehrte. 
Mithin erhalt man die Gesamtheit der ersteren Funktionen, indem man die 
mit ihr als identisch erwiesene Gesamtheit der letzteren bildet. 

Nun ist die notwendige und hinreichende Bedingung fiir die Lisbarkeit 
der Gleichung (22) die Orthogonalitét von f(s) zu allen eventuell vorhandenen 
Nulllésungen in t, und aus ciner Lisung ergeben sich dann alle durch 
additive Hinzufiigung aller Nulllisungen in s*). 

Denn die Notwendigkeit dieser Bedingung erhellt vorweg bei Multi- 
plikation der Gleichung (22) mit einer Nulllésung in ¢ und Integration; 
und daB die Bedingung hinreichend ist, zeigt die unmittelbare Anwendung 
der Auflésungstheoreme des § 10 auf die symmetrische Integralgleichung 


*) Dieses Theorem ist auch zuerst von Fredholm |. c. bewiesen worden. 
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f(s) = x(8) —f Q(s, t) x(t) at, 


auf welche gemiiB (24) die Gleichung (22) durch die Substitution 


b 
v(t) = x) —f K(s, 0) x(8) ds 
zuriickgefiihrt wird. ; 


§ 14. 
Begriff der Eigenfunktion. 
Es sei K(s,¢) eine fir a<s<b, a<t<b definierte reelle stetige 
Funktion, die nicht als symmetrisch vorausgesetzt werden soll. Wenn dann 


die beiden reellen oder komplexen stetigen nicht identisch verschwindenden 
Funktionen g(s) und w(s) den Gleichungen 


(26) 9(s) =4f K(s,t) v(t) at 


b 


(27) ¥(s) = 2f K(t,s) p(t) at 


geniigen, so sollen sie als ein Paar zum betreffenden Eigenwert 4 gehiriger 
adjungierter Eigenfunktionen des Kernes K(s,t) bezeichnet werden. 
Wir definieren nun 


(28) K (s, t) =| K(s,r) K(t,r) dr 
(29) K(s,t) =| Kir, s) K(r,t)dr. 


Dann sind K(s,t) und K(s, t) symmetrisch. 
Fihrt man (27) in (26) und (26) in (27) ein, so ergeben sich die 
Gleichungen 


(30) 9(s) = 2 K(s, t) g(t) at 
(31) v(s) = a [ K(s, t) v(t) at. 
Wire nun 4 


p(s) = (8) +tg,(s) und p(s) = ¥,(s) + i¥,(8), 
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so wiirde, da 4? als Eigenwert des symmetrischen Kernes K(s, ¢), wie in 
§ 4 gezeigt, reell sein muB, aus (30) folgen 


91(8) = af K(s, t) y(t) at 


b bb 
J (9, (9) ds—= a? f [ @,(s) K(s, t) g,(¢) dsdt 
a e f 
=1 fdr [ K(s,r) 9,(8) ds | K(t r)g,(t) at 
p a ; a ; a 
JS @0)Pas = 8 [ar( [K(s, 7) 9,(s) as). 
Ebenso ergibt sich 


b b b 

J) ds = a f dr (_{ K(s, *) 9.(s) ds). 

Da nun in mindestens einer dieser beiden Gleichungen nicht beide Seiten 
identisch verschwinden kénnen, so folgt, daB 2° positiv und mithin A reell 
ist. Es miiBten mithin g,(s) und y,(s), g,(s) und ,(s) je ein Paar zum 
Eigenwerte 4 gehériger adjungierter Eigenfunktionen des Kernes K(s, ¢) 
bilden. Aus diesem Grunde sollen im folgenden nur reelle Paare von 
adjungierten Eigenfunktionen betrachtet und unter dieser Bezeichnung 
verstanden werden. Indem wir tiber das Vorzeichen von y(s) geeignet 
verfiigen, kénnen wir die Eigenwerte eines unsymmetrischen Kernes simtlich 
als positiv voraussetzen. 

Aus (30) folgt, wenn w(s) durch (27) definiert wird, (26) und durch 
Einfiihrung von (26) in (27) (31); ebenso folgt aus (31), wenn g(s) durch 
(26) definiert wird, (27) und durch Einfiihrung von (27) in (26) (30). 
Es entspricht also jeder Eigenfunktion des symmetrischen Kernes K (s, t) eine 
Kigenfunktion des symmetrischen Kernes K(s,t) und wmgekehrt — und 
zwar so, dap das betreffende Funktionenpaar ein Paar adjungierter Eigen- 
funktionen des unsymmetrischen Kernes K(s, t) bildet. 


§ 15. 
Das vollstindige normierte Orthogonalsystem eines unsymmetrischen 
Kernes. 


Die adjungierten Funktionen eines vollstiindigen normierten Orthogonal- 
systems des Kernes K (s,t) bilden wieder ein vollstiindiges normiertes Ortho- 
gonalsystem des Kernes K (s,t) und umgekehrt. 
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Beweis. 


So ¥(n ar = fara, [Kl r) p,(t) ata, [K(s, r) 9,(s) as 


a> & 


h 


—i,4,f K(s, t) p, (t)9,(s) ds at; 


wegen (30) ergibt sich hieraus 
b i ’ 
fvuls)¥(s) ds = 7 f ¥4(8) 9419) ds. 


Bilden also die Funktionen g,(s), g,(s),---, ,(8),*-+ ein vollstiindiges 
normiertes Orthogonalsystem des Kernes K(s,¢), so folgt aus der letzten 
Gleichung, daB auch die adjungierten Funktionen y,(s), ¥,(s), --, ¥,,(8),--- 
simtlich normiert und zueinander orthogonal sind. Es sei nun 7(s) 
eine Eigenfunktion von K(s,¢) und p(s) ihre adjungierte, also eine Eigen- 
funktion von K(s,¢). Dann ist gemi8 Voraussetzung 


g(s) = > % Po (8), 


wo @ eine endliche Anzahl von Indizes durchliuft, und nach § 5 simtliche 
g,(s) zum selben Eigenwerte gehéren wie g(s). Dann folgt wegen der 


Gleichungen 
t 


vy(s) = af K(ts) we(t) dt, 


v(s) = af K(t, 8) p(t) dt 
das Resultat i 

¥(s) = D'evels)- 
Also bilden die Funktionen ¥,(s), ¥,(s),---, ¥,(8),-:* auch ein vollstindiges 
normiertes Orthogonalsystem des Kernes K(s,t), was zu beweisen war; 
die Umkehrung ergibt sich in analoger Weise. Unter einem vollstindigen 
normierten Orthogonalsystem des unsymmetrischen Kernes K(s,t) wollen wir 
das Paar zweier solcher adjungierter vollstiindiger normierter Orthogonal- 
systeme der Kerne K(s,t) und K(s,t) verstehen. 
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§ 16. 
Entwicklung willkirlicher Funktionen. 


Es mégen die Funktionen 


9, (8), P(8),---, P,(8),°°° 
¥, (8), ¥,(s), cee, ¥, (8), tery 


denen die Eigenwerte 4,, 4,,---, 4,,--- der GréBe nach geordnet ent- 
sprechen mégen, ein vollstindiges normiertes Orthogonalsystem des un- 
symmetrischen Kernes K(s,¢) in der Definition des vorigen Paragraphen 
bilden. Dann gelten folgende Siitze: 

Wenn identisch in s 


J K(t, s)h(t) dt =0 


ist, wo h(s) eine stetige Funktion bedeutet, so ist auch fiir jedes v 


b 
f h(s) 9, (8) ds = 0, 
wie die Multiplikation der Gleichung (26) mit h(s)ds und Integration von 
a bis b ergibt; ebenso ist, wenn identisch in s 
b 
J K(s, t)h(t)dt =0 
ist, fiir jedes v ‘ 
J h(s) ¥,(8) ds = 0. 
Umgekehrt gilt aber auch, wenn fiir jedes v 
b 
Sh(s) 9,(s)ds = 0 
ist, die Gleichung 4 
6 
| K(t,s)h(t)dt =0, 
und wenn fiir jedes v ‘ 
6 
J h(s) ¥,(s)ds = 0 
ist, die Gleichung ; | 


Ks t) h(t) dt = 0. 
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Beweis. Wir beweisen nur die erste Behauptung, da der Beweis 
der zweiten derselbe ist. Da h(s) gemaB® Voraussetzung zu allen Funk- 
tionen eines vollstindigen normierten Orthogonalsystems des symmetrischen 
Kernes K(s,¢) orthogonal ist, so folgt nach § 9, daB 


f K(,t)h(t)at =0, 
O— f K(s,t)h(s) h(t) dsat — far {K(s,7)h(s) as [Kir moat 


6 6 
—far( fK(s, r)h(s) as); 
folglich ist identisch in r 
6 
[KG n)h(s) ds = 0, 


was zu beweisen war. 


Wenn 
g(s) = K(s, t)h(t)at 


ist, wo h(t) eine stetige Funktion bedeutet, so ist 
909) = S'9.00) ft)9,at = S% fae oat 


= > Kis, t)v,(t)at fh) v(t) at; 
wenn wig 5 ¥ 
9(8) = [ K(t, s)h(t)at 
ist, so ist ; P 
9(0) = Sv, f ov, at = fiwye,oat 


— Dif Kb oat [WO 9,0) at, 


und die Reihen rechts konvergieren in beiden Gleichungen absolut und gleich- 
méaBpig. 

Beweis. Wir wollen nur die erste Behauptung beweisen, da der 
Beweis der zweiten derselbe ist. Aus der dritten Darstellungsform ihres 
allgemeinen Gliedes gestattet der im § 2 bewiesene Konvergenzsatz die 
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behauptete absolute und gleichmiiBige Konvergenz der Reihe abzulesen. 
Setzt man nun 


9(8) — > 9.(8),f9(t) 9,().at = f(s), 


so folgt 
b 
(32) J £8) 9,(s) as = 0, 
und hieraus ergibt sich nach dem eben bewiesenen Theorem 
6 
(33) | Kit, s)f(t)dt =0 
Nun ist : 


JS (feds = f f(s) 9(s) ds — f h(t) at { K(s,t) f(s) as = 0 


wegen (33). Folglich ist f(s) = 0, was zu beweisen war. 
Es seien p(s) und qg(s) zwei stetige Funktionen. Der eben bewiesene 
Satz liefert dann 


J[Ko Dawa = [aweat 


und nach Multiplikation dieser Gleichung mit p(s)ds und Integration von 
a bis } erhilt man 


SL [692040 asat= >} fr 9,.@.as fav, Oat. 


Dieser Satz entspricht der kanonischen Zerlegung einer bilinearen Form. 
Aus der eben bewiesenen Gleichung ergibt sich, daB, wenn ae vel6) 
gleichmaBig konvergiert, 


(34) K(, t) — See 


ist, und daB also insbesondere diese Gleichung stets giiltig ist, wenn das 
vollstiindige normierte Orthogonalsystem des Kernes K(s,t) nur aus einer 
endlichen Anzahl von Funktionenpaaren besteht. 
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§ 17. 
Erweiterung der Voraussetzungen. 


Wie eine der in § 13 auseinandergesetzten véllig analoge SchluBweise 
zeigt, kénnen auch Unstetigkeiten des unsymmetrischen Kernes in einem 
durch folgende Voraussetzungen beschrinkten Umfange zugelassen werden. 

I. Die Punktmenge in der s, +Ebene, welche aus den Unstetigkeits- 
stellen von K(s,¢) gebildet wird, soll auf jeder Geraden s = const., t= const. 
den tiuBeren Inhalt Null haben. 


b 6 
Il. [(«K (s, t))*dt und | (K (t, s))* dt sollen fiir a<s< b endlich und 


bestimmt sein und stetige, nicht identisch verschwindende Funktionen 
von s darstellen. 

Dann bleiben alle Siitze und Beweise dieses Kapitels bestehen, nur 
muB die Giiltigkeit der Gleichung (34) auf den Stetigkeitsbereich von 
K(s,t) beschriinkt werden. 

Ebenso iindert sich nichts in den Satzen und Beweisen dieses Kapitels, 
wenn s,¢,r,--- Punkte eines n-dimensionalen, ganz im Endlichen liegen- 
den, aus einer endlichen Anzahl analytischer Stiicke bestehenden Gebildes 
in einem (m+ m)-dimensionalen Raum bedeuten und ds, dt,dr,--- die 
entsprechenden Elemente. Auch in diesem Fall bestimmen die Bedingungen 
I und II einen Bereich der Zulissigkeit von Unstetigkeiten. 


Viertes Kapitel. 


Uber die beste Approximation von Funktionen zweier 
Variabeler durch Produktsummen von Funktionen einer 
Variabelen. 


g§ 18. 
Das Approximationstheorem. 


Es sei K(s,t) eine gegebene, fir a<sib, a<t<b definierte 
reelle stetige Funktion. Es werde verlangt, sie durch eine Summe von 
hichstens m Produkten einer stetigen Funktion von s mit einer stetigen 
Funktion von t miglichst gut 2u approximieren, wobei, wie gewodhnlich, 
als MaB der Approximation das tiber das Definitionsgebiet der gegebenen 
Funktion erstreckte Doppelintegral des Fehlerquadrates betrachtet wird. 
30* 
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Es migen die Funktionen 


9; (8), 2(8), ite 9,(8), dicks 

¥, (8), ¥,(8), in ¥,(8), tt 
denen die positiven Eigenwerte 1,, A,, ---, 4,,--- der wachsenden GréBe 
nach geordnet entsprechen, ein vollstiindiges normiertes Orthogonalsystem 
des unsymmetrischen Kernes K(s,t) in der Definition des § 15 bilden. Im 
speziellen Falle, daB die Anzahl der vom Index yw durchlaufenen Paare 
adjungierter Eigenfunktionen @,(s), w,(s) < m ist, liefert die Gleichung (34) 
eine unmittelbare und triviale Lésung des gestellten Problems. Ist aber 
jene Anzahl unendlich oder endlich und >m, so wird die Lisung durch 
die Produktsumme 


=—™/ 


yee ¥, (t) 
4, 


v=1 


gegeben. 
Beweis. Das MaB der Approximation M,,, dessen Minimum die 
Problemstellung fordert, wird gemi8S Voraussetzung durch die Gleichung 


6’ bf re 
m= f'f'( Ko \— See \rasat 
definiert. aa \ r=1 ¥ 2 


Dieser Ausdruck reduziert sich bei Heranziehung der Definitions- 
gleichungen (26), (27) und bei Beriicksichtigung der Orthogonalitét und 
des Normiertseins des Systems der Funktionen ,(s) und des Systems 
der Funktionen y,(s) leicht auf die Formel 


6b v=m 
(35) M,, = J J (Kis, t))*dsdt ~— i 


Wir haben also zu zeigen, dab 


6 6 t=" 6 6 v=™m 
36) {{(K(s,t)— S«,8,)dsat> ['{ (Ke, »)dsat— S'S 
86) ff (KG) — Diab) dsatz ff (Ko, nPasat— Dd", 
ist fir alle Systeme von » stetigen Funktionenpaaren ~ 


a, (8), @ (8), -- , a, (8); 
B,(t), B,(¢), shake. B,(¢), 


wo x < m ist, und a, statt «,(s) und f, statt 6,(¢) geschrieben wird. Wir 
kénnen voraussetzen, daB die Funktionen £,, A,, ---, 8, normiert und 
zueinander orthogonal sind; denn wire das nicht der Fall, so kénnten wir 
sie nach § 3 durch ein System von héchstens » solchen linear homogen 
mit konstanten Koeffizienten ausdriicken und dann die Produktsumme nach 
diesen ordnen. Dann ist 
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v=a 


‘(Ks t) ~ Siep)iasat— (Ke, t))*ds dt 


oe 


(37) f 


+ + ((e—26, (°K(,t)6, a0) as 
- ff Ke nprasats > fe, ~ f KG, t)B,dt)'as 
-> ii (/'Ke, t)B,dt)'ds. 


Die zu beweisende Ungleichung (36) folgt also a fortiori aus der Ungleichung 
=m v=Rn b 6 
0s > 5 —-> f( {Ke B, dt) ds 
v=1 . v=l1 @ 3 


und diese, weil » < m ist, wieder a fortiori aus der Ungleichung 


(38) 0 <> z _$ (Ke t)B, at)'ds, 
v=1 v=la a 


welche wir jetzt beweisen wollen. 
GemaéB dem in § 16 gegebenen Entwicklungssatze ist 


: (8) 
(39) J Ks Nhat 3 % J B,v,(t) at, 
wo die Summe iiber alle Paare adjungierter Kigenfunktionen g,(s), ¥,(¢) 
des vollstindigen normierten Orthogonalsystems zu erstrecken ist. i 


Beriicksichtigung des Normiertseins und der Orthogonalitét des Systems 
der Funktionen g (s) folgt aus der Gleichung (39) leicht 


b b b ; 
(40) J (J K(s, t) B,dt)' ds “3 is(f B,¥,(t) at)’. 
Da nun gemaB der Besselschen Ungleichung § 1 


(41) 1 ~ (nat> > (fav at) 
a e a 


ist, und mithin letztere Summe konvergiert, so ergibt eine leichte identische 
Umformung der rechten Seite der Gleichung (40) 
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(42) f'( f'K(s,t)8, at)’ ds = 5, +> (is — a) ( 8. ,(t)ae)’ 


~SG-) (fone Ah -D(favoay) 


6 


wo k alle Indizes >m des vollstindigen Orthogonalsystems durchliuft. 
Die fiir alle Werte von k gemaB Voraussetzung giiltige Ungleichung 


A, = i, 
und die Ungleichung (41) zeigen, dab 


(x — 3) (J. vi(t)dt)*>0 
a-D(f ’, ve(t)at)’ ]>0 


e 
gv a 


und 


ist. Mithin folgt die 2 beweisende Ungleichung (38) a fortiori aus der 
Ungleichung 


>) “i -2 a — 3) ( [8 ¥a(Aaty 


-(,-D0-S(fo.00.i/], 


DaB aber dieser letzte Ausdruck >0 ist, folgt aus den gemiS Voraus- 
setzung bestehenden Ungleichungen 


4,4, 


und aus der wegen der Orthogonalitit und des Normiertseins des Systems 
der Funktionen £, giiltigen Besselschen Ungleichung 


r=" 


1 = fw, at > >"( fv.) Baty. 


v=1 a 


§ 19. 
Das MaB der besten Approximation. 


Das im vorigen Paragraphen definierte MaB der besten Approximation 
M,, einer Funktion K(s,t) durch eine Summe von hichstens m Produkten 
einer Funktion von s mit einer Funktion von t verschwindet bei wnbegrenct 
wachsendem m. 
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Beweis. GemaB der Gleichung (35) kann die zu beweisende Be- 
hauptung durch die Gleichung 


(48) Dz - f ii (Kis, t))*dsdt 
e aa 


ausgedriickt werden, wo 4, alle Eigenwerte des unsymmetrischen Kernes 
K(s,#), jeden nach seiner Vielfachheit gezihit, durchliuft. 
Nach dem Entwicklungssatz § 16 ist 


6 b 
: ) pe) 
(44) KG) K¢,)at - > * [Ev,)v(oa=- > ee 


wobei die Summe bei festem s gleichmaBig in r und bei festem r gleich- 
miiBig in s konvergiert. Wenn r =—s gesetat wird, erhilt man 


6 . 

. . (9) 

(45) K(s, ))' dt = (er + 

/ alas 2 i 

Aus der Gleichung (4°) ergibt sich die zu beweisende Gleichung (43) 
durch eine nach s vox 4 bis b erstreckte Integration, wenn diese auf der 
rechten Seite gliedweise ausgefiihrt werden darf; also insbesondere, wenn 
die Reihe auf der rechten Seite der Gleichung (45) gleichmdfig konvergiert. 
Den zur SchlieBung des Beweises allein noch erforderlichen Nachweis 
der gleichmaBigen Konvergenz der Reihe (45), aus welcher tibrigens wegen 

Fo) %o%) 1 ((%)*? | (HM 

St (em + ore) 


do = 


auch die in s und r gleichmaBige Konvergenz der Reihe (44) folgt, leistet 
nun ein Theorem von Dini*), welches lautet: 

Wenn eine Reihe positiver, stetiger, fiir a<s <b definierter Funktionen 
der Variablen s so konvergiert, dab die Summe eine stetige Funktion von s 
darstellt, so ist die Konvergenz auch gleichmabig. 

Beweis. Es sei 


voo 


(46) v(s) = >'u,(s), 
v=l1 
und es seien v(s) und alle u,(s) fir a<s<b stetig und > 0. 
Es bezeichne P, die aus allen denjenigen Punkten gebildete Punkt- 
menge, fiir welche die stetige Funktion 


ven 


R,(8) = 0(8) — >" u,(s) 


v=1 


*) Dini ,,Fondamenti per la teoria delle funzioni di variabili reali“, Pisa 1878, § 99, 











472 Erxuarp Scumipr. 


ihr Maximum erreicht, das wir mit Max. (2,) bezeichnen wollen. Dann 
wihle man aus jeder Punktmenge P, einen Punkt a, aus, und es sei « 
einer der Hiaufungspunkte der aus den Punkten «@,,a,,---, a,,--- be- 
stehenden Punktmenge. Es sei nun ¢ eine beliebig kleine, positive, von 
Null verschiedene GréBe. Da gemiB der vorausgesetzten Konvergenz der 
Reihe (46) 

Lim R,(a) = 0 


ist, so gibt es einen Index p, so dab 
(47) - R@<s 


ist. Wegen der Stetigkeit von 2,(s), und weil « ein Haufungspunkt der 
Punktmenge «,, «,,---, «,,--- ist, laBt sich ein Index g > >p so bestim- 
men, daB 


(48) R,(«,)— R,(@)| < 5 
ist. Aus (47) und (48) folgt 
R,(a;) <e. 


Da nun wegen der vorausgesetzten Positivitit der Funktionen u,(s) R,(s) 
nicht negativ sein kann und bei festem s mit wachsendem » nicht wachsen 
kann, so ergibt sich fir m>q>p — 


0 < Max. (R,,) — R,,(«,,) < R,(«,,) < Max. (R,) = B,(«,) < R,(a,) <e. 


Also ist 
Lim Max. (R,) = 0, 


was zu beweisen war. 
SchuBbemerkung. 

Auch Unstetigkeiten des Kernes kénnen in dem in § 17 priazisierten 
Umfange zugelassen werden. 

Ebenso andert sich nichts in den Siitzen und Beweisen dieses Kapitels, 
wenn s, ¢, r, --- Punkte eines n-dimensionalen, ganz im Endlichen 
liegenden, aus einer endlichen Anzahl analytischer Stiicke bestehenden 
Gebildes in einem (» + m)-dimensionalen Raum bedeuten und ds, dt, dr, - - - 
die entsprechenden Elemente. 
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Fanftes Kapitel. 


Uber die Entwicklung willkirlicher Funktionen nach 
Systemen vorgeschriebener. 


§ 20. 


Das vorgeschriebene Funktionensystem verschwindet in den 
Endpunkten des Definitionsintervalles. 


Es sei p,(x), p(x), ---,p,(x),--- eine unendliche Reihe im Intervall 
a4<2£<b definierter, reeller, stetiger und zweimal stetig differenzierbarer 
Funktionen, die auBerdem noch fiir = a und « = b simtlich verschwin- 
den mégen. Es sei ferner das System 

7” ” ” ” 5 a’ y(@) . . 

91 (x), ps(x),-++ gr (@),+-- wo gy(x) fir pa - geschrieben ist, 
ein abgeschlossenes d. h.; wie schon in der Einleitung erklirt, ein solches, 
daB es keine von Null verschiedene stetige Funktion f(x) gibt, welche 
fiir jedes » der Gleichung 





b 
[F@)¢i(@)dx =0 
geniigt. Wir bilden dann 


%, (2) = — 2 __ 
VS (¢:(y))*ay 


2 (@) — @) f $3 (2) vi) dz 





4,(4) = —— + 
V fos - vo f'sseicas) ay 
=r-—l1 
9, (2) — Sy, (2) f ess ll ds 
wv (x) ae g=1 


g=r-1 


V fees (oan -2 % wf 9,(2) v;(e)ay dy 


49000) ag SY mer 
wobei g.(z), v(x) bdeziiglich fir —— und - dz $eschrieben sind, 
Wir beachten ferner noch siesinie Wie in § 3 gezeigt, ver- 
schwindet einer der Nenner in den obigen Ausdriicken dann und nur dann, 


wenn die entsprechende Funktion g(x) linear homogen mit konstanten 
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Koeffizienten durch die vorhergehenden darstellbar ist. Da aber wegen der 
Gleichungen 
,(a) = 0 

jede solche lineare homogene Relation zwischen den g(x) auch zwischen 
den g,(x) giiltig bleibt und umgekehrt, so folgt, daB einer der Nenner 
dann und nur dann verschwindet, wenn die betreffende Funktion 9, (2) 
von den vorhergehenden linear abhingig ist. In diesem Fall ignorieren wir 
die betreffende Funktion g,(x) und fahren in der Bildung der Funktionen 
¥,(x) so fort, als ob in der gegebenen Reihe der g,(x) die Funktion g,(z) 
tiberhaupt nicht vorkiime. Durch die obigen Formeln sind dann alle ,(x) 
als lineare homogene Aggregate der o,(x) gegeben und umgekehrt. 

Es sei nun g(x) eine beliebige im Intervall a < x <b definierte einmal 
stetig differenzierbare Funktion, welche fiir x =a und x =b verschwinde. 
Dann ist 


row 


g(x) = > v-(2) fg y) vy) ay, 


v=1 


und die Summe auf der rechten Seite konvergiert absolut und gleichmdfig. 
Beweis. Nach § 3 bestehen die Gleichungen 


b 
[¥.@v(@dz=1 oder 0, 


je nachdem uw und v gleich oder verschieden sind. Hieraus folgt gemab 
dem Zusatz zu § 2 die absolute und gleichmiBige Konvergenz der Reihe 
auf der rechten Seite der zu beweisenden Gleichung. Setzen wir nun 


9(@) — >" v,(2) f 9 Y) vy) dy = f(z), 
so ergibt sich wegen — : 


J 92) ve (a) dx = — [9 (a) ¥i(2) da 


und 
A b 
[v(a) ve (a) dz = — [¥(x) ¥(z)dz——1 oder 0, 


je nachdem v und g gleich oder verschieden sind, fiir jedes 9 


JS fa) ¥¢@) dx = 0; 


da aber jede Funktion g;(x) sich linear homogen mit konstanten Koef 
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fizienten durch eine endliche Anzahl der y/(x) darstellen laBt, so folgt 
fiir jedes v 


Sf (@) g(a) dx =0 


und hieraus erlaubt uns die vorausgesetzte Abgeschlossenheit des Systemes 
der g; (x) zu schlieBen, daB f(x) identisch verschwindet, was zu beweisen war. 


§ 21. 
Der allgemeine Fall. 


Es sei 9, (x), p,(x),-- +, p,(a),--- eine unendliche Reihe im Intervall 
a<2z<b definierter, reeller, stetiger, zweimal stetig differenzierbarer Funk- 
tionen, die jedoch keinerlei Grenzbedingungen unterworfen seien. Es sei 
ferner das System i (x), p:(x),---,@,(x),--- eim abgeschlossenes. Wir 
bilden dann fiir jeden Index v 





9, (2) = 9,(@) — 9,(@) —§ 
dann gelten die Gleichungen 
§,(a) = @,(b) = 0 
Gr (x) = gr (x), 
und es ist daher das System g(x), p2(x),---, 9 (x), --- auch ein ab- 
geschlossenes. Nun konstruieren wir, wie im vorigen Paragraphen, die 


Funktionenreihe 


¥, (x) = ——#e) 


6 
V Swf av 
e=r-1 
§,(#) — ‘Seif G,(2) w, (2) de 
v, a) =- - ae 


e=r- =i 
View =" ) fi F, (2) ¥,(2) asa 











Ist dann ain eine beliebige im Intervall a< ax <b definierte stetige 
und einmal stetig differenzierbare Funktion und setzt man 





9 (2) = 9(2) — g(a) — =" (9@)—g@), 
g(a) = 9(b) =9, 
so liefert das im vorigen Paragraphen bewiesene Entwicklungstheorem 
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‘=e 


g(2) = >? v2) fay) vw) ay, 


bg(a)— ag o) — ae 
g(a) = 29 — 89 5g IFO +S 4,0) fy) vil) dy, 
vr=1 a 


und die Reihen rechts konvergieren absolut und gleichmifig. 

Wir haben beim Beweise der Entwicklungssiitze dieses und des 
vorigen Paragraphen vorausgesetzt, daB das System der g/(x) ein ab- 
geschlossenes ist; es hiitte aber geniigt etwas weniger vorauszusetzen, 
nimlich bloB, daB jede Funktion, welche zu allen g;(x) orthogonal ist, 
linear ist; denn das fiir den im vorigen Paragraphen gegebenen Beweis 
erforderliche identische Verschwinden von f(x) ergibt sich wegen des 
Verschwindens von f(z) in den Endpunkten des Intervalls aus der Tat- 
sache, daB f(x) linear sein mub. 

Da jede stetige Funktion durch einmal stetig differenzierbare gleich- 
miBig approximiert werden kann, so ergibt sich aus dem letzten Ent- 
wicklungstheorem: Es sei o,(x), p(x), +--+, p,(),-+-+ eine unendliche Reihe 
fir a<x<b definierter, reeller, zweimal stetig differenzierbarer Funktionen, 
deren zweite Ableitungen ein abgeschlossenes System bilden; dann lapt sich 
jede fiir a<x<b definierte stetige Funktion in eine Reihe endlicher linearer 
homogener Aggregate der Funktionen 1, x, p,(x), P_(x), +--+; p,(@), «+ + gleich- 
mipig konvergent entwickeln. 
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Die Theorie der Jntegralgleichungen und die Darstellung 
willkirlicher Funktionen in der mathematischen Physik. 


Von 


Avo.r Kneser in Breslau. 


Die von Fredholm*) begriindete, von Hilbert**) in wesentlichen 
Punkten fortgebildete, von Schmidt***) weiter vervollkommnete Theorie 
der Integralgleichungen ist offenbar bestimmt, weite Gebiete der mathe- 
matischen Physik in der vorteilhaftesten Weise umzugestalten. Sie bietet 
aber hinsichtlich der wichtigen Lehre von der Darstellung willkiirlicher 
Funktionen bis jetzt noch Mingel dar, die unmittelbar vor Augen treten, 
wenn man sich klar macht, was die hierher gehérigen Resultate fiir 
die Fouriersche Reihe leisten. Da zeigt sich, dab es weniger ist als 
schon sehr einfache Anwendungen erfordern; man erhilt nimlich ~z B. 
beziiglich der gewdhnlichen Sinusreihe nur den Satz, daB durch sie eine 
Funktion von x darstellbar ist, die mit ihren ersten beiden Ableitungen 
stetig ist und an den Stellen =O und + =2 verschwindet; ebenso 
erhilt man eine Entwicklung in die Kosinusreihe nur unter der Voraus- 
setzung, daB die Ableitung der Funktion an den bezeichneten beiden Stellen 
verschwindet. 

Nun kennt man aber nicht nur fiir die Fouriersche Reihe, sondern 
auch fiir die nach den Besselschen und den Sturm-Lionvilleschon 
Normalfunktionen fortschreitenden Reihen sehr viel allgemeinere Dar- 
stellungssitze, bei denen insbesondere nicht verlangt wird, daB die dar- 
gestellte Funktion an den Enden des betrachteten Intervalls denselben 
Bedingungen unterworfen sei, wie die Funktionen, nach denen man ent- 
wickelt.+) Diese allgemeinen Siatze mit der Theorie der Integralgleichungen 


*) Stockholm Ofversigt 1900. Acta math. Bd. 27. 
**) Gottinger Nachrichten 1904, 1905. 
**) Entwicklung willktirlicher Functionen nach Systemen vorgeschriebener, 
Dissertation Géttingen 1905 und Bd. 63 dieser Annalen. 
+) Kneser, Bd. 58 und 60 dieser Annalen. 
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in Verbindung zu setzen und dadurch die bezeichneten Mangel der bis- 
herigen Theorie zu heben, ist das Ziel der vorliegenden Untersuchung. 
Wir hoffen die Lehre von der Darstellung willkiirlicher Funktionen durch 
die in der mathematischen Physik vorkommenden Reihen in verschiedenen 
Punkten zu vertiefen und so einen neuen Beweis fiir die Fruchtbarkeit 
der Integralgleichungen zu erbringen. 


§ 1. 
Das Problem und ein Lemma. 


Das Problem der mathematischen Physik, auf das wir die Integral- 
gleichungen anwenden wollen, ist im wesentlichen das von Sturm und 
Liouville untersuchte. Eine Differentialgleichung 

d dV 

aa (F cz) +4 —Y) V=0 
sei vorgelegt, in der die Variable x auf ein festes endliches Intervall J, 
etwa das von «=a bis x =b reichende, beschrinkt bleibt. Im Innern 
dieser Strecke seien die Funktionen k, g, / mit ihren Ableitungen erster 
und zweiter Ordnung stetig, k und g auBerdem positiv; 4 sei eine Konstante. 
Ferner sei g so beschaffen, daB das Integral 


u = [ gae 


auf der ganzen Strecke J mit Einschlu8 ihrer Endpunkte endlich und 
stetig bleibt. Dann kann man, ohne die Differentialgleichung wesentlich 
zu spezialisieren, die GréBe g durch Eins ersetzen, indem man wu als un- 
abhiingige Variable einfiihrt, die, wenn 2 wachsend die Strecke J durch- 
lauft, ebenfalls wachsend bis zu einer endlichen Grenze hinaufgeht. Die 
Differentialgleichung geht nimlich in folgende iiber: 

d dV 

v3, (ob 3%) + gi 7=0 

oder in geanderter Bezeichnung 

d /, av 

ta (F Ge) + A—-D V=0, 
wobei k und / die soeben geforderten Eigenschaften behalten. 

Die Konstante 4 wird nun durch Forderungen bestimmt, die an die 
GréBe V gestellt werden und nicht bei beliebigen Werten von A zu er- 
fiillen sind. Auf der Strecke J sollen namlich V und = endlich und 
stetig sein und an den Enden von J sollen Gleichungen von der Form 

_aV \a av o 
eT =45 ka, t+HV) =0 


az 
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gelten, in denen h und H vorgeschriebene Konstante sind; eine von ihnen 
oder beide kénnen durch Gleichungen wie 
Ve=—0, VP=O 

vertreten werden. Ist ferner eine der Grenzen a und b, etwa a eine 
singulire Stelle der Differentialgleichung, so nennen wir sie kurz einen 
singuliren, andernfalls einen reguliéren Endpunkt der Strecke J. Fiir 
einen singuléren Endpunkt wird keine Beziehung von einer der an- 
gegebenen Gestalten, sondern nur verlangt, V bleibe endlich; die Differential- 
gleichung ist immer so beschaffen, daB die geforderten Integrale V bis 
auf einen konstanten Faktor eindeutig bestimmt sind. Man nennt s‘e 
Normalfunktionen oder, vom Standpunkte der unten eingefiihrten Integral- 
gleichungen, Eigenfunktionen eines Kerns, die zugehérigen Werte der 
Konstanten 4 Eigenwerte. 

Um besonders iiber die in singuliiren Stellen méglichen Verhiltnisse 
bestimmte Anschauungen zu gewinnen, nehmen wir speziell an, was bei 
den wichtigsten Anwendungen zutrifft, k und 7 seien analytische, im 
Innern der Strecke J regulire Funktionen von 2, und «=a sei fiir die 
Differentialgleichung der Normalfunktionen eine Stelle der Bestimmtheit 
im Sinne der Fuchsschen Theorie.*) Da die Differentialgleichung in 
der Form — ee 

+57 +--=8 
geschrieben werden kann, ist es fiir eine Singularitat dieser Art charak- 
teristisch, dab man entwickeln kann 


K 
E-zlat Be-o), 
— 
“= er >= art + $,(@—a), 
wobei c Konstante und $ Potenzreihen sind. Die determinierende 
Gleichung ist pip—1) 449+4<0; 
wenn ihre Wurzeln weder gleich sind noch sich um eine ganze Zahl 
unterscheiden, hat die Differentialgleichung zwei Integrale von der Form 
(2—a)’ B,(#—a). 

Hieraus sieht man zunichst, daB die determinierende Gleichung keine 
komplexen Wurzeln haben kann, wenn die gestellten Forderungen erfiillbar 
sind und die GréBe V bis auf einen konstanten Faktor eindeutig bestimmen. 


Da namlich die Konstanten ¢ wie die Funktionen / und / naturgemaB reell 
anzunehmen sind, hatte man zwei konjugiert imaginire Wurzeln, also in dem 





*) Schlesinger, Differentialgleichungen (Sammlung Schubert) Nr. 25. 
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reellen und imaginiren Teil des hingeschriebenen Ausdrucks zwei Inte- 
grale, die entweder beide an der Stelle =a endlich blieben oder 
beide unendlich wiirden. Die Wurzeln der determinierenden Gleichung 
sind also reell und mindestens eine von ihnen nicht negativ, da sonst 
alle Integrale eine Potenz von +—a mit negativem Exponenten als Faktor 
neben $(z-—.«) und log(#—a) enthielten, also keins von ihnen an der 
Stelle «=a endlich wire. Ist nun y die gréBte nicht negative Wurzel 
der determinierenden Gleichung, so ist ein Integral von der Form 
(2 — a) B(z—a) 

vorhanden, und dieses ist bei der Annahme z = a endlich; es ist also bei 
den geltenden Voraussetzungen bis auf einen konstanten Faktor das einzige 
an der Stelle =a endliche Integral. 

Es seien nun V und W zwei zu verschiedenen Werten von 1 ge- 
hérige Integrale unserer Differentialgleichung, die an der Stelle =a 
von der angegebenen Beschaffenheit sind; bei dem zweiten trete etwa y, 
an Stelle von y. Dann kann man setzen 


V=(x—ay $,(2—a), W=(r—a) $,(r—a), 
VW — WV’ = (4—a)’*n-! (x —a); 
auf Grund dieser Formeln untersuchen wir den im weiteren Verlauf der 
Untersuchung vorkommenden Ausdruck 
k(VW'—V'W). 
Zu diesem Zweck gehen wir davon aus, daB die gréBte Wurzel der 


determinierenden Gleichung nicht kleiner als —% ist, daB also die Un- 
gleichung 
yv+m21—¢ 
gilt. Wenn nun zuniichst y+ y,+¢,—1 positiv ist, findet man aus 
der Formel 
kK ¢, ‘ 
¥F-5-- the-4 


und der aus ihr folgenden 
k = (x — a) B, (x — a) 
die Gleichung 
k( VW — VW) = (a — ar tn-!+% Bo(a@ — a) Bo (2 — a) 
und hieraus 
k(VW'—V'W)\*=0., 
Wire ferner 
y+y~1l—4«, 
so erhielte man die Beziehungen 


2 cms 
yen=-—", 2y+¢=—1. 
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Ferner hitte man Entwicklungen von der Form 
V = C(a#@—ay + C(x —ayrt+* + 
= D(x —ay + D(w—ay**+-.., 
aus denen man schlieBen kénnte 


VW’ — V’W= (a2 — a)*’ $, (4 — a), 

k(VW’— VW) = (2 — a)? B, (2 — a) = (7 — a) B,(2 — 2), 
so daB die linke Seite dieser Gleichung wiederum bei der Annahme x = a 
verschwindet. 

Bedenken wir noch, daB fiir den Endpunkt 6} dieselben Erwigungen 
wie fiir a gelten, so sehen wir ein, daB von den Gleichungen 

k(VWw'—WYV')\*=0, k(VW'—WY’)\’/=0 
die erste gesichert ist, wenn V und W an der Grenze a, die zweite, wenn 
sie an der Grenze b die von den Normalfunktionen geforderten Eigen- 
schaften haben. Diese Gleichungen sind an reguliren Endpunkten selbst- 
verstindlich erfillt, da hier entweder bejde GréBen V und W verschwinden, 
oder die Quotienten V’: V und W’: W denselben endlichen Wert haben. 

Offenbar bleiben die letzten Betrachtungen giiltig, wenn man unter 
¥ nur stetige mit stetiger erster Ableitung versehene Funktionen ver- 
steht. Man iibertriigt so unsre Resultate auf den Fall, dab k, g, 1 nicht 
notwendig analytische Funktionen sind, die Differentialgleichung aber an 
den Stellen a und 6b hur diejenige Art von Singularitiiten aufweist, die 
Bécher*) bei linearen Differentialgleichungen mit nicht analytischen 
Koeffizienten als Verallgemeinerung der Fuchsschen Stellen der Bestimmt- 
heit definiert und untersucht hat. 

Beiliufig bemerken wir noch, dab, wenn man den Normalfunktionen 
an einem singuliren Endpunkte a die Forderung auferlegen wollte, die 
Gestalt (2 — a)” p(x) zu haben, wobei r ein gegebener Exponent und 
g(a) endlich ist, nur scheinbar ein allgemeineres Problem als das oben 
ausgesprochene vorliegen wiirde. Man brauchte nimlich nur die GréBe 
(« —a)-"V an Stelle von V einzufiihren, um auf unser friiheres Problem 
zuriickzukommen, da diese GréBe einer Differentialgleichung von der- 
selben Form und derselben Art der Singularitiiten geniigt wie V selbst. 
Aus diesem Grunde und weil auBerdem in den physikalischen Anwendungen 
stets zuniichst gefordert wird, eine gewisse GréBe bleibe endlich, be- 
trachten wir durchweg nur Normalfunktionen, die an einer singuliren 
Stelle endlich bleiben und dadurch bis auf einen konstanten Faktor ein- 
deutig bestimmt sind. 


*) Transactions of the American Mathematical Society Bd. 1, S. 40. Bulletin of 
A. M. 8. (2), Bd. 5, 8. 280. 
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§ 2. 
Differentialgleichung und Integralgleichung. 


Nach diesen Vorbereitungen gehen wir dazu iiber, die Normal- 
funktionen als Eigenfunktionen eines Kerns und Lésungen einer Integral- 
gleichung zu betrachten, und leiten einige von Hilbert angegebene 
Resultate auf eine neue Weise ab, durch die gewisse in der zitierten 
Abhandlung besonders erérterte Ausnahmefille*) der allgemeinen Theorie 
eingeordnet werden. 

Za diesem Zwecke richten wir zunichst die Differentialgleichung 

der Normalfunktionen so ein, daB 4 = 0 nicht zu den Eigenwerten gehért. 
Es sei w eine beliebige Konstante, die nicht zu den Eigenwerten gehért; 
eine solche gibt es, da wir annehmen, die fiir die Normalfunktionen 
charakteristischen Forderungen seien nicht bei jedem Wert von 4 zu er- 
fillen. Wenn dann 4 = 0 ein Eigenwert ist, ersetzen wir 4 durch 1+ 
und schreiben die Differentialgleichung der Normalfunktionen in der 
Form 
is (k Gz) + 2—(—w)] V0. 
Dann ist 4=0 sicher kein Eigenwert mehr, da sonst fiir die urspriing- 
liche Gleichung u ein solcher wire, entgegen der Voraussetzung. Andern 
wir auch noch die Bedeutung des Buchstabens J, so kénnen wir die 
Gleichung der Normalfunktionen wieder in der Gestalt 


tz (kG) +@-DV=0 


schreiben und annehmen, alle Eigenwerte seien von Null verschieden. 
Jetzt bilden wir an jedem Ende des Intervalls J ein Integral der 


Gleichung peciaad 
az (#35) — 9-9 

das die an diesem Ende fiir die Normalfunktionen geltenden Forderungen 
erfiillt. Diese Integrale seien g(x) und w(x); das erste sei zuniichst am 
unteren, das zweite am oberen Ende der Strecke J definiert. Da nun die 
Koeffizienten der Differentialgleichung, wenn man den der zweiten Ableitung 
auf den Wert Eins bringt, im Innern von J mit ihren ersten Ableitungen 
stetig sind, so kann man g(x) und (2) als stetige, mit stetiger erster 
Ableitung versehene Funktionen fiber die ganze Strecke J fortsetzen, wobei 
nur fiir g(x) der obere, fiir ~(x) der untere Endpunkt, wenn er singular 
ist, Singularititen bringen kann. Die Funktionen g(x) und w(x) kénnen 


*) Zweite Mitteilung, Géttinger Nachrichten 1904, 8. 219. 
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ferner nicht bis auf einen konstanten Faktor zusammenfallen, da sonst ein 
Integral der letzten Gleichung vorlige, das an beiden Enden der Strecke J 
die fir die Eigenfunktionen geltenden Grenzbedingungen erfiillt, was aus- 
geschlossen ist, da 40 kein Kigenwert sein soll. Hieraus folgt, dab 
die GréBe k(py’—g’y), die den Gleichungen 


d kg’) d(ky’) 
dx p= 9, “—_ ee 


zufolge konstant ist, nicht verschwindet; multipliziert man daher p(x) 
mit einer passenden von Null verschiedenen Konstanten, wodurch die 
geforderten Eigenschaften nicht gestért werden, so erhilt man die 
Gleichung 
k(g’v— py) =1 
fiir die ganze Strecke J mit AusschluB singulirer Grenzen. 
Jetzt sei & ein Wert zwischen a und 5; wir setzen, wenn z< &, 


K (a, &) =v) 9@), 


K (a, §) = (&) (2). 
Dann ist K(x, &) auf der ganzen Strecke J als Funktion von « stetig 
und beztiglich beider Argumente symmetrisch. Denn ist z B. x<&, so 
hat man fiir K(&, x) den zweiten Ausdruck zu nehmen und findet g(x) w(&), 
also 


wenn «> &, dagegen 


K(z, §) ie K¢é, 2), 


und Entsprechendes gilt, wenn x > &. 


Setzen wir ferner , 
Ki(a,& ’ 
_— ye _— K (a, é), 
so finden wir 


K'(E—0, F)—vk)o(—), KE+9, t)— pv), 
also zufolge der m und wy verkniipfenden Identitit 
K’(§—0, t) — K'(E + 0, ) = 9 v8) —9OVO= ze, 
woraus die Unstetigkeit der GréBe K’(x,§) an der Stelle =—€ klar 
wird. Beiléiufig bemerken wir noch, daB die Gréfen 
K(z,a)=¥(2)p(a), K'(x,a) = ¥'(z) 9(@) 
endlich und bestimmt sind, ebenso auch, wenn a ein regulirer End- 
punkt ist, die GréBen 
K(a, a) = ¥(4) 9(@), 
lim K'(a+e+0,a+¢e)=y(a) g(a), 


e#=+0 


lim K’(a+«—0, a+) = g(a) v(a), 


«=+0 
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da in diesem Falle w(a) und w’(a) endlich sind; die letzten beiden wollen 
wir durch K’(a +0, a) und K’(a —0, a) bezeichnen. 

Jetzt ist es leicht, die Normalfunktionen V als Eigenfunktionen des 
symmetrischen Kerns K(z,£) zu erkennen. Aus den Gleichungen 


£0) +a-n9-0, 


d(k K’ (a, &) 
an 


deren letzte gilt, weil K als Funktion von x mit p(x) oder w(x) bis 
auf einen von x unabhingigen Faktor iibereinstimmt, folgt niaimlich 


52 (k i —K’ V)|+4vVK=0. 


— K(x, §)=9, 


Diese Gleichung integrieren wir iiber die Strecke J und beachten dabei 
folgende Tatsache allgemeiner Natur, die wir noch mehrfach zu benutzen 
haben: Ist f(x) auf der Strecke J mit Ausnahme einer Stelle z= & 


stetig, die Ableitung f’(x) aber durchweg stetig, so hat man nicht die 
gewohnliche Formel 


Sf’ (@) dz = f(a)", 


sondern die erweiterte 


b 
Sf (@)dx = f(x) * +f —0 — FE + 9). 
Fiihren wir nach dieser Regel die bezeichnete Integration durch und 
beachten noch, daB nach § 1 die GréBe 
(pav ; 
k (kK - Kk’) 
an den Stellen 2 = a und x =b verschwindet, so erhalten wir 


k(K o —K v) » te if'Ke, t) Vdx =0, 


oder, da die Gleichungen 
Ke, 9.-% Ke OF 
gelten, 
V(é) = Lf'K¢, §) Vdz, 
oder in der Bezeichnung, die wir festhalten wollen, 


V=— V(x) = 1 [ K(«, 2) V (a) de. 
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Damit ist die Sturm-Liouvillesche Aufgabe auf eine Integralgleichung 
mit bestimmtem symmetrischem Kern zuriickgefihrt. 

Die Umkehrung dieses Resultats ergibt sich, im wesentlichen nach 
Hilbert, in folgender Weise. Es sei f(x) eine beliebige, im Intervalle J 
stetige Funktion von 2; setzt man 


F (2) = [K(e, «) f(@) de, 


so findet man: 


F'(2) = { K'(2, «) f(@)da = {K'(2, «) f(@)da + [K'(z, «) f(a) de, 


b 
d(kF’ “d(k K’ (x, @)) , , 
( F’(@) = [EE e®) F(6) da+kK 





Nun gilt die eine oder andere der Gleichungen 
K'(x,«)=v(a)g(x), K'(x,a)=9(«)¥(2), 
je nachdem x < «@ oder x >a; man findet daher 
K'(z,2+0)=—va)g(2), K'(«, r—0)=— (2) ¥'(2), 
K'(«, «—0) — K'(w, 2+ 0) = K'(u +0, 2) —K'(e@—0,2) =—{; 


der obige Ausdruck der GréBe (k F’’)’ kann also geschrieben werden 


ord . . alex fs , «)) f («) da — f(x). 


a 


Hieraus ergibt sich mit Riicksicht auf die Differentialgleichung, der die 
GréBe K unterworfen ist, 


22 (a) -fi K(a, «) f (a) da — f(z), 


oder 
aL (z)) —1F (x ) ot f(a). 


Speziell werde 
f(e) = 420 


gesetzt und U sei irgend eine Lésung der Integralgleichung 
b 
U= af K(e, a) U(a)da; 


dann erfiillt U an den Stellen a und b die an die Normalfunktionen ge- 
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steliten Forderungen, da dies von K(z,«) gilt, und man erhilt die Glei- 
chung 


F(z) = U, Li «°) —1u =—aU, 


d. h. die Sturm-Liouvillesche Differentialgleichung als Folge der Integral- 
gleichung. 

Endlich erschlieBen wir noch als Korollar einen weiteren von Hilbert*) 
herriihrenden Satz, von dem wir Gebrauch machen werden. Es sei 9(z) 
eine mit ihren ersten beiden Ableitungen auf der Strecke J stetige Funk- 
tion, die an den Enden a und b denselben Bedingungen wie die Eigen- 
funktionen unterworfen ist. Setzen wir dann 

ad “er @ + 10(2) = f(z) 
und bilden mit dieser offenbar stetigen Funktion f(z) den Ausdruck F(z), 
so ist nach dem Obigen 


d(k F" (a)) / 
OF) _ 1H) —— f(0), 
die Differenz F — ® ist also eine Liésung der Gleichung 


die mit ihrer Ableitung stetig ist und an den Stellen x =a und x =/ 
ebenfalls die an die Eigenfunktionen gestellten Forderungen erfillt. Da- 
nach wire y eine Eigenfunktion, und 4=—0 der zugehérige Higenwert, 
was nach unseren Festsetzungen ausgeschlossen ist; y muB also identisch 
verschwinden und es ergibt sich 


6 
(x)= F(z), (2) =f K(«, 2)f(a)de. 
In dieser Form ist also jede Funktion von den fir (x) geforderten 
Eigenschaften darstellbar. 


§ 3. 
Hilfsmittel aus der allgemeinen Theorie der homogenen Integral- 
gleichungen. 


Aus der Dissertation von Schmidt**) entlehnen wir folgenden Satz. 
Es seien ,(x), ,(x),--- die simtlichen normierten Eigenfunktionen des 


*) Zweite Mitteilung, Sa&tze 11 und 16, Gittinger Nachrichten 1904, S. 221 
und 230. 


**) Entwicklung willkirlicher Funktionen nach Systemen vorgeschriebener, § 8 
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symmetrischen Kerns K(2, ), und 4,, 4,,--- die zugehérigen Eigenwerte; 
d. h. es sollen die Gleichungen 


(a) = 4, { K(x, «)9,(@)de, 


6 
JS (p.@)'de = 1 


gelten, deren zweite einen in ,(x) verfiigbaren konstanten Faktor fest- 
legt. Wenn dann in dem Gebiet a<xr<b,a<y<b die Reihe 


1,o 
7 Py () Py(Y) 
4, 


gleichmaéBig konvergiert und der Kern K(z, y) tiberall endlich und stetig 
ist, so gilt die Formel 


l,o 
(A) K(z, 9) = >) Shee, 


die eine Entwicklung des Kerns nach den Eigenfunktionen ergibt. 

Die Voraussetzungen, an die diese Formel gebunden erscheint, sind 
bei den unten behandelten Kernen nicht ganz erfiillt; wohl aber sind 
gewisse von Schmidt*) an einer andern Stelle geforderte Eigenschaften 
immer vorhanden, daB niamlich, wenn f(a) eine auf der Strecke J mit 
EinschluB der Endpunkte stetige Funktion bedeutet, auch die GréBe 


Sf) K(a, «) da 


eine auf der ganzen Strecke J stetige Funktion von z ist, und daB die 
von Hilbert als iterierter Kern bezeichnete GréBe 


K*(2,y) =f K(x, «) K(q, y) da 


beziiglich beider Variablen x, y auf der ganzen Strecke J stetig ist, ohne 
identisch zu verschwinden. 

Diese Eigenschaften, die nur, wenn singulére Endpunkte auftreten, 
des Beweises bediirfen, beruhen darauf, daB in den unten behandelten 
Einzelfillen, wenn z. B. a ein singulérer Endpunkt ist, ~(z) in ihm 
logarithmisch unendlich wird, und daB g(x) dieselbe Eigenschaft an der 
Stelle 6 besitzt, wenn diese singular ist. Wenn nun x und y dem Innern 


*) Dissertation § 11, SchluBbemerkung. 
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der Strecke J angehéren und « < y ist, findet man sofort aus den in § 2 
gegebenen Formen des Kerns die Gleichungen 


JS f(@) K(a,«)da = v(2),f f(@) p(a) de + 9(@) { f(a) ¥(«) de, 


K*(2,y)=0(2) Wy), { —a)*da> o(2) Wy), | oa) W(a)dat g(x) 9y), | W(a)*de, 


deren rechte Seiten bei der angegebenen Beschaffenheit der GréBen g(x) 
und (x) stetig bleiben, auch wenn z oder x und y in einen singuliren 
Endpunkt hineinriicken, womit die von Schmidt geforderten Stetigkeits- 
eigenschaften gesichert sind. 

Ebenso sieht man leicht, daB die GréBe K®* nicht identisch ver- 
schwindet; setzt man niamlich 


f(a) = K(a,y), 
so kann man K*(z,y) mit der GréBe F(x) des § 2 identifizieren und er- 
halt damit die Differentialbeziehung 


i] aK? (a, 
— K(x, y) = 7 (k “{2") — 1x, 9), 


aus der das Behauptete folgt, da K(z, y) nieht identisch verschwindet. 

Nun sind nach § 6 der Dissertation von Schmidt 9,(x), »,(#), --- 
auch die samtlichen normierten Eigenfunktionen des Kerns K*, sofern 
dieser nicht identisch verschwindet, und die zugehérigen Eigenwerte sind 
4,*, 4,%,---. Entwickelt man daher den Kern K* nach seinen Eigen- 
funktionen, wofiir die nétigen Voraussetzungen erfiillt sind, so erhilt man 
die Gleichung 


1,@ 


%, (x) 9, (y) 
KX(2,9)— > a 


sobald ihre rechte Seite gleichmiBig beziiglich beider Variablen, die die 
ganze Strecke J durchlaufen, konvergiert. Diese Voraussetzung wollen 
wir in allen Einzelfallen als erfillt nachweisen. 

Jetzt erinnern wir uns der allgemeinen Bedingung, unter der eine 
unendliche Reihe gliedweise differenziert werden kann: Ist auf irgend einer 
Strecke des Konvergenzbereiches die aus den Ableitungen der einzelnen 
Glieder gebildete Reihe gleichmiBig konvergent, so ist sie auf dieser 
Strecke der Ableitung der urspriinglichen Reihe gleich, da sie gliedweise 
integriert werden kann und dann eine Reihe ergibt, die sich von der ur- 
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spriinglichen nur um einen konstanten Summanden unterscheidet. Wenn 
daher jetzt die neue Voraussetzung eingefiihrt wird, daB die Reihen 


lo 1, 


9, (x) , (y) 9, (x) p(y) 
yy, Fe 


, ’ 





gleichmaBig konvergieren, wenn x und y beliebige Teilstrecken des Inter- 
valls J durchlaufen, die keinen singuliéren Endpunkt enthalten, so findet 
man fiir dieses Gebiet die Gleichung 
aK* (x,y) _ SH) 9) 
ar im a 2 ——- = 
die somit beziiglich beider Variablen fiir die ganze Strecke J mit Aus- 
schluB singulirer Enden bewiesen ist. 
Multipliziert man diese Gleichung mit k/ und beriicksichtigt die Diffe- 
rentialgleichung 
d (kg) 
da + (a, ii lg, _ 0, 


so sieht man, daB die rechte Seite gliedweise differenziert die Reihe 


Sy (4,40 9,@) 9) 
— : 
ergibt, die bei den fiir x und y geltenden Voraussetzungen gleichmabig 
konvergiert, also nach dem erwihnten Satze iiber das Differenzieren der 
Reihen die Ableitung der GriBe 
aK*(x, y) 
a 
nach x darstellt. Diese ist aber zufolge der oben aus § 2 abgeleiteten 
Differentialbeziehung zwischen K und K* 


d dK*(a, 
£ (x ne) = — K(a,y) + 1K*(a, y); 


man erhilt daher die Gleichungen 


<7 (—4, +) 9,(2)9,(y) 
— K(x, y) + 1K*\(z, y) = ® 2 zh ’ 





1,@ 


9, (x) p(y) 
K(x, y)= +? 


v 


sobald x und y Intervalle der bezeichneten Art durchlaufen. 
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Wendet man auf die letzte Formel nochmals den Satz iiber das 
Differenzieren der Reihen an, und setzt man ferner voraus, daB von den 


Reihen 1,2 1, a 
9, (x) p(y) P, (&) 9, (a) 
as .e”CUCCee 


die erste gleichmiBig konvergiert, wenn x und y sich in der angegebenen 
Weise bewegen, auBerdem aber |x — y| iiber einer festen Grenze bleibt, 
die zweite aber gleichmaBig konvergiert, wenn x eine Strecke im Innern 
des Intervalls J durchliuft, so erhilt man folgende Resultate. 

(1) Wenn «x und y beliebige Teilstrecken des Intervalls J durch- 
laufen, die keinen singuliren Endpunkt enthalten, so gilt die gleichmaBig 
konvergente Entwicklung 


SS 9,(2) 9) 
(A) K(,9)- > 


(I) Unter denselben Voraussetzungen und wenn auferdem | z—y 
fiber einer festen Grenze liegt, gilt die gleichmaBig konvergente Ent- 
wicklung 


1, 
+e o\ SY Pr) YY) 
(B) K'(e,9) = >, 
ferner gilt die gleichmaBig konvergente Entwicklung 
( ( 
(C) dK ae 2) = > ewe 9 


wenn x eine Strecke im Inneren des Intervalls J durchlauft. 

Wir werden ferner in den Einzelfillen folgende Eigenschaften der 
GréBen g, ableiten. 

(IIT) Gelten dieselben Voraussetzungen wie unter (II) fiir x und y, 
und enthalten die durchlaufenen Strecken keinen Endpunkt, so liegt die 


GréBe a 
> 9, (2) 9,(Y) 
A, 


r 





zwischen endlichen, von », x und y unabhingigen Grenzen. 
(IV) Ist @ ein singuliérer Endpunkt und gelten die Ungleichungen 
ax<@rsat+e, «>ce>0, a+e4<c§ <b, 
so liegt die GréBe 


s >> P(«) p, (6) de 


zwischen endlichen, von z, § und » unabhiingigen Grenzen. 














Integralgleichungen und Darstellung willkirlicher Funktionen. 491 


Die Formel (C) ist im allgemeinen auch an reguliren Endpunkten 
unrichtig. Wenn aber x von a und b verschieden ist, kann man nach 
§ 2 setzen 


K(x,x)= (x) v(x), K'(a—0,2)=—q'(x)¥(x), K'(x+0,2)=— G(x) ¥'(a), 
also 


1,o 


ad K(a, 9, (2) p, (@) = . 
(C) . enn -»>’ isis Matte : [K'(a +0, x) + K’(x —0, z)}. 


r 


Eine andere Formel summiert die Reihe (C), wenn =a gesetzt 
wird und a ein regulaérer Endpunkt ist. Die zugehérige Grenzbedin- 
gung sei 

y (a) — hy(a) = 0, 
und die Konstante 4 endlich; dann findet man 


P, (4) 9a) <> (¥,(@))* 
» hee ati tee ee 
1,o 


9, (a) 9, (a) 
> = hK(a, a). 


’ 


also nach (1) 


Da nun nach § 2 zu setzen ist 
K(a, x)= y(2) v(x), K'(x —0, 2) = g(x) ¥(@), 

und diese GréBen auch in dem reguliiren Endpunkte a endlich bleiben, 
so findet man als Korollar der Eigenschaft (I) die Gleichung 

1,o 

<7 9,2) 9,@) , 
0 Y=" @v@=K@-0,.) 

° = lim K’(a+e—0,a+e), 
und eine analoge Formel gilt natiirlich, wenn b ein regulirer Endpunkt 
der Strecke J und die Konstante H endlich ist. 


g 4. 
Grundformeln fiir die Darstellung willkiirlicher Funktionen. 
Mittels der Formeln (A), (B), (C), (D) kénnen wir nun die wichtig- 
sten die Darstellung willkirlicher Funktionen betreffenden Fragen in der 
gewiinschten genaueren Weise beantworten. Unsere SchluBreihe kann in 
folgender Weise charakterisiert werden. Der fiir die Darstellungsformeln 
maBgebende Ausdruck 


M, = 9,(2),f fe) 9, (ede 
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wird mit Hilfe der Differentialgleichung der Eigenfunktionen umgeformt, 
indem wir unter dem Integralzeichen 


d(k(a)@ y (@) 
9(a) = 7 {- Se) + 1@)9,(0)} 


setzen. Dann wird durch partielle Integration bewirkt, daB unter dem 
Integralzeichen g,(a) und g(a) nicht mehr vorkommen. Nach dieser 
Umgestaltung wird die Summe aller M, gebildet und werden die auf- 


tretenden Reihen 
1,@ 1, 
9, (@) p, (x) @,, (a) @, (x) 
a os os 3 ere ,. a, _ 


nach den Formeln des § 3 durch K und K’ ausgedriickt. So erhilt man 
einen Ausdruck, in dem die mit Integralzeichen behafteten Glieder aihn- 
liche Form haben, wie in dem umgestalteten Ausdruck M,, und nun wird 
die vorher durchgefiihrte partielle Integration gewissermaBen riickgingig 
gemacht, indem man bewirkt, daB unter dem Integralzeichen nicht K, 
sondern die zweite Ableitung dieser GréBe steht. Endlich erhilt man 
aus der Differentialgleichung 


d(k (a) K’ (a, x)) 
da 


eine von Integralzeichen freie, unmittelbar diskutierbare Gestalt der 
Summe aller M,. 


Um diese Rechnung im einzelnen durchzufiihren, beginnen wir mit 
den unmittelbar ersichtlichen Gleichungen 


— (a) K(a 2) =0 


M82 frre [Homies GE a 








Fy (&) 9, (x a ae " 
= fH LORY 2a NOH) , 


+7" 


 fresoviow 


9, (@) , (x) 


~ fone 2s 


(a —_ \" 


lg 





da — f(a)k(«) - 


i] 
9, (a «) —_ \" *d k a 9g, (a) %, ® | 
+ f' (@)k(@) es are “ i 





’ 
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In diesen Gleichungen ist schon benutzt, was wir spiter, auch wenn 
— und » verianderlich sind, immer festhalten wollen, daB die Funktion 
f(a) mit ihren ersten beiden Ableitungen auf der Strecke von « = & bis 
a=y stetig sei. Fiir die GréBen z,& und » aber machen wir solche 
Voraussetzungen, daB die Summe aller M, gleichmaBig konvergiert, und 
zwar setzen wir fest, daB jede dieser GréBen eine Teilstrecke des Inter- 
valls J durchlaufe, die keinen singuliren Endpunkt enthilt. Die von der 
GréBe §€ durchlaufene Strecke liege entweder im Inneren von J, oder 
ziehe sich in den Endpunkt a zusammen, wenn dieser regulir ist, so dab 
dann zugelassen wird, daB € den festen Wert a hat. Ferner seien ¢ und 
¢, beliebig kleine positive Konstante, und gelte die Ungleichung 


n—§>Cc. 
Beziiglich der GréBe x verfolgen wiv zwei Annahmen: 
1. Es bestehe eine der Beziehungen 


az—y>¢, §—2r>4q. 
2. Es sei x = & 
Unter diesen Voraussetzungen sind zunichst in der Reihe 


Ra)" = S M,, 


wenn wir fiir M, den letzten der erhaltenen Ausdriicke setzen, die von 
Integralzeichen freien Summen 


~ 912) p,(2) |9 9, (a) (a) |" 

— > fe) ke) + S FOR) |. 

¥ e s * ’ |3 
gleichmaBig konvergent. Fiir die Summen 
1,o 


lo 
— 9, (&) 9, (2) 9, (n) %, (2) 
_ 4-t 


Y 
A 7 


ist dies aus der Kigenschaft (I) des § 3 unmittelbar ersichtlich, da die 
von z, § und » durchlaufenen Strecken keinen singuliren Endpunkt ent- 
halten. Dasselbe gilt aber auch nach § 3 (IL) von der Summe 

1, 


@;,(n) 9, (2) 
2. t 


r 
v 





da die Differenz | 4 — | bei beiden Voraussetzungen 1. und 2. iiber einer 
positiven Grenze bleibt, und von der Summe 


x 9,(8) 9, (2) 


a 





r 
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bei der Annahme |., die auch die GréBe | — x) der Null nicht beliebig 
nahe kommen laBt. Bei der Annahme 2. ist letztere Summe 


<3 @,, (&) », &) 
5 er". 


¥ 


und diese konvergiert wiederum nach § 3 (II) gleichmiiBig, da & ent- 
weder ein im Inneren der Strecke J liegendes Intervall durchlauft oder 
den konstanten Wert a behiilt. Die Werte aller dieser Summen ergeben 
sich aus den Formeln (B), (C) und (D) des § 3. 


Da ferner die Summe 
<5 9, (@) , (2) 
>’ ———— 





gleichmaBig konvergiert, wenn « das Intervall von & bis » durchliuft, 
so konvergiert die ganze Reihe R(x)*" bei unseren Voraussetzungen 
gleichmaBig, und man kann bei den im letzten Ausdruck von M, auf- 
tretenden Integralen die Zeichen der Summation und Integration ver- 
tauschen. So erhilt man den Ausdruck 


Rea} = f f(a) \(@) K (a, 2)da— fin)k(n) K'(n, 2) + f (@R@) K(«, 2) | 
+ Fe) ke) > mere _ J "K(«, 2) WORD gy 
Das letzte Integral ergibt, wenn man partiell integriert, 


4 ’ , ; a 
— [K(q, 2) TO) ga — — f'(@)k(a)K(a, 2)'+ [F'(a)k(a) K’(a, 2) de 


——f (@)k(a) K(«, 2) |! + f@)k(@)K’(«, 2) '— [ f(a) “OFS de; 


setzt man diesen Wert in die vorige Gleichung und beriicksichtigt die 
oben angefiihrte Differentialgleichung, die die GréBe K(«,x) erfillt, so 
erhalt man den einfachen Ausdruck 


9, (&) (2) 


R(x)" = rome > a — REE»), 


dessen Wert in jedem Falle bestimmt werden kann. 
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Gilt nimlich die Voraussetzung 1., so bleibt |2—&| tiber einer 
positiven Grenze, und ist daher nach § 3 (II) zu setzen 


l1,« 


@, (€) p, (x) 7 
Do ——4a— = KG, 2), 


’ 


also 
R(x)" = 0. 
Macht man zweitens die Annahme 2., so ist in dem Ausdruck 
R(a)*" fir die zunichst zweideutige GréBe K’(é, x) der Wert K’(— + 0, &) 
zu nehmen, da das letzte Glied von der unteren Grenze des Integrals 


J atp(ak a) K(«, 2) 


herrtihrt. Ist nun § zuniichst von a verschieden, so ergibt die Formel (C) 
des § 3 


> 2080 2 KE + 0,8) + KE-0,8)] 


und man erhilt aus dem fiir R(x)*" aufgestellten Ausdrucke 


RBH" = + F(E)R(E) LK’ (E — 0, 8) — K'(E +0, 8], 
also zufolge der Unstetigkeit der Funktion K’ 


R®E" = 5 f@). 


Setzt man dagegen § = a und ist die Konstante h endlich, so ergibt 
sich nach § 3 (D) und mittels der in § 2 angegebenen Werte von 
K’(a+0, a) die Gleichung 

R(a)*" = — f(a)k(a) K'(a + 0, a) + f(a) k(a) K'(a — 0, a) = f(a). 

Alle drei Reihen, deren Werte hiermit bestimmt sind, konvergieren 
gleichmaBig bei den zugelassenen Werten von 2, § und », da dies im 
allgemeinen von der Reihe R(x)*" bewiesen ist. 

Analog den letzten beiden Ausdriicken R(£)§" und R(a)*" erhilt 
man offenbar, wenn man die Rollen der Endpunkte a und } vertauscht 
und die Integrationsrichtung tiberall umkehrt, die Formeln 

€ , 
Rib" = FFU), ROP =O); 
in der ersten Gleichung wird vorausgesetzt, daB das Interval] der GréBe 7 
den Endpunkt b nicht enthalte oder daB bestiindig y —b sei, wahrend £ 
auch in den Endpunkt a, wenn dieser regular ist, hineinriicken darf; in 
der zweiten muB b ein regularer “ndpunkt sein. 
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LaBt man endlich x zwischen € und y liegen, und die Differenzen 
x —€ und » — = tiber festen Grenzen bleiben, wahrend £ und y beliebige 
Teilintervalle der Strecke J durchlaufen, denen keine singuliren End- 
punkte angehéren, so erhilt man die gleichmaBig konvergente Reihe 
R(x)" = R(x) + R(w)*" = f(x); 
dies ergibt sich offenbar, indem man die fiir R(é)*" und R(y)*" abge- 
leiteten Werte kombiniert. 


Die erhaltenen Resultate kénnen in folgender Weise zusammengefabt 
werden. 


Es seien ,(x) die normierten Eigenfunktionen eines Kernes K(x, y), 


fiir den die Eigenschaften (1) und (Il) des § 3 gesichert sind, und werde 
allgemein gesetzt 


Rae = > 9,2) [fe)9,(@de. 


Jede der Grifen x,&,% durchlaufe eine Strecke, die einen Teil des 
Intervalls J bildet, ohne einen singuléren Endpunkt zu enthalten; die Funk- 
tion f(a) bleibe mit ihren ersten beiden Ableitungen auf der Strecke von 
& bis y stetig. Die Gripen |x—&, |\y— | und 4 —& mégen iiber posi- 
tiven Grenzen bleiben; c, c, seien beliebig kleine positive Gripen. Dann 
gelten folgende Gleichungen unter den neben ihnen stehenden besonderen Be- 
dangungen. 


E-a>c, REE =—+ FQ), 


b—4 >, Ri" =+ fn), 
E<a<y, R(x =f(2), 
(@—§)(@—14)>0, Ria)" =0. 


Ist a ein regulirer Endpunkt und die sugehirige Konstante h endlich, 
so gilt die Gleichung 
Ray" = f(a), 


ebenso, wenn b ein reguldrer Endpunkt und die Konstante H endlich ist, 
Rb’ = fQ). 
In allen diesen Gleichungen konvergieren die Reihen R gleichmiéfig. 
§ 5. 
Ergiinzungen und Ergebnisse. 


Die erhaltenen Resultate zeigen auch, unter welchen Bedingungen 


eine Funktion f(z) durch die in den Anwendungen hauptsichlich vor- 
kommende Reihe 
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R(2) = Ray = >" 9,(2) [A9,(e)ae 


dargestellt werden kann. 

Zunichst seien beide Endpunkte a und 6 reguliir und die Strecke J 
werde durch die Stellen 

a= &, &, &,°-*, Senay & =O 
in solche Teilstrecken zerlegt, daB innerhalb jeder von ihnen f(x) mit den 
ersten beiden Ableitungen stetig sei. Setzt man dann allgemein §,—y,_,, 
so ist offenbar 
R(a) a R(x) % + R(a)}* i oe 2 R(x)en—1,"%—1 
und die Summanden rechts sind nach § 4 zu bestimmen. Fallt z mit 
keiner Stelle & zusammen, so ist nur ein Summand, etwa der (p + 1)”, 
von Null verschieden, derjenige niimlich, dessen Integrationsintervall den 
Wert x umfaBt, und dieser hat den Wert 
R(x)» = R(x)'o* + R(x)" = f(z), 
so daB man erhilt 
R(x) = f (2). 

Fallt « dagegen mit einem Werte &, = ,_, zusammen, so hat man 

nur zwei von Null verschiedene Summanden 


R(E,)s% = > f(a,),  R(n,)-4-1 = FF (n, 23 


genauer hat man, wenn f(z) an der Stelle & unstetig ist, zu setzen 
f(é,) as fg, + 0), f(n,~1) — fGyas 7 0) — fg, _ 0), 
und daraus ergibt sich fiir das ganze Innere der Strecke J die Gleichung 
R(x) = 5 [fle + 0) + fe —9)]. 


Endlich erhilt man, wenn z einer der Grenzen a und b gleich ge- 
setzt wird, wieder jedesmal nur einen von Null verschiedenen Summanden, 
der nach § 4 die folgenden Werte hat: 

R(a)io% = f(a), R(b)a—1%-1 — Ribs -1-" = f(b), 
so daB sich fiir die Endpunkte beziiglich der Reihe R(x) ergibt 
R(a)=f(a), R(b) =f(0). 

Um die analogen Resultate fiir den Fall, daB mindestens eine der 
Grenzen, etwa a, singular ist, abzuleiten, bedarf es einer ergianzenden 
Untersuchung; denn da jetzt der Summand R*'» nach § 4 nicht zu be- 
stimmen ist, wiirde man aus den durchgefiihrten Betrachtungen zunichst 
nur eine Gleichung 
Mathematische Annalen. LXIIL 32 
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R(a)om-2 = > [fle + 0) + f(@ — 0] 


erhalten, in der z ein beliebiger Wert im Inneren von J sein kénnte; 
wire b regulir, so kénnte y,_, durch b ersetzt werden. 

Wir definieren nun eine Hilfsfunktion g(«) in folgender Weise. Auf 
der Strecke von a=a bis a=, auf der f(a), f(@) und f(a) stetige 
Funktionen sind, sei g(@) = f(«); ferner sei g(a) auf der ganzen Strecke 
J mit ihren ersten beiden Ableitungen stetig und es sei g(x) = f(x); 
endlich sei g(«) = 0 auf der Strecke von y,_, bis b, der x nicht angehért. 
Dann geniigt g(«) an beiden Enden der Strecke J den an die Eigen- 
funktionen gestellten Forderungen, ist also nach § 2 in der Form 


g(a) = { K(x, «)h(«) de 


darstellbar, wobei h(«) eine auf der Strecke J stetige Funktion bedeutet. 
Eine solche Funktion ist aber, wie wir aus der allgemeinen Theorie der 
Integralgleichungen*) entnehmen, nach den Eigenfunktionen in eine auf 
der ganzen Strecke J gleichmabig konvergierende Reihe zu entwickeln, 
deren Koeffizienten ihnlich wie in der Fourierschen Reihe bestimmt werden: 


1, b 
a(2) = >" 9,(2)f 9(@) 9,(a) de; 
denn die Bedingungen dieses Satzes sind nach § 3 bei unsern Kernen erfillt. 
Anderseits ergeben die Siitze des § 4 


in —2 


So. fo 9, (a) da = f(x) = g(x), 


da die Reihe links als die fiir die Funktion g(«) gebildete Reihe R’”’""-? 
anzusehen ist; sie konvergiert nach § 4 gleichmaBig, solange 1, — a, 
b—1,-2, ©—% und y,_,—2 tiber festen positiven Grenzen bleiben. 
Kombiniert man diese Gleichung mit der vorhergehenden fiir g(x) auf- 
gestellten, so findet man das gewiinschte Resultat: 


l,eo No 1,e No 
>’ 9,0) f'9(@) 9, (a) da = S"9, (x) { F(@) 9,(«) da = 0, 


und diese Reihe konvergiert unter derselben Bedingung wie R™’™-* 
gleichmaBig. 


*) Schmidt, Dissertation § 9; § 11, SchluBbemerkung. 
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Abnlich wiirde sich ergeben 


> 9.0) fro 9.(«)da = 0, 


und damit ist die Gleichung 
R(2) = 5 [f(z+0) +f(e—0)] 


fiir das Innere der Strecke J auch in dem Fall erwiesen, daB singulire 
Endpunkte zugelassen werden. Jede Funktion also, die ebenso wie ihre 
erste und zweite Ableitung auf der Strecke J nur eine endliche Anzahl 
endlicher Spriinge macht, sonst aber stetig ist, kann bei den Voraussetzungen 
§ 3 (1), (IL) nach den Ligenfunktionen ,(x) so entwickelt werden, wie 
es die letate Gleichung zeigt. 

Um noch allgemeinere Klassen von Funktionen entwickeln zu kénnen, 
setzen wir zunichst auf der ganzen Strecke 


f(@)=1 
und fiihren die Bezeichnung 


o(«, n) = >'9,(8)9,(@) 


ein. Dann ergibt sich aus der Differentialgleichung der Eigenfunktionen 
als spezieller Fall einer in § 4 benutzten Gleichung 


f O(a, n) da— Yo, Jo,(a)de— ke ee eal 


+f U(«) Spee, 


wenn daher — und y um beliebig kleine endliche Strecken voneinander 
und von a und b entfernt bleiben, so liegt dieser Ausdruck zwischen festen 
von #, € und » unabhiingigen Grenzen, da dies vom ersten Teil der 
rechten Seite nach § 3 (III) gilt, vom zweiten Teil aber aus der gleich- 
maBigen Konvergenz der Reihe 


1,e 
~ 6) ( ) 
>a = Ke, a) 


¥ 








folgt. Ferner ergibt sich aus § 4 der Satz 


1,eo y ” 
> 9.0) 9,(«) de = lim f0(@, n)de= 5 


32" 
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und dieser Grenzwert wird unter der Voraussetzung 
A+%q<E<y<b—G, y—-E>4G, 

in der durch ¢ beliebig kleine positive Konstante bezeichnet sind, gleich- 

maBig angestrebt. Fiir die Funktion (a, m) sind daher die Voraus- 

setzungen erfillt, unter denen man aus der letzten Gleichung nach einer 


von du Bois-Reymond herriihrenden Methode mittels des zweiten 
Mittelwertsatzes schlieBen kann 


y 1,2 " 
lim f(a) («, n)de = >'9,(8) [H(@)9,(a) de = + (+0), 
=a , i 


wobei f(«) eine beliebige Funktion bedeutet, die auf der Strecke von 
a= £ bis « = y von beschrinkter Schwankung ist. Man kontrolliert diese 
Behauptung leicht auf Grund der Darstellung von Jordan*), der wir uns 
mit der Bezeichnung (a, ”) angeschlossen haben. 

Analog der letzten Gleichung findet man offenbar, indem man die 
Rollen der GréBen § und y vertauscht, 


1,e » 
> v1) f Fe) 9 (a) da = 5 (4-0) 


und hieraus, wenn f(«) auf der ganzen Strecke J von beschrinkter 
Schwankung ist, und « zwischen a +c, und b — ¢, liegt, 


1, b-y 
R(a)t%'-% = S"g, (2) {f(a) 9, (a) da = = [f(e+0) + f(e—9)]. 
¥ a+ 

Um in diese Formel die erwiinschten Integrationsgrenzen a und b 
einfihren zu kénnen, gehen wir davon aus, daB nach den an die Funk- 
tion g(«) gekniipften Erwigungen, wenn 

£>a+Gq>y>a 

angenommen wird, die Gleichung 


So. fede =0 


gilt; die Reihe konvergiert beziiglich der Variablen x und y gleichmibig, 

wenn x — (a+c¢,) und 7 — a tiber beliebig kleinen festen Grenzen bleiben. 

Ziehen wir jetzt, was bisher noch nicht geschehen ist, die Eigenschaft 

§ 3 (IV) heran und setzen, abweichend von der bisherigen Bezeichnung, 
1,n 


(a, n) — >'9,(2)9,(a), 


*) Cours d’analyse Bd. 2, Nr. 221. 
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so sehen wir, daB das Integral 


foe, n) da 


zwischen endlichen von » und 7 unabhingigen Grenzen liegt, und zwar 
auch wenn 4 —a beliebig klein wird. AuBerdem gibt die soeben auf- 
gestellte Gleichung 

4 
lim foe, n)da=0, 


und der Grenzwert wird gleichmiBig angestrebt, wenn 4 die Strecke von 
a+ ¢, bis zu einer a beliebig wenig tibertreffenden Grenze herab durchliuft. 
Der Ausdruck ®(«,) hat daher wiederum die an der zitierten Stelle von 


Jordan geforderten Eigenschaften, aus denen man, wenn f(x) eine Funk- 
tion von beschrinkter Schwankung ist, schlieSen kann ~ 


jim fe) O(a, n)da = 0, 


oder, indem man speziell 1 = a + ¢, setzt 


l,o a+Co 
R(x)*** — SI o,(2) {Fo 9,(a) de = 0. 
Kombiniert man dies Resultat mit dem fiir R**+%»’-% gefundenen Ausdruck 
und stellt eine analoge Formel fiir das Intervall von b —c, bis b auf, so 
ergibt sich schlieBlich die erwiinschte Gleichung 


Re? — R%2+% + Rtt+%o-% + Ro-%,° 


= >'9.(0) {1 9,(a) da = 1 [f@+0) + fw—-0), 


die somit unter den Voraussetewngen §3, (I) bis (IV) fiir eine beliebige 
Funktion von beschriinkter Schwankung und fiir das Innere der Strecke J 
Will man von der Eigenschaft (IV), die im allgemeinen schwer zu 
beweisen ist, keinen Gebrauch machen, so braucht man nur vorauszusetzen, 
daB die Funktion f(«) von einem singuliren Endpunkte an eine beliebig 
kleine Strecke weit stetig sei und stetige Ableitungen erster und zweiter 
Ordnung besitze, im tibrigen aber von beschrainkter Schwankung sei. 
Endlich kann mittels der jetzt vorliegenden Ergebnisse auch gezeigt 
werden, daB die Reihe R(x) gleichmiBig konvergiert, wenn die Variable « 
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eine Strecke durchliuft, die in einer gréBeren enthalten ist, auf der die 
Funktion f(x) stetig bleibt. Wir kénnen uns betreffs dieses Nachweises 
auf eine Abhandlung berufen*), in der dieser Satz zwar nur fiir die 
Sturm-Liouvilleschen Normalfunktionen, aber doch im wesentlichen nach 
einer allgemeinen Methode abgeleitet ist. Das Integral 


So n) da 


konvergiert nimlich nach den oben erhaltenen Resultaten genau in dem 
Sinne gleichmaBig gegen seine Grenze > wie es a. a. O.**) vorausgesetzt 
ist. Allerdings ist dort mittels der asymptotischen Darstellung der Normal- 


funktionen bewiesen, daB die Reihe 


Dd'e.0)f 9.@) fe) de =lim f'f(e) 06, n)de 


bei den Voraussetzungen 
z>y+e, c>O, 
und wenn f(a) von beschrinkter Schwankung ist, gleichmabig gegen den 
Wert Null konvergiert; das haben wir aber soeben aus der Eigenschaft (IV) 
erschlossen, was nétig war, da die asymptotische Darstellung im allge- 
meinen an den singuliéren Stellen ungiiltig wird. Fiir die zitierte Argumen- 
tation sind also die Grundlagen auch hier gesichert, und der ausgesprochene 
Satz tiber die gleichmaBige Konvergenz der Reihe R(x) ist so gut wie 
bewiesen. 
§ 6. 
Anwendungen: die Sturm-Liouvilleschen Reihen. 


Von Sturm und Liouville sind eingehend diejenigen Normalfunktionen 
untersucht, bei denen auf der Strecke J die GréBe k von Null verschieden 
und / endlich, beide Endpunkte a und b also regulir sind, und der Kern 
K(a,§) endlich und stetig bleibt, wenn jedes seiner Argumente die ganze 
Strecke J durchliuft. Unter dieser Voraussetzung kann man die Gleichung 


ky’ 
aeY) + (a—Dy = 0 
durch die Substitutionen 
* da 4/5, 
z — fF U = yVk 
0 


*) Math. Annalen Bd. 60, 8. 411ff. 
**) a. a. O. 8. 408. 
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in die Gleichung 

qe + (4-4) U=0 
iiberfiihren. Wird hier als unabhingige Variable das Produkt aus ¢ und 
einem passenden konstanten Faktor eingefiihrt, und die Bedeutung der 
Buchstaben 2,1, 4 in leicht zu tibersehender Weise geiindert, so bewirkt 
man, daB das Intervall J sich von 0 bis 2 erstreckt, und die Differential- 
gleichung der Normalfunktionen ist 


a*U 
Trt+(&—)U=0, 


wobei / auf der Strecke J endlich ist und nach § 2 so eingerichtet ge- 
dacht werden kann, daB keiner der Eigenwerte verschwindet. Die Grenz- 


bedingungen sind 
aU 0 dU \~ 


wobei auch unendliche Werte von h und H, d. h. Bedingungen von der 
Form 


UP=0, UlF=0 


nicht ausgeschlossen sind. Wir bleiben bei der Annahme endlicher Werte 
von hk und H, da andernfalls nur leichte Modifikationen nétig werden. 
Unter diesen Voraussetzungen gelten nun nach Liouville*), wenn @ 


den positiven Wert von V/A bedeutet, die Formeln 
y U’ ‘ ¥ 
U=cosor+ , 9 ~~ simert+ 
¥ 
@=Vi=vt -? 


wobei vy = 1, 2,--- zu setzen ist und durch Y, wie auch fernerhin, GréBen 
bezeichnet sind, die zwischen endlichen, von v und x unabhingigen Grenzen 
verbleiben. 

Um die normierten Eigenfunktionen herzustellen, benutzen wir die fiir 
die eingefiihrte GréBe U von Liouville abgeleitete Formel**) 


JU(erae- : = 


| da nun der angegebene Wert von @ ergibt 





| *) Liouville, Journal de Math. (1) Bd. 2. Kneser, Math. Annalen Bd. 58, 
8. 116. 
**) Math. Annalen Bd. 58, 8. 122. 
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¥ , _ ¥ ¥ 
COS EL = COs VF COs — — SIN vx sin — = cos vz + — 
, , ¥ 
sim gz = sm ve + ae 


so findet man als Ausdruck der normierten Eigenfunktionen 


U [foe da] ‘. 9, (z) = V2 cos vz + ~ . 
= = V2 sin vx + Ms . 


und die zugehérigen Eigenwerte sind 


A, = °? = yp? a . 
Hieraus folgt 
1 in 1 (1 +) Py(@) GY) - 2 cos va COs vy y 


» © v}? » x Ca v® 
Die Reihe 
Sue ¥,(Y) 


konvergiert daher gleichmaBig, wenn x und y das ganze Intervall J mit 
Einschlu8 der Grenzen durchlaufen, und damit ist nach dem in § 3 
zitierten Satze von Schmidt die Gleichung (A) erwiesen. 

Um auch die Formeln (B) und (C) zu erhalten, gehen wir davon 
aus, daB die aufgestellten Formen der normierten Eigenfunktionen ergeben 


P(X) Gy) — %@) ¥ 2Qsinvecosvyy  ¥ 
a % ev) (5 +3) = “-—- 9 


Ze" - “tan e PS ie My Be 


Hier ist das letzte Glied der rechten Seite gleichmaBig konvergent, wie 
immer z und y im Intervall J sich bewegen mégen. Nehmen wir 
aber an, x durchlaufe ein Intervall, das einen Teil von J bildet, den 
Punkt y aber nicht enthilt, so bleiben —y und x+y oberhalb einer 
positiven Grenze und unterhalb eines Wertes von der Form 22 —c¢, 
wobei ¢ positiv ist. Daraus folgt die gleichmiBige Konvergenz auch des 
ersten und zweiten Gliedes auf der rechten Seite unserer Gleichung; denn 
es ist bekannt*), daB die Reihe 


1, 
sinvu 
S= > 
v 
¥ 


*) Weber-Wellstein, Enc. d. El tarmathematik Bd. 1, § 135. 
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auf jeder Strecke, die durch die Beziehungen 
0<aq<u<2a--c, c>0 


definiert ist, gleichmaBig konvergiert. Ferner bleibt die Summe der 
ersten » Gilieder dieser Reihe, wie immer u und m gewahlt werden mégen, 
zwischen endlichen, von « und » unabhingigen Grenzen, auch wenn wu der 
Null beliebig nahe kommt; dieselbe Eigenschaft kommt daher auch der Reihe 


1, 
> %, (x) 9, (Y) 
i, 


zu, wenn x und y Strecken des Intervalls J durchlaufen, die den End- 
punkt z nicht enthalten. 
Die Formel (C) macht keine neuen Schwierigkeiten; denn unsere 

Ausdriicke fiir g,(#) und g(a) ergeben 

1,e lo 1,o 

> se im :> =— See +> 5, 
und aus den angefiihrten Eigenschaften der Reihe S schlieBt man sofort, 
daB die hingeschriebene Reihe gleichmifig konvergiert, wenn 2 eine 
zwischen 0 und z liegende Strecke durchliuft. Damit sind die Eigen- 
schaften (I), (II), (III) und die Formeln (A), (B), (C) in dem vollen 
Umfange gesichert, wie sie in § 4 gebraucht werden; die Eigenschaft (IV) 
kommt nicht in Frage, da beide Endpunkte regular sind. Die Resultate 
der §§ 4 und 5 gelten also fiir die Sturm-Liouvilleschen Reihen, wie wir 
iibrigens auf andere Weise schon friiher nachgewiesen haben.*) 


§ 7. 
Die Darstellung willkiirlicher Funktionen durch Besselsche. 


Die einfachsten von der mathematischen Physik gestellten Aufgaben, 
die denen des vorigen Paragraphen analog sind und auf Besselsche Funk- 
tionen fiihren, kénnen in folgender Form ausgesprochen werden. Es sollen 
die Integrale der Besselschen Gleichung 


f(x $2) + azy = 0 


gefunden werden, die an der singuliren Stelle a=0 endlich sind, und 
an der Stelle b= 1 einer der Forderungen 


y'=0, y+ Ayf=0, 


*) Math. Annalen Bd. 60. 
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in denen H eine Konstante ist, unterworfen und auf der Strecke von 0 
bis 1 mit ihren Ableitungen stetig sind; man findet leicht 


y—J(xV 2), J(z) =1— a + ae —aaret gabe 


und erhiilt fiir 4 eine der Gleichungen 
J(V¥i)=0, Vad’ (Vi) + HI(Vd) =0. 
Um die Besselsche Differentialgleichung auf die Gestalt zu bringen, 


die wir in unserer Theorie voraussetzen, substituieren wir 
du=22dz, «2=Vu, 


und ersetzen u durch x; dann ergibt sich 
d d 


Die Werte a und 6 und die Form der Grenzbedingungen fndern sich 


nicht; fiir y aber haben wir jetzt die Funktion J(V¥4z) zu nehmen. Um 
den Eigenwert 40 zu vermeiden, ersetzen wir 4 in der letzten Gleichung 
durch 2 — uw, so daB sie die folgende Gestalt annimmt: 


a (40 92%) + 2-n) y =0. 


Thre an der Stelle 2 = 0 endliche Lésung ist jetzt 
J(e Vx) =J(ViA—u)2), 
wobei die Quadratwurzeln positiv zu nehmen sind und 
A=u+e 
gesetzt ist, fir @ aber eine der Gleichungen 


J(e)=0, eJ'(e)+ HJ(e) =0 
gilt. 


Die normierten Eigenfunktionen sind 


J\e Vx) fo (o Vu) aw? 


tol 


= I(oVz)\2 «F*(00) del : 


Um sie hinsichtlich ihrer GréBenverhiltnisse genauer zu untersuchen, 
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gehen wir von folgenden bekannten Formeln*) aus, die gelten, sobald x 
oberhalb einer beliebig kleinen positiven Grenze ¢ verbleibt: 


I(x) — eet eae, ¥ 


Vz« x 4 
J’(x) - "oe + 43 


in ihnen, wie auch weiter unten, ist das Symbol Y vieldeutig und be- 
zeichnet GréBen, die zwischen endlichen, von x unabhingigen Grenzen 
liegen. Aus diesen Gleichungen folgt sofort: 


, v 
Ia) + I%@) = +a 
Anderseits ergibt die Besselsche Differentialgleichung leicht **) 


‘@J*(a) da = = [J*(a) + J’%(a)], 


speziell also 
1 


fePeaddam = (I%e) + I%0)], 

0 
und hieraus folgt auf Grund der angegebenen asymptotischen Darstellung 
von J(z) und J’(x) die Formel 


1 
fetes) da = = +=, 


0 


- 1 

Jeon) ae| *—Vxe (1+), 

Lo ef 

und die GréBen , liegen zwischen endlichen, von g unabhingigen Grenzen. 
Nur wenn der Wert 9 = 0 vorkommt, verliert diese Formel ihren Sinn; 
da wir sie aber nur bei Konvergenzuntersuchungen benutzen, ist das kein 
wesentlicher Mangel. Abgesehen von diesem Falle erhalten wir somit 
fiir die normierten Eigenfunktionen und ihre Ableitungen die Ausdriicke 


9,(2) — V2 J(evz) (1+ +), 
.(@)= $ Vis eva) (1+). 


Lassen wir jetzt x iiber einer beliebig kleinen positiven Grenze 


*) Lipschitz, Crelles Journal Bd. 56. Jordan, Cours d’analyse Bd, 3, Nr. 215, 216. 
**) Riemann-Weber, Partielle Differentialgleichungen Bd. 1, § 79. 
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bleiben, so kénnen wir wiederum die asymptotischen Ausdriicke von 
J(z) und J’(x) benutzen und erhalten folgende Gleichungen: 


9, (x) = TW (sine Ve + cose Vx + =z) (1 + “t)) 


Yo). 
Wa (cone V2 — sine Vz + —- (1+-+) 


Hieraus ergibt sich, daB die Gleichungen, deren Wurzeln die GréBen @ 
sind, sobald diese eine gewisse Grenze iiberschreiten, durch eine der 
Formen 

cosge+sing=0, (cose — sin eg) + H(sin ge + cos eg) = 0 
annaihernd dargestellt werden. Wern daher r von v unabhiangig ist und 
das vieldeutige Symbol Y GréBen bezeichnet, die zwischen endlichen von 
vy unabhingigen Grenzen liegen, so kann man setzen 








9, 


=rf+ra+ ~. , 
und hieraus ergibt sich fiir die Eigenwerte 
1 1 1 y 1 1 ¥ 
Eo "s¥e7ael+ »)? i = ay(1+ =} 


Man findet ferner leicht, wenn u eine beliebige GréBe bedeutet, die 
Gleichungen 


cos ou = cos(r + va)u+ ~ . sin gu = sin(r-+vm)u+~; 


benutzt man diese Werte in den fiir g,(x) und g,'(x) gegebenen Aus- 
driicken, so findet man 


9, (2) = VW | sin (r+ vx) Va + cos (r+vx) Va + ~}, 
Gy (x) "Wie | cos (r+ vx) Vx — sin (r+ vx) Vx + ~1, 


und wenn y ebenso wie « iiber einer beliebig kleinen positiven Grenze 
bleibt, 


(2) 9419) = —57— [sim(r+2)(Ve+Vy)+c0s(r+n)(Ve—-V) +>}, 
9,(2) 9, (2) =; [cos 2(r-+ va) Vat * 1, 


%, 2) (0) — 7 (ooslr ton) (V2+ Vy) + sin(r +v2)| Vy—-Va)+— ~}. 
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Da nun die Reihen 


1,o 1,e 


cos vu sin vu 

=, SY 
gleichmaBig konvergieren, wenn mit beliebig kleinen positiven Kon- 
stanten c, c, die Ungleichung 

exuc2a—-¢, 
festgesetzt wird; da ferner unter dieser Bedingung auch die Summe 

l,n 
cos yu 


v ? 


und unter der weiteren Voraussetzung 


O<uc2a-—e, 
die Summe 
1a 


a sin vu 
v 
- 


zwischen endlichen von v und « unabhingigen Grenzen liegt, so ist 
ersichtlich, daB die Reihen 


Se >> —, 8 4 > — a 


gleichmaBig konvergieren, wenn x und y beliebige, die Stelle 0 nicht 
enthaltende Teilstrecken des von 0 bis 1 reichenden Intervalls J durch- 
laufen; daB unter derselben Voraussetzung und wenn auBerdem |x — y!| 
iiber einer beliebig kleinen Grenze bleibt, auch die Reihe 


T- > wer 











gleichmaBig konvergiert; daB die Reihe 
U= > we 


gleichmaBig konvergiert, wenn x eine zwischen 0 und 1 liegende Strecke 
durchliuft; daB endlich, wenn z, y, 1— zw und 1—y iiber endlichen 
Grenzen bleiben, die Summe 

<1 5 (2) 9, (Y) 

P ie 


r 


zwischen endlichen von n unabhingigen Grenzen liegt. 
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Das letzte dieser Resultate gibt die Eigenschaft (III) des § 3; um 
die Formeln (A), (B),--- zu gewinnen, iiberzeugen wir uns zunichst davon, 
daB der Kern K(a,y) die in § 3 geforderten Eigenschaften besitzt. Das 
wird daraus klar, daB g(x) und w(x) Integrale der Differentialgleichung | 
sind, die auch fiir die GréBe JV—wz gilt. Diese hat an der singuliren 
Stelle z= 0 ein logarithmisch unendliches Integral; eben diese Singularitiit 
weist daher die Funktion w(x) auf, wie auch der in § 6 gegebene explizite 
Ausdruck zeigt. 

Ferner konvergiert die Reihe 

< @, (2) 9, (y) 2x0 J(eVz) J(oVy ¥, 

2 z "2°" Sem 1 +5 )» 
da die Funktion J(u) bei beliebigen reellen Werten von u zwischen 
festen endlichen Grenzen bleibt, gleichmiBig, wenn jede der GréBen « 
und y das ganze Intervall J mit EinschluB der Stelle 0 durchlauft. 
Hieraus und aus dem, was iiber die Konvergenz der Reihen R, S, T 
und U bewiesen ist, kann man nach § 3 die Eigenschaften (I) und (II) 
erschlieBen. 

Unsere allgemeinen Siitze ergeben somit, daB eine Funktion von z 
zwischen den Stellen « = 0 und «= 1 auf die Fouriersche Art nach den 
Normalfunktionen o,(xz) entwickelt werden kann, wenn sie auf einer be- 
liebig kleinen an der Stelle 0 beginnenden Strecke mit ihren ersten beiden 
Ableitungen stetig, im tibrigen aber auf der betrachteten Strecke nur von 
beschrinkter Schwankung ist. Entwickelt man irgend eine zulissige 
Funktion f(Vz) und ersetzt dann x durch 2°, so erhiilt man die gewéhn- 
lich benutzte Formel 


1 
Jat@)J(ea)da 
f(z) = >’ J(ez)*, 
@ Jad ea) de 
0 
Den durchgefiihrten ahnliche Entwicklungen gelten tibrigens fir 
die Besselschen Funktionen J,(”); man ersieht das leicht daraus, daB 
J,(Vx) ein Integral der Gleichung 


4f (eS) + (1—“)y=0 


ist und daB J,(2) in folgender Weise asymptotisch dargestellt werden 
kann *): 





*) Jordan, Cours d’analyse Bd. 3, Nr. 216. Gray and Mathews, Bessel Functions 
Kap. 4, Nr. 91. 
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J,(“) ~ v= cos set = x]; 


damit sind die im vorhergehenden fundamentalen Eigenschaften der 
Funktion J(x) auf J,(«) im wesentlichen tibertragen. 


§ 8. 
Die Entwicklung beliebiger Funktionen von beschriinkter 
Schwankung nach Besselschen. 


Das Resultat des vorigen Paragraphen diirfte fiir alle Anwendungen 
ausreichen, da es wohl immer gentigt, Funktionen zu betrachten, die selbst 
ebenso wie ihre ersten beiden Ableitungen nur eine endliche Anzahl von 
endlichen Spriingen machen, im tibrigen aber stetig sind. Immerhin 
diirfte es theoretisch wichtig erscheinen, die Entwicklungssitze méglichst 
auszudehnen; nach § 5 wissen wir, daB eine beliebige Funktion von 
beschrinkter Schwankung nach den Normalfunktionen entwickelt werden 
kann, wenn fiir diese die Eigenschaft (IV) des § 3 gesichert ist. Das 
wollen wir fiir die Besselschen Funktionen beziiglich des singuliren End- 
punktes a= 0 durchfiihren, indem wir uns auf den Fall H= co be- 
schrinken, d. h. den Fall, daB die Eigenfunktionen den Gleichungen 
y,(1)=0, J(e)=0 unterworfen sind. Zu diesem Zweck mu der 
Kern K(a, y) wirklich gebildet werden. Setzen wir u = — f*, so dab 
die Differentialgleichung der Eigenfunktionen in der Form 


d d : 
qa (42 92) + + By = 0 
erscheint, so ist die Gleichung, deren Integrale m(#) und w(x) in der 
Bezeichnung des § 3 sind, die folgende 
d dy 
da (42 Ga) + By = 0. 


Sie hat die linear unabhiingigen Integrale J(f Vx) und K(6 Vz), letateres 
im Sinne von Riemann-Weber*) verstanden, und man kann daher 
setzen 


p(2)=CI(BV2), (x)= J(BVz) K(B) — J(6) K(BY2), 
wobei C eine Konstante bedeutet, die durch die Forderung 
k(y' (a) o@) — pa) ¥@)) = 1 
bestimmt wird; dann erfiillt g(x) an der unteren, #(”) an der oberen 


*) Partielle Differentialgleichungen der mathematischen Physik Bd. 1, § 73. 
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Grenze der Strecke J die an die Normalfunktionen gestellten Forderungen. 
Da nun die Identitat 


| 


ax 


gilt, findet man durch leichte Rechnung 


Pi 
C=— 376 


und demnach bei der Annahme x < — den Kern 


K(x, §) — “26Val GYD ED — Jip) K (BV) 


Die Formel (A) ergibt also, da die Eigenwerte die Gestalt 
A= +u—o?— p 








haben, die Gleichung 


, (x) 9, (E) 
K(z,t)- > e? — B? 
und g durchliuft, wir wiederholen es, die positiven Wurzeln der Gleichung 
J(9) = 0. 
Da nun die Reihe 
1 
a e 
konvergiert, so konvergiert die rechte Seite der erhaltenen Gleichung 
auch bei beliebig festgelegten positiven Werten x, § und bei komplexen 
Werten von 6, und zwar gleichmiBig in jedem abgeschlossenen Gebiet, 
das die Stellen + @ nicht enthilt. Wir haben eine Partialbruchzerlegung 
der GréBe K(zx,t) vor uns, die als Funktion der komplexen GréBbe £ 


meromorph ist und die Pole 6=-+go besitzt. Multiplizieren wir die 
Gleichung mit 28 und setzen 





— 26K (zx, ) = (8) = «BJ (pV) [J (6) xy) — J (VE) KB) 
so ergibt sich 


©(8) = >’ 9.00) 9. [p2. + pte} 


und es ist ersichtlich, dab zu den Polen B=g und =—g das Residuum 
y,(x)@,(&) gehdrt. Integriert man daher in der Ebene der komplexen 
GréBen 6 lings einer geschlossenen Kurve, die die ersten » positiven 
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Werte o und die ihnen entgegengesetzten —o, sonst aber keine Pole der 
Funktion (8) umschlieBt, so findet man 


rf (6) dp=2 > (2) 9, (6). 


Entsprechend wiirde man in der Ebene der komplexen GréBe u um die 
ersten » Werte — @* herum integrierend eine Gleichung 


rif Kl, §) du = > (x) 9, (8) 


erhalten. 

Wir nehmen nun als Integrationslinie in der B-Ebene den Umfang 
des Rechtecks, dessen Ecken die Punkte +s +i sind, und dessen Inneres 
genau » positive Werte g enthalte. Da ©(), wie die Partialbruchzerlegung 
zeigt, eine ungerade Funktion ist, so liefern die Hilften, in die das 
Rechteck durch die imaginiire Achse zerlegt wird, denselben Beitrag zum 
Integral, und da (6) bei reellen Werten von f reell ist, liefern die 
oberhalb und unterhalb der reellen Achse iiegenden symmetrischen Viertel 
des Rechteckumfangs konjugiert imaginiire Beitrige, so dab man, wenn 
s und ¢ positiv sind, setzen kann 

ln s+ti ti 

> v.(2) 9, = 2 | fo ap +f (6) a8}, 

- 3 s+ti 
wobei die Integrale geradlinig zu nehmen sind. Um die GréBe dieser 
Integrale abzuschiitzen, schreiben wir 


a=-Ve, &=—VE, Botti, 
P=V2xpx,J(6x,), N=2V2xpJ(6), 
Q = V226 V2xBé, [J (8) K (Bg,) — J (B,) K(A)I, 
V2, 8, 0(8) = 72, 
und benutzen die Weberschen Formeln*) 
V2auJ(u) = aa S(2iu) + ib-4) S(— 2iu), 
V2au K(u)= ee te S(2iu) — dtd) S(—2in), 
in denen der reelle Teil von u und Y2xu positiv vorauszusetzen ist, 
und S(z) eine Funktion bedeutet, die in der ganzen Ebene der komplexen 


*) Riemann-Weber Bad. 1, § 73. 
Mathematische Annalen. I.XILI. 33 
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GréBen z mit Ausnahme der negativen reellen Achse eindeutig bestimmt 
ist; konvergiert der reelle Teil von u von der positiven Seite her gegen 
den Wert Null, wihrend der imaginiire Teil nicht verschwindet, so kon- 
vergieren die GréBen S(2iu) und S(— 2iu) gegen endliche Grenzen und 
die Gleichungen bleiben richtig. Da nun in den Ausdriicken P, Q, N 
die Argumente der Funktionszeichen J und K nicht negative reelle Teile 
haben und auf der Integrationslinie nicht den Wert Null erreichen, so 
kann (6) durch die Funktion S ausgedriickt werden, wenn man noch 
festsetzt, daB auch die in P, Q, N auftretenden Quadratwurzeln positive 
reelle Teile haben sollen. Bei dieser Annahme erhilt man aus den 
Weberschen Formeln 


-i (#2, - *) : i (a2, - *) 
P=e *! §(2pix,) +e S(— 2Biz,), 
Q = ePA-D) §(2BiE,) S(— 2pi) — e~'P O-) S(— 2Bié,) S(2Hi). 
Nun hat die Funktion S(z) erstens die Eigenschaft, fiir alle Werte 
von z dem absoluten Betrage nach unter einer festen Grenze zu bleiben*), 
z. B. unter 3,5; daraus ergibt sich sofort 
| P| < 3,5 (e™™ + e-*™) 
und, da t nicht negativ ist, 
|P\ < Te. 
Sodann nihert sich S(z) der Grenze 1, wenn z tiber alle Grenzen wiichst; 
wenn daher & iiber einer festen positiven Grenze liegt, also etwa 
E>c>0 
vorausgesetzt wird, so liegen die GréBen 
|S(+ 266%), S(+26i)) 
der Eins beliebig nahe, sind z. B. kleiner als 2, sobald 
Bi >9 
genommen wird, wobei g eine von & unabhingige positive GréBe ist. 


Unter dieser Annahme findet man aus dem angegebenen Ausdruck von Q 
durch die Funktionen S sofort 


QI < 4et-F) 4 fet -H SetA-s), 
und hieraus ; 
|PQ| < 56eA-fit+e, 
Dieses Resultat wollen wir mit einer unteren Grenze der GréBe | N| 
kombinieren. Zu einer solchen fiihren wiederum die Weberschen Formeln, 
deren erste ergibt 


*) Riemann-Weber Bd. 1, §§ 75, 76. 
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N =2/2aBJ(B) — 2 cos (8 — =) [S(2A%) + S(— 26i)] 
+ 2isin (6 — =) [— S(@pi) + S(— 28:)] 
— 4 cos (6 — Z) (1 +p) + 4gisin (6 — 4); 


da nun S(z) bei wachsenden Werten von |z| gegen die Grenze Eins 
konvergiert, so ist klar, dab p und |q! unter einer vorgeschriebenen 
Grenze, etwa unter + liegen, sobald |6| eine gewisse positive Kon- 
stante g, tiberschritten hat, die ebenso wie g von x und € durchaus un- 
abhiingig ist. Somit gelten zugleich die Beziel ungen 


1 , 1 
IPi<qz, \al<q (|Bl>m- 


Da nun der letzte fiir N erhaltene Ausdruck, wenn ¢,, ¢,,--- GréBen 
vom absoluten Betrage Eins sind, in der Form 
N = 2(e%e, +e~-*e,) (1 +p) + 2¢(e%e, +67 *e,) 
= 2et (e(1+p) + ge} + 2e-*(Q(1+p) + ge) 


=re'+r,e* 


geschrieben werden kann, und die fiir |p| und |q| geltenden Schranken 
die Ungleichungen 
Iri|>1, |n|<3 
ergeben, so folgt 
|N| > e* — 3e-*. 


Wenn wir daher zuniichst t = ¢ setzen, also 6 auf der Strecke von 
ti bis s+ ¢i annehmen und ¢ so groB nehmen, dab 


e>6, t>>1g6, 
so ergibt die fiir N gefundene Beziehung 
IN| >+e, 
und die oben gefundene obere Schranke der GréBe | PQ| ergibt 


V248, ,O(B)| = ae %. 112 e(-*), 


Da nun die Differenz §—a mit Riicksicht auf den Zweck der ganzen 
Entwicklung iiber einer positiven Grenze bleibt, so daB etwa eine Un- 
gleichung 


V§é—V2=—§,-—2,>¢,, ¢,>0 
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vorausgesetzt wird, so ist klar, daB das Integral 


S Va. ©(8) ap 


tits 





dem absoluten Werte nach beliebig klein gemacht werden kann, indem 
man einen beliebigen Wert von s festhilt, ¢ aber iiber eine von s, ¢, 
und g,, nicht aber von z und §& abhiingige Grenze hinauswachsen IaBt. 

Eine andere Erwigung fordert die Strecke von s bis s+¢i, da hier 
auch der Wert r=0 zugelassen ist, fiir den N verschwinden kénnte. 
Um dies zu verhindern, wihlen wir s so, daB s — : ein Vielfaches von z 
ist; dann gelten auf der Geraden 6 = offenbar die Gleichungen 


cos (8 — +) = + ¢08 ri, sin (6 — 7) = +sin ti, 
N =+4(1+ p) cos ti + 4qsin ti = 2e* {+ (1+ p)(1+e~-*") + ig (1—e-*")} 
=2e{+(l+e-**)+m}, m=+p(l+e-**) + qi(l—e-*). 


Wegen der fiir |p und |q| erwirkten Ungleichungen ist nun 


mi<it, |m + (1+ e-**)|>1 467% —|m|>7, 
N|> ; #. 
Die fiir das Produkt |PQ| gefundene Schranke ergibt somit 
V2, 8 |0(8)| =|Q% < 112e-*-a, 


und hieraus folgt, wenn man geradlinig von s bis s + ¢i integriert, 


ee 112 (1 — e~ “i -)) 
J (8) dp) < ™ a 


Die rechte Seite dieser Ungleichung bleibt offenbar, da &, — x, iiber 
einer positiven Grenze c, liegt, stets unter einer festen von ¢, x und & 
unabhiangigen Grenze. Erinnern wir uns nun daran, daB das Integral 


atti 


Va,8,{ (8) ap 


bei jedem festen Wert von s der Null beliebig angenihert werden konnte, 
indem man fiir ¢ einen von € und x unabhingigen, hinreichend groBen 
Wert nahm; daB ferner liings der Integrationswege nur die Ungleichungen 


iBi>9, \|BI>% 
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vorausgesetzt werden, so ergibt die oben abgeleitete Gleichung 


ti+s 


> 9,(x) 9(E) = 2K |.fowap +fo@) al, 


ti+s 
in der » die Anzahl der Werte von og bedeutet, die zwischen 0 und s 
liegen, folgendes Resultat. Sobald » eine gewisse von £ und « unab- 
hiingige Grenze n, tiberschritten hat, liegt die Summe 


Vet > 9,0) 9, 


in der mit beliebig kleinen positiven Werten ¢, und ¢ die Beziehungen 
E-—z>q>0, E>ce>0 

vorausgesetzt werden, zwischen endlichen, von 2 und & unabhingigen 

Grenzen. Da nun die fir n=1,2,---,m, gebildeten Summen stetige 

Funktionen von # und & sind, kann die Beschrinkung der Zahl » wieder 

aufgehoben werden, und da das Integral 


‘de 
Va 
endlich ist, ergibt sich weiter, daB alle Integrale 


x ian 


SL > 9.@ 9,(8) de 


zwischen endlichen von », x und € unabhingigen Grenzen liegen. Da- 
durch ist die Eigenschaft (IV) des §3 in vollem Umfange erwiesen. 


g 9. 
Entwicklung nach Legendreschen Polynomen. 
Die Funktionen P,(z), die durch die GauBsche Reihe in der Form 
asi 
P,(2) = F(—n, n+1, 1, *>*) 
ausgedriickt werden, sind diejenigen Integrale der Gleichung 
d d 
da | — 2") G5] + ay = 0, 


die an den beiden singuliren Stellen s=—1 und sx=+1 endlich 
bleiben; solche Integrale hat diese Gleichung, wie aus der Theorie der 
hypergeometrischen Reihe entnommen werden kann, nur wenn 


A=n(n+ 1) 
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gesetzt werden kann, wobei » eine positive ganze Zahl oder Null be- 
deutet. Um den Kern der zugehérigen Integralgleichung nach der in 
§ 2 gegebenen Regel zu finden, ersetzen wir 4 durch 4 + u, wobei 

uw =—a(l + a) 
gesetzt wird und « keine ganze Zahl ist. Die Funktionen g(x) und (2) 
des § 2 sind dann Integrale der Gleichung 


d d 
z= [( — x”) A +a(1+a)y=—0, 


von denen das erste bei x = —1, das zweite bei x= +1 endlich ist, 
und beide zwischen —1 und +1 endlich und stetig bleiben. Man er- 
fillt diese Anforderungen, indem man setzt 

g(2)=F(—«, 1+, 1,*t*), v@)—CF(—-«, 1+¢, 1,*>*); 
die Konstante C bestimmt sich durch die Beziehung 

; P 1 
p (x) »(x) — p(x) ¥' (a) = ;—° 

Wir finden den genauen Wert C, indem wir 


i—e2_ 1+2 
2 » 


=—1l—e 


setzen und ¢ unendlich abnehmen lassen. Dann gelten die Niherungs- 
formeln*) 


_ 
g(x) = F(— «a, 1+ 4, 1,1—¢«) = Faris) 
- + “zs Ige, 
9 (a) = — 5.2, v@=1, v@=—a(l +e), 
1 1 





i—a* 4e’ 


und die angegebene Beziehung zwischen g(x) und (2) ergibt 
Csin xa 
— 


1 
{ee(1 + «)lge——} =z, 
also 
C e 


~~ dsinax 





Hieraus sieht man zugleich, daB (zx) an der singuliren Endstelle 
z= +1 logarithmisch unendlich wird. Dasselbe gilt offenbar von ~(2) 


*) Goursat, Sur l’équation différentielle linéaire qui admet pour intégrale la 
série hypergéometrique, Thése, Paris 1881, 8. 87. Annales de l’Ecole Normale (2) 
Bd. 10. 
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an der Stelle z=—1; der mit g(x) und w(x) gebildete Kern hat also 
die in § 3 geforderte Beschaffenheit und ist explizit 


aF (—«, 1+4¢, 1, -+*) r (—s t+ 1, 1, SS 





K(e, t) - —— - a 


4sin ax 





oder 


m — a, a, — — a, a, its 
dimes dats =") ¥ ( o+o 3 -) 





; sin ax ’ 


je nachdem 2<§ oder x >&. 
Die Eigenwerte sind jetzt n(m +1)—a(a+1), wobei n= 0, 1,2,---, 
zu setzen ist; die normierten Eigenfunktionen sind wegen der bekannten 


Formel 
+1 
2 
f P2(@ae => In+1 
-1 


wi) =F, Gla) — VE P.O), 


die GréBen 


und die Entwicklung des Kerns nach den Eigenfunktionen hat, je nach- 
dem z kleiner oder gréBer als & ist, die erste oder zweite der folgenden 
Gestalten: 


=F(—a1+e,1,° 3") F(—«1+a1,- 54) 2 n+ 1) Palo) Pa (®) 


 4sinax = 2 [n(n + 1)— «(a+ 1)] 


aF(—a1+61, nw (—at+e nee sy (2n+1)P (x) P,(&) 


2 (nim + +1)—a(a+1)] 








4sinaz 


Diese Formeln sind nach § 2 bewiesen, sobald die dort aufgestellten 
Voraussetzungen, unter denen die Formel (A) gilt, als erfiillt nachgewiesen 
sind; hier liegt, wie bei den Besselschen Funktionen, der Fall vor, dab 
auf den iterierten Kern K*(z, y) zuriickgegriffen werden muB. 

Zunichst ist zu beachten, daB die Legendreschen Polynome auf der 
Strecke J, d. h. von —1 bis +1, zwischen den Grenzen —1 und + 1 
bleiben; hieraus ersieht man sofort, dab die Reihe 


i= © (n+ +)P,@)P,y) 
P oe 7? 2 > a)? «(a + 1)}* 


¥ 
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gleichmaBig konvergiert, wenn «x und y unabhiingig voneinander die 
Strecke J mit EinschluB ihrer Endpunkte durchlaufen. Da ferner die 
Formel 
i n2P (x)—mnP, _ , (2) 
P, (= 
gilt, so folgt, daB die Reihe 








v,(2) 9,9) _ 35" ("+ g)OP@—P,-1@)P,W) 
b ae -->'- ~ (— a2) [n+ 1)—e(e+)]} 


’ n 


gleichmaBig konvergiert, wenn y die Strecke J durchliuft, fiir x aber die 
Bedingung 
—l+e<ca<l-—e 
festgesetzt wird, in der « eine beliebig kleine positive GréBe ist. 
Etwas tiefer liegende Eigenschaften der Legendreschen Polynome 
sind heranzuziehen, um die Konvergenz der Keihen 


@, (&) p(y) @’, (x) @, (y) 
—- —, > j 


Yr 
r ’ 


zu untersuchen. Die Ungleichung, der x unterworfen wurde, kann, wenn 
man x = cos@ setzt, dahin formuliert werden, daB 


|sin@| >, 
ist, wobei ¢, wie « beliebig klein und positiv ist. Dann gilt*) die asymp- 
totische Darstellung 


P,(cos 0) = V2, {cos | (n+ -)o— +| + ~ ? 


una Y liegt zwischen endlichen, von » unabhiingigen Grenzen. Hieraus 
folgt zuniichst, daB die Reihe 


> , (@)  ,(Y) ez y (n+ +) Pa) V 2 


A, aw n(n+ 1) — afa+1) nz sin 6 
n 


- {eos [(n + 3) 0-4] +7] 
in dem Gebiete 


—l+e<ca<cl-—-se —lsgys+l 
gleichmaBig konvergiert, nimlich mindestens so gut wie die mit einer 
passenden Konstanten multiplizierte Reihe 


a 25 


*) Heine, Kugelfunktionen, Bd. 1, § 40. 
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Stellen wir endlich auch P,(y) asymptotisch dar, indem wir 


y = cosy 
setzen und die Ungleichung 

sin | > & 
festhalten, so ergibt der schon einmal benutzte Ausdruck fiir P,’(x) die 
Gleichung 





412) Pagt Y) . (n + 5)*P, (2)P, (y) n (n + ; )P, _1@)P,(y) 
aoe ~ inv +1)—ae+i)@—1) @—i[ra+i—aceF)) 
n (n a 3 ) cos 6 . 


~~ [n@e $1) — ale + 1] sin* * ny sin O sin 7 
[ooe[(o+ $) 0—F}+ E]fooe [0+ 4) 0-3] + 7 


(+4) 


[n(n + 1) — a(a@ + 1)] sin*@ ©» Yn(m — 1) sin O sing 
[oo[(m—3) 0-3] + lem [+ 4) 9- T+ 3] 


oder, indem das Symbol Y wie friiher vieldeutig, aber immer im Sinne 
der gegebenen Definition gebraucht und dazu benutzt wird, GréBen, die 
mit wachsenden Werten von » der Grenze 1 zustreben, in der Form 








a 


y 
1+ = 
darzustelle 
. Pn +1) Pn +1) 


Anes 


ne ae yanbaay [cos [( + 2) aa ra _ [(n + 3) a 7) + : 


+ Samteyantaing (0 [(*—2) 0 — F] os[(m + 3) 1-7] +] 
= Sranta Yaad aay (ti (@ + 3) @ + 0) + 008 (n+ 5) 0-1) +7 
an 1 

nw sin*@ Y sin 6 sin 7 


-{sin [n(0 +) + + (9 —8)] + cos[n(@—1)-F (0+) |+-—}, 


oder endlich, indem man durch A, B, C, D von m unabhingige GréBen 
bezeichnet, die bei den fiir 2 und y geltenden Voraussetzungen zwischen 
festen endlichen Grenzen liegen, 
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Sa = = sin n(@ + 4) + = sin n(6 —) + £ cos n(6 + 1) 
+? cosn(6 — 1) +4; 
speziell findet man 


— . — 
a sin? @ sin 6 sin " D = — cos@ cos ——" + cos ate = sin 6 sin “3 . 


Nun konvergieren die Reihen 
1,» : 1,2 
> aes YY Se 
° ° da v 
bekanntlich gleichmaBig unter der Voraussetzung 
ccu<2a—¢, 
wenn ¢ und ¢, beliebig kleine positive Werte sind; anderseits sind bei 
unseren Festsetzungen die Winkel @ und y in Grenzen von der Form c 
und #—c, eingeschlossen, so daB eine Beziehung von der Form 
c<O6+y4< 2a-—¢, 
gilt. Setzen wir daher noch fest, dab xz — y und damit 6 — y tiber einer 
beliebig kleinen positiven Grenze bleibt, so hat man auch eine Beziehung 
von der Form 
e<O0—y< 2a—-<G, 
und jétzt konvergieren die Reihen 
1,~ 1, 1, 1, 
cos v (0,+- 7) sin » (9+ n) cos v (6 — n) sin v (6 — n) 
Fortes, Harte, Fees, Face 


gleichmaBig, mithin auch die Reihe 


<> 9%, (2) @, (y) 
2° 


Y 


unter der Annahme 

—1l+esesgl—e, —1+4SyS1-—4, |4-y|>&, 
wobei ¢, é,, & beliebig kleine positive GréBen sind. 

Man sieht ferner leicht, daB auch, wenn x gegen einen festen zwischen 
—1+é, und 1 —¢, liegenden Wert von y heranriickt, die Summe 


1, , ‘ 
: y,, (x) 9, (y) 
m4 ——— 


zwischen endlichen, von » und x unabhingigen Grenzen bleibt; denn 
ersichtlich gilt dies von den GréBen 
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1,n 1,n 1,n l,n 
y sin »(6 + n) cos v (8+ n) sin v (6 — n) 
Ss Sats, Yeete, Saecs, 


r r 


ebenso aber auch von der Summe 


D S08 (= 1) 
v 
a 


auf Grund des oben angegebenen Ausdrucks fiir D; dieser ergibt niimlich 


x sin? 0 sin 0 siu » D >a a 


sin 6 > sin (0 — n) cos » (8 — n) 
6—1 am - 
4008-7 > 


i <7 sin (» —1) @—n) sin (vy +1) - 1) @—n) 


v 
4 on® 


i,n-1 


canis a> (Bre 8 5) Beer 


4 cos y 


und hieraus folgt das Behauptete, da bei den fiir « und y festgesetzten 
Schranken die Gréfen sin @ und sin » tiber festen positiven Grenzen 


bleiben, und die Summe 
1,n-1 
— sin 6 sin »v (@ — n) 
a 


2cos—~—  » 





in dem angegebenen Sinne endlich ist. Die Eigenschaft (III) des § 3 ist 
also ebenfalls fiir unsere Normalfunktionen gesichert. Endlich ist die 
Eigenschaft (IV) in einer Abhandlung von Darboux*) genau in der fiir 
unsere Zwecke brauchbaren Form nachgewiesen. 

Damit werden die allgemeinen Resultate des § 4 anwendbar und es 
gilt fiir jede Funktion f(x), die von x=—1 bis x = +1 beschrinkte 
Schwankung hat, die Gleichung 


0,2 


, +1 
1 » 1 as 
> (& + 3) P.O SPO P,(@) de = F[f(@+0) + fe—O)], 
¥ -1 
*) Sur l'approximation des fonctions de trés grands nombres et sur une classe 
étendue de développements en série. Journal de math. (3) Bd. 4, S. 389. 
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die aus der Theorie der Integralgleichungen bisher nur fiir Funktionen 
mit stetiger erster und zweiter Ableitung abgeleitet war. 

In ganz ihnlicher Weise wie die Legendreschen lassen sich auch die 
Jacobischen Polynome*) 


X,(u) = F(a+n, —n, y, u) 
bei der Voraussetzung 
behandeln. Sie sind nimlich einmal Integrale einer der Legendreschen 
sehr ahnlichen Differentialgleichung; sodann hat Darboux in der zitierten 
Abhandlung eine asymptotische Darstellung in der Form 


1 1 


X, (sin?) = Asing? — ” cos o 2 | cos (2n+a)p+h)+ | 
na? 


gegeben, in der A und hk Konstante sind, Y aber dieselbe Bedeutung wie 
oben hat; durch diese Formel wird die oben gebrauchte asymptotische 
Formel fiir P,(cos @) direkt verallgemeinert, wenn man 6 = 2@ setzt. 
Ubrigens ist die Frage nach der Darstellung willktirlicher Funktionen 
durch die Jacobischen Polynome von Darboux in der zitierten Abhandlung 
unter sehr allgemeinen Voraussetzungen erledigt und zwar nach einer 
Methode, die der von Dirichlet fiir die Fouriersche Reihe angewandten 
insofern fhnlich ist, als sie auf der Summation einer endlichen Anzahl 
von Gliedern der zur Darstellung dienenden Reihe beruht. 


Die durehgefiihrten Beispiele zeigen wohl, von welcher Art die 
Vorteile sind, die man aus der Theorie der Integralgleichungen fiir die 
Lehre von der Darstellung willkiirlicher Funktionen von einer Variablen 
ziehen kann. Ahnliche Untersuchungen bezliglich der Funktionen von 
zwei Variablen hoffen wir in einer folgenden Abhandlung geben zu kénnen. 


*) Jordan , Cours d’analyse Bd. 3, Nr. 186. 
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The Inversion of a Definite Integral. 
By 


H. Bareman of Cambridge (England). 


The following paper is intended as a contribution towards the solution 
of a problem proposed by Abel*). Let f(s) and x(s,t) be two given 
functions and ¢ a given path of integration, it is required to determine 
if possible, a function g(t) such that 


(1) f(s) — [x(s, 1) p(t) at. 

This problem is not soluble in general because a function defined 
by a definite integral is usually subject to certain restrictions depending 
on the nature of the function x(s,¢), accordingly there are two goals to 
be aimed at: we must first find necessary or sufficient conditions to be 
satisfied by the function f(s) in order that the equation may be soluble, 
and then we must give a method of determining the function m(¢) when 
it is known to exist. 

Fredholm has remarked**) that the above equation may be considered 
as a particular case of the more general equation 


(8) = Af(s) = 9s) + fxs, t) p(t) at 


in which the parameter 4 is finally made infinite, but it is difficult to 
find conditions that the formula which he gives for the solution of this 
equation should have any meaning when 4 tends to infinity; also this 
method requires that the function f(s) should be given for values of s 
lying between a and b. 

We must therefore seek another method of determining the function p 
which will lead more directly to the conditions to be imposed on /. 


*) Collected Works, Vol. II, p. 67. 
**) Acta Math. 1903. 
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This is what I have endeavoured to do in § 1, the results are not very 
satisfactory, but the method is one of direct calculation and so can be 
used to give in a descriptive way a sufficient criterion for the existence 
of a solution; also when the function x(s, ¢) is subject to certain restrictions 
the method will certainly lead to the solution if it exists. 

In § 2 a particular integral equation is considered and the solution 
is obtained by means of Potential Theory. The result is then used to 
reduce the solution of a more general integral equation to that of an 
integral equation of the second kind. 

In §3 the partial integral equation 


[F(s, 2) x, t)dx = [ f(a, t)x(s, x) dx 


is dealt with, it appears that if x(s,¢) is the Green’s function for the 
differential equation L,(u) = 0, then any solution f(s, ¢) of this integral 
equation is also a solution of the partial differential equation 
L,(u) = L,(u). 
The solutions of a partial differential equation of this kind can therefore 
be divided into groups, each group being associated with a Green’s 
function for a particular set of boundary conditions and every member 
of the group being a solution of the corresponding integral equation. 
In § 4 some instances are given in which the series 


w, (8) w, (t) 
>. — 


n 


represents the fundamental function x(s,¢) even though it is non-uniformly 
convergent in the neighbourhood of certain points. It follows then that 
when the series is multiplied by y,(s) and integrated term by term we 
shall obtain a correct result. 

It is known that a series which is non-uniformly convergent for 
values of s in the neighbourhood of a point o can be integrated term 
by term when the radius of non-uniform convergence for this point is 
finite*). It would be interesting if a series of the above type could be 
shown to satisfy this condition, or if some definite criterion for the 
legitimacy of the integration could be obtained. 

It may be worth while to mention a very general class of series 
which can be integrated through a point of discontinuity. 

Let ,(s)---,(s)--- be a system of functions such that any 


*) E,W. Hobson. The integration of series. Acta Math. 1903. 
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function f(s) with only a finite number of discontinuities can be expanded 
in the form 


dv.) f f(t) @,(t) dt. 


Construct the expansion > v,(8) a,(t) for the discontinuous function 
0 


F(s)=+y(s) s>t 


0 s=t 
— (8) s<t 
then 
a,(t) = — f pals) x(8) 4s +f q(8) x(8) ds 
and ‘ 


© a,(t) = — 2x(t) 9, (t). 


The expansion for f(s) z(s) is 


fdx9-— Sv) fFOxO) 9, (tat 


—-F>.0f0 4OR+ > > 4.0/7 Oa, at. 
Now ’ ; 
> a(t) ¥a(9) = +209) 8 >t, 
=—2(8) s<t 
and the series > ¥a(8) a,(t)f’(t) is non-uniformly convergent in the 


neighbourhood of ¢=s (since it is discontinuous), but still it can be 
integrated through this point, for the equation obtained by integrating 


term by term is 
f(s) x(8) = 





+4116) + f@x1 +4 fr@r@at—+ f[roxwat, 

and this is evidently satisfied. 

| Hence the series > vals) a,(t) f(t) can be integrated through its 
0 


point of discontinuity t = s. 
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The remainder of this section is devoted to the consideration of the 
equation 


f(s) = 9(s) — f(s, t) p(t) at 


as } varies and it is shown that if the solution p(s) is known for all values 
of 6b within a range a to a+ A, and f(s) is independent of b, then the 
function «(s,¢) can be uniquely determined. The proof depends upon a 
theorem due to Volterra and assumes that the limitations stated in his 
theorem are satisfied. 

In conclusion I should like to thank Prof. Hilbert for the interest 
he has taken in the work and for some useful suggestions. 


§ 1. 
The conditions to be satisfied in order that the integral equation 
of the first kind may be soluble. 
Only a few cases are known in which a general formula has been 
given for obtaining the function g(t) from the equation 


d 
(1) f(s) =f G(s, t) p(t)at 


and in these the expression for gm takes one of two forms. In the classical 
eases given by Fourier, Riemann and Hankel the function @ is 
expressed as a definite integral similar in form to the original one, but 
when G(s,¢) is the Green’s function corresponding to certain boundary 
conditions for a self-adjoint linear differential equation of the second 
order and f(s) satisfies the same boundary conditions and possesses a 
continuous second derivate, Hilbert has shown that @ is given by 
operating on f with the given differential equation. 

In order to solve (1) by means of a definite integral we may seek 
a relation of the form 


d 
(2) (G(s, t) F(t, 2) dt = 4 Hs, 2). 
A solution will then be given by 


p(t) = Ft, x)dz 


provided 
H(s, x,) — H(s, 2,) = f(s). 
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Let us now suppose that the function G(s, ¢) is finite and integrable (in 
which we include the conditions for a change in the order of integration) 
for cS t<d and a<s<b and that f(s) is also finite and integrable 
for these values of s, then we can construct two such functions F' and 
H as follows. 

Forming the symmetrical function 


(3) x(s,t) =f" G(s, r) G(t, r) dr 


we write 
b 


f.(s) = f(s, t) f() at, ---,f,(8) = f'x(s, t)f,_. at, 


a 


g(t) = { G(u, t)f,(u) du, 
(4) J 


F(t, x) = 29,(t)— 7 a(t) +29) —-* +s 
H(s, 2) = f(s) — 5 6.9) + FA) — Fh +-- 


These series are absolutely and uniformly convergent for all finite values 
of x, for if G and f are the maximum values of | G(s,¢) and |f(s)| for 
the given values of s and ¢ we have 


if.(s)|<|\b—alG*fic—d},  |g,(s)|<|b—alt!|c—d\ Gt'f, 


and so the series converge like exponential series. 
Observing now that 


G(s, 09,)at= f'G(s, 0) aefO(u, Df) a 


b 
=f x(s, u) f,(u) du = +18) 
we find that : 


(5) fa (s, t) F(t, 2) dt = -< _ { H(s, x)}, 


an equation of the required form. 


We must now see whether this relation can be used to obtain a 
solution of equation (1). If we write 


(6) g(t) = 2 f Ft, 2) da 
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and substitute in the equation we get 


(1) G(s, t) (tat = 2 f G(s, tat [FU 2) az 


- -fz% H(s, x) dx 
= H(s,0) — H(s, M) = f(s) — H(s, M). 


Two courses are now open to us, we may either write Y(s) instead of 
f(s) in equation (1) and endeavour to determine f(s) so that 
f(s) —- H(s, M) = ¥(s) 

or we may try the effect of putting M = oo, in which case the method 
will succeed if the function f(s) is such that the quantity H(s,) is zero for 
x infinite and the processes which have been gone through are legitimate. 

Every step can be examined directly if the functions f(s) and G(s, ¢) 
are known, hence we can determine if a particular function f(s) will 
lead to a solution, but for most purposes it is convenient to have a 
definite criterion. 

It has been shown by Hilbert*) that if a symmetrical function x(s, ¢) 
is such that to every small positive quantily « and every continuous 
function g(s) there corresponds a function h(t) for which 


S98) — [ x(s, t) h(t) dt {ds <é 
then any function f(s) which is defined by an equation of the form 


b 


f(s) =f x(s, t) p(t) at 


can be expressed in an absolutely and uniformly convergent series of the 
function, ~,(s) which satisfy the homogeneous equations 


b 
¥,(8) = a, f x(s, t) v(t) dt (n= 1,2,---). 


This theorem suggests a type of function for which the integral 
equation of the first kind may be soluble and we accordingly consider 
a function f(s) which can be expanded in absolutely and uniformly con- 
vergent series 


*) Géttinger Nachrichten 1904. Erste Mitteilung; following E. Schmidt (Inaugural- 
Dissertation, Géttingen 1905) the first supposition for x(s, ¢) can be left. 
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(8) f(s) = > enn (8) 


where the quantities A, are supposed to be arranged according to their 
absolute values.*) 
Multiplying by x(s,¢) and integrating term by term we have 


f(s) -> ‘s ¥,(8), 2 f(s) ->: ¥, (8). 


Therefore 
m—1 


os 3r 
H(s,2) = > (-19 SH +l) 
0 1 ® 


+ ye 1y s > a ¥, (8). 
5 - 


Now corresponding to any small quantity « we can choose m so that 


> |a¥n(8)| <é 


also 
|4,| > |4,, | if n>m, 
therefore 
— Cc, & 
2 re ¥4(9)| <p 
Hence 
. 1 — . Cn ~ 1 a” = 
Piss FT ae age M9] < Dear ae S00 
0 m a 0 m 

Thus 

m=—1 me . 

H(s,2) = See * ¥,(8) +4 
1 
where 
# 

HN<eé- em, 

Making « tend to zero we have 
o~ 2 
(9) H(s,2)— >) c,¢ * ¥,(8). 
1 


*) It is known that the quantities 4, are all real. 
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Similarly it can be shown that 


b 
F(t,2) = [ G(s, t) R(s, 2) ds 


where 


(10) R(s, 0-34; e ay, (8). 


Now let » be any arbitrary finite small positive quantity, then a number 
m can be found so that 
Dl %¥a(8) <§ 


and a large quantity M can be chosen so that 


m 5 M? 
D> lee * ¥,(8)| <5 
1 


| m—1 Mw ai 


H6I\=| Soe nw, @+ dar *n ¥,(8)| <4 4 <u 


Then will 


accordingly we have the following theorem. 
‘If f(s) can be expanded in an absolutely and uniformly convergent 
series ¢ the functions w,(s) then a function g(t) can be determined so 


that Se t) p(t) dt differs from f(s) by a quantity less than wu.’ 
1f however we wish to make J G(s, t) p(t) dt exactly equal to f(s) 


it is necessary to make M infinite and then it is by no means certain 
that the integral for m(¢) has a meaning. Two points remain to be settled. 
(1) We must show that the function F(t,x) given by formula (10) 
ean be integrated with regard to x up to + = oo. 
(2) We must show that the order of integration in the double in 
tegral 


fas, nat [FU x)dx 
¢ 0 


can be inverted. 
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The general case is rather difficult to deal with, accordingly we shall 
content ourselves by showing that if the function g(#) has a certain 
form our method does certainly lead to its determination. 

Let us assume that the function g(#) can be expanded in an ab- 
solutely and uniformly convergent series of the functions z,(f) which 
satisfy the homogeneous equations 


tn (t) = wef h(s, t) z,(s)ds 


where 
k(s,t)— G (r, 8) G(r, t)dr. 
Then since : 
a 
f(s) =f G(s, dat 
and 
9(t) = > a,10(0) 

it follows that 
(11) F(t, 2) = > ~ e = anta(t) 

For 


9,(t) = f G(u, t) f, (udu 
~ fo. daw fo(w ade f G(u, v) f(w)dw 
-f G(w au f G(w, v)dv fi G(w, rdw f ‘ow, r)p(r)dr 


= [ri(t, dv fh(v, r) p(r)ar. 


Similarly 





In(t) =f h(t, 0) 9,-1(0) dv 


hence 
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a(t) = [h(t v)dv f'h(v, rar > 0,%9(?) 


- > a tn (8) 


and 


9:() = >) a7 ml) 


1 
which lead to the required result,,()/) 
We must now determine 2 f F(t, z)dz and to do this we must in- 
t) 


tegrate the series (11) term by term and this will be legitimate if the 
following sufficient conditions are satisfied. 

1°. The series u,(x) + u,(x) +--+ should be uniformly convergent in 
an arbitrary interval. 


2°. J ‘u,dx should exist for all values of n. 


3°. 4 Sf u,(x)dx should converge for values of a within the range 


a=la 
of integration. 
4°. A number p can be found independent of r and such that 


> fueyas <é 


ja=siz« 





for all k's greater than p. 
The first three conditions are evidently satisfied on account of the 


uniform convergence of the series > 4 @,1,(¢). The fourth condition will 
1 


be satisfied if p can be found independent of r such that 


| > a,e "ax,(t)|<e 


a=1 





for all k’s greater than p. Now since the series > 4,%,(4) is absolutely 
1 


convergent we can determine a number m such that 
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> \@, ta(#)| <-> 


and then 


ry | 


2 


x2 
ae **4q(t) 





also we can determine a number p such that 





x2 
a,e “4, (t) | < Fi 











m x2 
> et al) |<F 
1 
if x > p, and then we shall have 
| . -* & é 
py a,e "*4,()|<st+yz<e. 
n=1 








All the conditions being satisfied the integration term by term may 
be effected and we have 


z2 


2 (F&2)dz-2 f > 5 e “na,y,(t)- dx 
0 0 . 


- > a2. = 9(0. 


Hence the proposed method is in this case successful. It can also 
be used in some cases when the limits of integration are infinite pro- 
vided the functions g,(¢), f-(s), are defined by the equations 


a(t) =f E(u, hau fG(u, v)dv f E(w, v)f(w) dw 
In(t) =f E(u, du f E(u, v)9,_1(0) av 


f(s) = [ G(s, v) dv fC (w, o)f,_s(t0)dw. 


For example if 


fis) =f Jo(st) Vet p(at 
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where J, denotés the zeroeth Bessel function, it has been shown by 
Hankel*) that 


g(t) = fo V st f(s) ds 
and our function F(t, x) is found to be 
re* fJy(st) V stf(s)ds 
0 
and so the method leads to the correct result. 
§ 2. 


Solution of a particular equation. 
We shall now consider the particular integral equation 


+1 
wae p20 = (w= 13,--) (-1<s<+1) 
(1 — 2te + 8%)? 


~% 
and shall show that if f(s) is regular within the unit circle |s| = 1, the 
solution is given by 


n-1 A” 


p(t) = (1 — 8) ® | [np (t+ iV1—P cos «| 


+2{t+iV1—Peosa}) + f'{t+iV1 — # cosa} ]sin"-1ada. 


Let 2,, %,--*, Z 43 be a system of rectangular coordinates in a 
space of m+ 2 dimensions and r*? = 7,2 + 2,2+---+a3,,—1 a unit 
hypersphere situated in this space. 

The equations 

Vi = f(@ + ix) 


Ve = > f (* +3) 


define a potential function for points inside and outside the hypersphere 
respectively. This potential function is continuous at the boundary and 
so will be due to a boundary distribution 6, the conditions of being con- 
tinuous within the hypersphere and of vanishing at infinity being fulfilled 
since f(s) is regular for |s| < 1. 


*) Mathematische Annalen, Bd. 8 (1875), p. 482. The function f(s) must of course 
be such that the improper integral has a meaning. 
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Poisson’s equation for the qpaee we are dealing with is 


av 
rr + rae +ie=0 


where A is » times the total area of the boundary of a unit hypersphere. The 
corresponding equation for determining the surface density is accordingly 





av, , av, 

om, + on, +ie=0 
where the normals are drawn into the two portions of space separated 
by the boundary. 

Substituting the above values of V for the boundary r=—1, we 
find that 
Ao = nf (a, + ix) + 2(x, + iay) f’ (a, + ia). 

The potential at the point (s,0,0,---) when calculated by direct integra- 





tion is 
aan Be 
‘ (1 --22,8+ 8? 
s 
Put 
. = cos 0 
= sin 0 cos p 
Ls | sin 0 sin g 0082 
Ln wala Odngdes-- * CO8 @ 
Lny9 = Sin O sin @ sin z--- sin @ 
then 
dS = sin" @-sin"-'p---d0dg---da, 
accordingly 
a 2n 2a 82 
Less A 
, (1 —28cos0 +8)? 
® o ® oO 
and 
2422 


san f fine sin”~ ‘pdodg f f- -sin"~? 7---dyz+--do. 


Now by an easy calculation we find that 
a 22a 
{ein 6 sinr-* g-d0 dp — *, 
Ct) 


hence our equation becomes 





H. Batexax. — 


n 1c sin" @sin"~'@-d@dq@ 

ro-r- sf f? ae 
. - (1 — 28 cos @ + 8%)? 
0 


rom f @ (cos @) sin 6 dé 
. ~ (4 — 28 cos 0 + 8%)? 


22 





i. e. if 





then 


(cos 6) = ix sin*~! afi sin"~! p-dg. 
0 
Putting cos 6=¢ and substituting the value of 10 obtained above, we have 
in 
u—1 
g(t) = i (i— a) F finperivi—e cos «) 
0 
+ 2(t+iV1—# cos a) f’ (t+ iVi—F# cos «)| sin*-* « da 
which is the formula stated. 
If we put n= 1, o(t) = P.,(¢) where P,, is the Legendre polynomial 


we find that f(s) = s™, and our formula gives 


2m+1 
P(t) — Pall) = gy f + VE =T 008 o)" de 
0 
which is Laplace’s formula for P(t). 
Our formula may also be written in another form. If we differentiate 


the equation pe 
f(s) -f- __ 9 OSE 
: (1—2ts+ 3)? 
we get 


+1 


1(8) = nf(@) + 28f'(s) = of: ae @at_ 


(1— 2tes+ “2 
-1 
accordingly the solution of 
1 


+ 
1(8) = -| a= ©) _, of at 
(1—2ts+s%) ? 
-1 
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is given by 


n-1 
a . cae 4 
p(t) = o- Sult+ V@—1 cos a) sin"-' «- de. 
0 


The result may be obtained by another method which also applies 


when » is an even integer. 
n—1 


The function a—s)a—# * 


n+2 
; (1 —2ts+s*) * 
i where G is the Green’s function for the hypersphere, and the formula 





only differs by a constant factor from 





a 
v=/ xy (a, + Vr — 22 cos a) sin"-! «- de 
0 


represents a potential function which is a function of r and x, only and 
which takes the value 


Ju) sin"~'a - de 
at the point (s, 0, 0,- - -). 


The values which this potential function takes at points on the 
hypersphere will be given by 


V(t) =fx(t + V@—1 cosa) sin"-'a - da 
0 





and Green’s formula V= f ae V(é)ds gives us the required relation, 


hence we have the following theorem: 
If %(s) is regular within the unit circle |s|=1, the integral equation 


+1 


2 (8) -f a eee p(t) dt (n= 1, 2,3,---, 00) 


(1—2ts+s%) ? 
-1 





is satisfied by 


9(t)= “2 ful + Vea i cos a) sin"-'« - da. 
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The previous relation may be deduced from this; hence if 
+1 


t= jf 0 (n = 1, 2,3,---) (-1<s<+1) 
( 


1— 2ts+s*)* 
-1 


then 


1 a 


g(t) = = (1—#) * Jaret V#— 1 cos «) 


+2(t+ V#@—1 cos «) f’ (t+ VF — 1 cos «)| sin"~! « - da. 


An interesting case occurs when = 2, for if s+ i= 2z the first 
equation may be written 


F(z) = sf(s)=+ / 28 at 


=3 
and the second equation gives 


9) = = [(t+ YP—1 cos «) f(t + Y= i cos «) |. 


The function F(¢) is in general a many-valued function of the form 
= ‘2) Log ++ + (2) and since the two values of the logarithm 
differ by 2ix we see at once how the above formula will give the 
correct result. 

The formula which we have obtained may be used to make the 
solution of an integral equation of the first kind depend upon that of 
an integral equation of the second kind. 


Let - 





n(i — 8°) 


10~f G(s, t)+ — ase | PO at 
e (1—2ts+s%) ? 


= | L 
then if 


ow | a 
2: 7 : 
v(t) = a mr J a(t + V#— 1 cos @) sin"-* « - da 
0 
we shall have 
+1 
v) = 9 +f x(s, 9 oO at 
=-1 


where 


n—1 


, @—e? es 
x(8,t) = Sas + Ys? — 1 cos «, t) sin"-" @ - da. 
0 
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Now this is an integral equation of the second kind and so can be 
solved by Fredholm’s method provided the determinantal function 6 is 
not equal to zero. 


§ 3. 
A partial integral equation. 


The theory of the integral equation of the second kind 


6 
(1) f(s) = 9) — Af x(s, #) (6 dt 
is closely connected with that of a certain partial integral equation 


d 6 
(2) fuls, x) f (x,t) dx = fx(2, t) f(s, x) dx. 


This equation has many remarkable properties, for instance if f(s, ¢) and 
g(s, ¢) are two solutions then the function 


6 
h(s,t) =f f(s, 2) 9 (2,6 de 


is also a solution. 

For if we multiply both sides by g(r,s) and integrate with regard 
to s between a and b we have, assuming that the order of integration 
can be reversed, 


Sf 9, 8) x(s, 2) f(a, t) dsda =f x(a, t) h(r, x) dex 


or 
Sf ful, 8) 9(s, x) f(x, t) dsdx = fx(2, t) h(r, x) da 


since g(r,s) is a solution of (1). 


Hence a 


6 
Jfoulr, 8) h(s, t) ds = f x(a, t) h(r, «) dex 
which proves the proposition. 
The function x(s,¢) itself is evidently a solution of (2) hence we 
can form at once a number of other solutions, namely 
b 


xx(s, t) = {x(s, x) x(x, t)dax, 


a 


xux(s, bt) = fx(s, x) ux(ax, thdz, 
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The solving function K(s,?#) of the equation (1) is also a solution 
for we have the equations 


x(s,t)—K(s,t)—af x(s,r) K(r, 6) dr, 


K(s,t) = x(s,t) +4,f K(s,r) x(r, 6) dr. 


Again, if we seek a solution of the form (s) ~(¢) = /(s,¢) we find at 
once that we must have 


(8) —4.f x(s, t) g(t) at = 0, 


v(t) — 2. f x(s, #) ¥(s) ds = 0 


and it is known*) that these equations are satisfied by functions (s) 
and #(s) when 4 is one of the roots of the determinantal equation 
d(4) = 0. 
Now let us consider the particular case in which the function x is the 
Green’s function corresponding to boundary conditions I... IV*) 
for the self-adjoint linear differential equation of the second order 
L,(u) = 0. 
It is then evident that a function f(s, ¢) which satisfies the integral 
equation 


(3) J Gs, 2) f(a, t) dx = f G(x, t) f(s, 2) da 


must satisfy the same boundary conditions as (G(s, 2). 
For instance if we take boundary conditions I, viz. 
G (a,x) = G(b, z) = 0 
we have, putting s =a in the above equation, 
h 


0 - | G(2, t) f(0, x) dx. 


But if g(é) is a function which has a continuous second derivate and 
which satisfies the given boundary conditions, the solution of the equation 


o(t) = [ G(x, t) f(a) dz 


*) Plemelj, Zur Theorie der Fredholmschen Funktionalgleichung. Monatshefte 
fiir Mathematik und Physik. XV. Jahrg., p. 93 u. p. 337). 
**) Cf. Hilbert, Gott. Nachr. 1904. Zweite Mitteilung. 
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is given by f(z) = — L,{g(x)} and this solution is unique, accordingly 
we must have f(0,2) = 0. 

If we refer to the definitions of the functions G(s,?¢) in Hilbert’s 
paper it is easy to see that they are all solutions of the partial differential 
equation 
(4) L,(u) = L,(u). 

We can now show that a continuous solution of equation (3) is also a 
solution of this partial differential equation. If we write 


9(s,t) = f G(s, 2) f(a, t) dx =f G(a, t) f(s, 2) de 
we have s : 


f(s, t) — L,9(s, t) 
= —{G(, t) L, f(s, 2) da. 


But since f(s, ¢) satisfies the given boundary conditions we have 


f(s, t) = — | G(a, t) L,- f(s, a) dx 


therefore 


0 = { G(x, t) [L,f(s, 2) — L,f(s, ade. 


b 
Now the equation 0 -{ G(a, t) p(t) dt only possesses one solution viz. 
v(t)=0, hence we have 
L, f(s, «) om L, f (8, a) = 0. 
Thus corresponding to each Green’s function for L,(u) =O there is a 


group of solutions of the partial differential equation, and if f(s, ¢), g(s, ¢) 
are any two members of this group the function 


h(s,t) =f f(s, 2) g(a, t) de 


will also belong to the group. 
If y,(s) is an ‘Eigenfunktion’ belonging to the function G(s, ¢) the 
quantity ¥,(s) ¥,(é) is a solution of (3) and so 


SF, 2) (2) ¥_(t) dx 


is a solution and is of the form /(s)y,(¢), hence we must have 
9 (8) = un ¥,(8), that is 
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1, ¥_(8) =f F(8, 2) vq (a) de. 


This equation shows that the functions y,(s) are also Eigenfunctions for 
the ‘Kern’ f(s, 2). 

There are other types of integral equations which are satisfied by 
certain groups of solutions of a partial differential equation. For example 
we can show that if F(z,y,z) is a solution of Laplace’s equation 


n 2 


oJ Fe y¥, 2+ %9 cos 0) d0 = Jf Fe tecos 9, yt+esing, 2) dp 
v0 


provided the integrals have a meaning. 
Iu other words the integral of a solution of Laplace’s equation round 
a circle of radius g is equal to the integral of the same solution multi- 
plied by a certain definite function, along an axis drawn through the 
centre of the circle and perpendicular to it, the integration extending 
from the centre of one point sphere passing through the given circle to 
the centre of the other. 
A simple proof of this relation may be obtained by remarking that 
each integral represents the solution of 
av ov eva 
oz* * dy*® * de? @ 
which reduces to F (x,y,z) when 9 =0, and this solution is known 
to be unique. 
The two paths of integration appear to be related in some way to 
the characteristics of the differential equation 
2 Re... LER a 
oa®* Oy? * Os? ~ 0; 


= 
ce 


if the relation could be expressed in a more definite form it might 
suggest how similar integral equations could be obtained for more general 
partial differential equations. 


§ 4. 
Construction of an integral equation possessing assigned solutions. 


The problem of determining a function x(s,¢) so that the equation 


9(s) =2.f x(s, t) p(t) at 


may be satisfied for a given set of functions y,(s) and for a given set 
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of values of 4, has been considered by Hilbert. If the functions wy, (s) 
possess the orthogonal properties, 


LGn(3) wv, (8) ds =0 m+n 


=-l1 m=n 
and the series >i v,(s)¥,(t) is uniformly convergent it will furnish 


a solution of the problem. It is however not necessary for this series to 
be uniformly convergent as the following example will show. 

Choosing the Legendre polynomials for our given set of functions 
we remark that they satisfy the equations 


d d 
ds {(1—s*) | oa n(n+ 1)u a 0 
and so we can obtain a simple function developable in the form 
> 4, Pals) Palt) 
by finding a suitable solution of the partial differential equation 
d ax d Ox 
alO—-9) 3} ~ ael@— a): 


Assuming a solution of the form x = F'(s*+#) we obtain 
1 


«(¢, ¢) = yi- rm 9 
We shall now show that the function 
; 
(s t) = ————_ 33 f? 1 
wiki. Vi-s*—# itera: 
= 0 ?+f@>1 


gives us a solution of our problem. 
If we integrate the expansion 


P,(st+V(1—s*\1—#) cosa) =P, (s) P,(t)+2 are P* (s)Pa(t)cosm « 
1 


between 0 and a we obtain 
J 'P, (st +V(1—s*\(1—#) cos «) da =—2P,(s) P,(t). 
0 


Putting 2 = st + V(1—s*)(1—#) cos « this relation gives 
2 P,(a)dz 
Vi—2*—s*— t+ 2ste 
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_ a P,(s)P,(t), 
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the integral being taken over the values of x between —1 and +1 for 
which the quantity under the square root is positive. 

When ¢=0, this gives 
+Vi-# 
2a) és _ 
Vi—2*—s 

-Vi-# 


= x P,(s) PO) 


which shows that with the above function x(s,¢) the functions P,(s) are 
solutions of the homogeneous integral equation. 

The corresponding expansion is obtained by making use of a theorem 
of Darboux’s.*) 

Sufficient conditions that a function f(s) may be expanded in a 


convergent series of Legendre polynomials for values of s lying between 
—1 and +1 are that 


+1 
(1) The integrals zat / ds f(s) P,(s) should have a meaning, this 


requires that if f(s) becomes infinite within the range it should 
become infinite to an order less than unity. 

(2) If P,(s) becomes infinite at one of the points +1 it should 
become infinite to an order less than 

(3) f(s) should satisfy the conditions laid down by Dirichlet for a 
function developable in a Fourier series, i. e. it should only have 
a limited number of maxima and minima and of discontinuities 
within the range. 

When these conditions are satisfied the series 


> i Po) Mio P,(s) ds 


0 


will converge to the value f(s) at all points where f(s) is continuous, 
and to the value 


> > [fs+0) + f(s—0)) 


at any point where f(s) is discontinuous. 
Applying this theorem to the function 


te| = 


f(s) = (1—s*—2?—#+2stz) 1—s*—a*—#+ 2stz>0 
= (0 1—s?—2?—#+ 2stz << 0 


*) Approximation des fonctions de trés grands nombres. Journ. de Math. (3° série) 
tome IV, (1878), p. 393. 
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we obtain the series 


= > (2n+1) Ps) P,© P,(@). 


Putting z= 0 the expansion becomes 


1 
(1—s*—#) ? 1>s*+# 
0 1<s*+?; 


1-8-2"— 1 dnt 1)Ppa(8)Pya(t)— 


| 


= , 2° 
Pas 1) 


the particular case when ¢ = 0 has already been given by Heine.*) 
Other expansions may be obtained in a similar way, for instance if 





#2 — s? 
+Vi- > ya +Vi- os 
a(t) aa Peo) 2 p2 
[ fe xP, ft _; = 2 P3(0) P,(). 
-Vi-# -Vi-# -Vi-# 
The left hand side becomes on changing the order of integration 
Vi-2 ‘4 +t +Vi-# a 
P(x) — P,(a)d = 
f a(a) de yva—s—Aa— a * mae . ya—#— #— i) —at— sh) 
-Vi-z -Vi-# 
+Vi-2z P 
8 
+f. (2) OF s*—t)(1—2*—e8)’ 
t -Vi-# 


hence if 4K is the period of the Jacobian elliptic functions 
--(2n—1)* . —_— 4 /i—s* 
ae) Pa Gat Pan) Pralf) = 7 5K(Vi=s) #>e 


tk VS) eee 








Putting ¢= 0 we have the expansion 


K’(s) = * 3-17 (4n+1) a ae P,,, (8). 


i) 


If the solution of the integral equation of the second kind 


f(s) = 9(s) —f x(s, t) p(® at 


is known for values of b contained within the interval a to a+ A, the 
fonction x(8, t) can be uniquely determined. 


*) Handbuch der Kugelfunctionen Bd. 1, p. 85. 
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For when b =a we have o(s) = f(s), and so the equation may be 
written 


p(s, b) — 9s, a) = { v(t, b) x(s, t) dt 


and is therefore of the form 
b 
F(b) — F(a) =f 9, ) w(t) at. 


Now Volterra*) has shown that if in an integral equation of this 
kind F(b) and F’(b) remain finite and continuous for values of b between 
a and a+ A, and the functions 


p(t,b) and 2% — H(t,b) 


are always finite for b>t>a, a+ A>b>a, and are integrable, and 
if the lower limit of the absolute value of o(b,b) is different from zero, 
there will exist one and only one finite and continuous function y(¢) which 
satisfies the functional equation for values of b between a and a+ A and 
this function will be given by 


5 2° 
F’ (b) = 
©) — Eb — san J F @) >) S,(x, b) dx 


where 
H (a, b) 


S, (x, b) = 90, b) 


S,(a, b) = f "S,_;(2, €) S,_4(&, b) dé. 


Applying this theorem to our equation we see that the function x(s, ¢) 
can be uniquely determined provided the above conditions are satisfied. 


Géttingen, March 6" 1906. 


*) Sopra alcune quistioni di inversione di integrali definiti. Annali di Mate- 
matica 1897. 
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Uber das Anwachsen auaiytischer Funktionen. *) 


Von 


Geore Faser in Karlsruhe. 


Unter M(r) verstehe ich, wie tiblich, den Maximalwert, den der 
absolute Betrag der im Kreise |x| <r reguliiren analytischen Funktion 


f(x) -> a,x” auf der Peripherie dieses Kreises annimmt. Die Funktion 
0 


M(r) spielt bekanntlich bei funktionentheoretischen Uberlegungen, be- 
sonders auch in der neueren Theorie der ganzen Funktionen eine groBe 
Rolle. Es ist allgemein bekannt, daB M(r) mit r monoton zunimmt, und 
es ist leicht zu beweisen, daB M(r) eine stetige Funktion von r ist; 
ferner ist unschwer einzusehen, da8 nicht zu jeder stetigen monoton zu- 
nehmenden Funktion #(r) eine analytische Funktion f(x) gehért, deren 
M(r) = #(r) wiire. Es erhebt sich daher die Frage: welchen weiteren 
Einschrinkungen unterliegen die Funktionen M(r)? Diese Frage, deren 
Lisung auch Herr Borel**) als wiinschenswert bezeichnet, scheint nicht 
niher untersucht zu sein; einen kleinen Beitrag hierzu liefere ich im 
folgenden, indem ich zeige, daB in einem rechtwinklgen (&, 7)-Koordinaten- 
system die Kurven 1 = lg M(e*) — wo also r =e gesetzt ist — nirgends 
konvex sind. 
Die Funktion der zwei komplexen Verinderlichen z, y: 


: 1 = 
F(t, 9) = Ty 7@ = Div (fey 


*) Nachdem ich die vorliegende Note der Annalenredaktion eingereicht hatte, 
teilte mir Herr Blumenthal mit, daB er schon im August d. J. von einer ganz 
andern Seite her zu dem gleichen Satz gelangt ist und denselben in den Jahres- 
berichten der D. Math.-Ver. zu verdffentlichen gedenkt (vgl. Bd. 6, Heft 2). 

**) Lecons sur les fonctions entiéres p. 120. 
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ist regular, solange « <r, y< ata bleibt (denn in diesem Gebiete ist 
ly -f@)| <1); dagegen hat die Funktion sicher eine singulire Stelle fiir 
\aj=—r, |y| = ae denn fiir mindestens einen Wert x =r-e” des Kreises 
|z =r wird |f(z)|—M(r), also f(z) =M(r)é*, danu wird fir 2 —r-é*, 
y= wags -e-*% die Funktion F(z, y) = oo. 

r und ae sind demnach zusammengehérige Konvergenzradien der 


Potenzreihe F(a, y)= >»a,,2"y’; daraus folgt*) zuniichst, daB M(r) 
0 

differenzierbar ist (wenigstens in dem Sinne, daB die zwei vorwirts 

und riickwirts genommenen Differentialquotienten 


Ca), wma C8) 


existieren, ob sie voneinander verschieden sein kénnen, bleibe dahin- 


gestellt); sodann, dab R = ae der Differentialungleichung geniigt: 


(5. < 1 aR? 1 /d 
dr* <a), +(a . 


wo unter (5) , solange die Existenz des zweiten Differentialquotienten 
nicht feststeht, der obere oder untere Limes fiir h = 0 von 


(ep) (teen) 
a a ae 
a a 





verstanden werden, und der Index + durchweg durch den Index — ersetzt 
werden darf. 


Setzt man nun lg r = &, lg M(r) = », so geht nach einer ganz elemen- 
taren Rechnung die obige Differentialungleichung, abgesehen von dem 
stets positiven Faktor e” - e~**, tiber in (72) > 0, womit die Behauptung 


bewiesen ist. Die so gefundene notwendige Beschrinkung fiir die Funk- 
tionen M(r) ist nicht hinreichend, um dieselben vollstindig zu charakte- 
risieren. 

Zum Schlusse will ich noch bemerken, daB die bekannte Lemairesche 
Grenzbeziehung zwischen den zusammengehérigen Konvergenzradien nun 


*) S. Fabry C. R. Bd. 134 (1902), p. 1190—1192. — Faber, Math. Ann. Bd. 61 
(1905), p. 300. — Hartogs, Math. Ann. Bd. 62 (1905), p. 77. 











Anwachsen analytischer Funktionen. 551 


auch einen Grenzausdruck fiir die Funktion M(r) liefert: Bedeutet wieder 
a,, den Koeffizienten von x“ in (a) + 4,2 + a,2* +---)’, 80 ist: 


Mey, — 
— r 
lim , 
tia Viel 
Statt der hier benutzten Hilfsfunktion F(z, y) hiitten natiirlich auch 

beliebig viele andere dem gleichen Zweck dienen kénnen; diese Bemerkung 
laBt sich vielleicht verwerten zur Herstellung anderer Grenzausdriicke fiir 
M(r), die zu weiteren Folgerungen geeigneter sind als der obige. 


Karlsruhe, den 14. Oktober 1906. 
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The Finite, Discontinuous, Primitive Groups of Collineations in 
Three Variables.*) 
By 
H. F. Buicuretpr of Stanford University, California, U.S. A. 





A complete enumeration of all finite, discontinuous groups of col- 
lineations in three variables was first attempted by C. Jordan in his 
well-known paper Mémoire sur les équations différentielles linéaires a 
intégrale algebrique, Journal fiir die reine und angewandte Mathematik, 
84 (1878), p. 89. It appeared, however, shortly afterwards, that Jordan 
had overlooked two important groups, viz.: the G,,,, discovered by Klein 
(Mathematische Annalen, 14 (1879), p. 428), and the G,,,, discovered by 
Valentiner (Copenhagen, Videnskabernes Selskabs Skrifter, 6. Raekke, 
1889). No other groups have since been added to Jordan’s list. It seems 
therefore desirable to have a new and rigorous proof of the fact that 
Jordan’s groups together with the G,,., and the Gy, form indeed a complete 
set of the finite, discontinuous groups of collineations in three variables. 
This is the theorem to be proved in the present paper. 

1. We consider only finite groups of linear projective transfor- 
mations of the plane (%:y:z), and we call such groups Collineation-groups 
in three variables. We represent them by isomorphic groups of linear 
homogeneous substitutions of determinants unity in three variables (x, y, 2), 
which groups we call Linear Groups (or groups, simply, where it cannot 
be misunderstood). The isomorphism will be 1:1 or 1:3, according 
as the linear group does not or does contain the group F' of similarity- 
substitutions of order 3: 

‘ae y=-y, *=2; 
i ne y=oy, *#=@2; 


a=@'s, ¥=—@*y, 2 =a 2; o’*=1, o+1. 


*) For a bibliography of this subject consult Wiman: Endliche Gruppen linearer 
Substitutionen, Encyklopddie der Mathematischen Wissenschaften, Bd. I, pp. 528—530. 
See also two papers by the author, On the Order of Linear Homogeneous Groups, 
Transactions of the American Mathematical Society, vol. 4 (1903), pp. 387—397, and 
vol 5 (1904), pp. 310—325. 

















The Discontinuous Groups in Three Variables. 


Thus, to the three linear homogeneous substitutions 
v= O(acthyt+es), y= O(a,x+ by + G2), 
f= (ar + by + %98), o—1, 
will correspond the one collineation 
viy: 2 =(art+ by + c2): (ax + boy + cz): (a0 + Dy + c2). 
2. We say that the group is primitive if it does not leave invariant 
a point or a triangle. A finite group leaving invariant a point will also 
leave invariant a straight line not passing through the point and vice 
versa (the group is completely ‘reducible’*). We call such a group 
intransitive*). A group which leaves invariant the triangle of reference 
is said to be written in monomial form**). Its substitutions merely 
permute among themselves the variables z, y, z, in addition to affecting 
them with certain constant factors. A substitution or a group which 
leaves invariant each of the vertices of the triangle of reference, is said 
to be written in canonical form. The variables x, y, z are merely mui- 
tiplied by certain constants by the substitutions of such a group. A sub- 
stitution S of finite period n 


K=acthyteqe, Yrarthyt+aqe, #— art dy + oe 


can always be transformed, by a proper choice of new variables 2,, ¥,, 
2,, into the canonical form: ***) 


t= 6,%,, Y= Oy, % = O58;. 

The quantities 0,, 0,, 0,, called the multipliers of S, satisfy the 

equation 6"*=1. We have the equation 
[S] = 6, + 6, + 0, = a, + by + 6g. 
The quantity [S], so defined, shall be called the weight of S. 

3. The more fundamental phraseology and theory of abstract groups 
and permatation-groups will be supposed known.+) In particular, it may 
be mentioned that an abelian group consists of mutually commutative 
substitutions, and that a simple group contains no invariant subgroup. 
The only simple groups whose orders are < 504 are the following: the 
alternating permutation-groups in 5 and 6 letters, of orders 60 and 
360 respectively; a group of order 168 and one of order 504+). The 


*) Maschke, Mathematische Annalen 52 (1899), p. 363. 
**) Maschke, American Journal of Mathematics 17 (1895), p. 168. 
***) See Moore, Mathematische Annalen 50 (1898), p. 215 for proof and 
references. 
+) Consult Burnside, Theory of Groups, Cambridge University Press, 1897; 
and Weber, Algebra, Bd Il, Braunschweig (Vieweg und Sohn), 2™ edition, 1899. 
++) Burnside, Theory of groups, pp. 371—375. 
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usual way of executing a consecutive set of linear substitutions ABC.--. 
in the order from left to right will be adhered to here. For instance, 
if we restrict ourselves to two variables x, y, and A is the substitution 
2’ =—aart+hy, y’=c¢,2'+dy, B the substitution 2 = a,x + by, 
y = 2+ dy, so that 


x” = (a,a, + b,c.) xz + (a,b, + b,d,) y, 
y” = (¢, a, +d.) a + (cb, + dydy)y, 


we write instead but one accent in the two substitutions A, B (i. e. B as 
above, A:2°=a,x+b,y, y =¢,x4+4,y), and then indicate the order 
in which the two substitutions are executed by the symbol AB. 

By the order of a group (i. e. total number of substitutions of the 
group) shall be understood the order of the corresponding collineation-group, 
unless otherwise stated. 

4. A list of the finite, non-abelian, groups of linear homogeneous 
substitutions, of determinants = 1, in two variables z, y, will be useful 
for later references and is therefore given here. Each group is represented 
by a set of substitutions that generate it.*) 

1°. The Dihedral group of order 2n: 


jS: ag=azr, y=a'y, a*=—1; 
\T: g=y, y=—z. 
2°. The Tetrahedral group of order 12 (as a collineation-group; 
of order 24 as a linear group. When written as a linear group, it 
contains the group of similarity-substitutions in two variables: 2 = z, 
¥y=y; o=-—2,¥=—y): 
S: g=y, y=—32; 
7. g=iz, y=—iy, ®=—-1; 


3 => (-1-ia+(itiy, 
y=. (-1+i)et+i(-14dy. 


3°. The Octahedral group of order 24 (as a collineation-group; of 
order 48 as a linear group): 


| 8; T and U of 2°; 
rT © . — aol 
| V: o“7 (1+ i)2, y= yl i)y. 


*) See Klein, - Vorlesungen tiber das Ikosaeder (Leipzig 1884), pp. 36—42; 
Weber, Algebra, Bd. Il, pp. 269—287 (2™¢ edition, 1899). 
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4°. The Icosahedral group of order 60 (as a collineation-group; of 
order 120 as a linear group): 


S: ¢@=y, y=—-2; 

T: @ maz, y=am'y, &=1, axl; 

U: 2 = a (a#—(C@®+a-y), y= : = (—-(@+a-%) ay). 
a—a * Red _ 


5. The arrangement of the analysis is as follows: 
I. Preliminary Theorems. 

Il. The Order is not Divisible by any Prime > 7. 

Ill. The Order is a Factor of 2°.3°-5*?-7*. It is shown that, if 
the order is divisible by 2*, or 3* ete., then will the group considered 
contain a certain invariant subgroup H, and will not be primitive unless 
the order of H is of the form 3‘. The primitive groups containing in- 
variant subgroups of this order are the ‘Hessian’ group of order 
216 = 2°. 3° and some of its subgroups (art. 23). The Theorem III is 
therefore established. 

IV. Ausiliary Theorems. In any case where the order is divisible 
by 3°.5, 3°. 7, 5°, 7? or 5-7, the group has an invariant subgroup H 
and is therefore not primitive. Hence, the order is a factor of one of 
the numbers 2°. 3°, 2°. 3-5, or 2°. 3*.- 7. 

V. Classification of the Primitive Groups. The results are as 
follows: 

A. Primitive groups having invariant intransitive subgroups 
(none). 
B. Primitive groups having invariant monomial subgroups: 

1°. The Hessian group of order 216 as a collineation-group, of 

order 648 as a linear group: 


S: a=my, y =z, o = 2; 
T: g=2, yoy, ¢=a'2, a =1, wo+1; 
)U: v&=—or, ¥=oy, *=gaz, 9 =a; 
Vi #& =o(a@+yt+2), y=o(t@+oy+o*2), &=o(% + w*y+ 2), 
1 
eo aa 





2°. A subgroup of the Hessian group, of order 72 as a collineation- 
group, and of order 216 as a linear group: 


S, T and V of 1°; 
UVU-!: ¢«#=e(4+y+o0%), y=—o(x+ay+ 2), 
| 2 =o(@r+y+ oz). 
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3°. A subgroup of the Hessian group, of order 36 as a collineation- 
group, and of order 108 as a linear group: S, JT and V of 1°. 
C. Primitive groups isomorphic with simple abstract groups: 
4°. Group of order 60, both as a collineation- and as a linear group: 


E,: ¢#=y, y¥=2, = 2; 

Ey: @=—2, yoy, &o=—2; 

Ey: a= ; (—t+ey+2), y= : (4,0 + wy — 2), 

f- . (4,2 — ¥ + Mp2), 

wet e—2(-14+7V8), w—e+a— > (-1-Y5), 


‘ a = 1. 





5°. Group of order 360 as a collineation-group, of order 1080 as 
a linear group: 

E,, E, and E, of 4°; 

Ey: @=—2z, ¥=-—orz, &=—— ay, o+a+t1l=90. 

6°. Group of order 168, both as a collineation- and as a linear 
group: 
S: amex, y mety, 2 = ez, e'=1, e+1; 
T: gms, yer, my; 


U: a2 =h(ex+pPy+yz), Y=h(Br+yyt+az), “2=h(yx+ay+ pz), 
axme—em*, BeP—e-*, ypoe—e', 


h= ; 64+2+0—-~'!---5@oe 


V-7 
6. For a detailed study of the subject of linear groups consult the following 
memoires, in addition to those mentioned in the footnotes and in the synopsis by 
Wiman, ‘Endliche Gruppen linearer Substitutionen’, Encyklopiidie der Mathe- 
matischen Wissenschaften, Bd. 1, pp. 522—554: 

Weber: Algebra II, Lineare Gruppen. 

Frobenius: a series of articles in the Sitzwngsberichte der Kgl. PreuB. Aka- 
demie der Wissenschaften, beginning with ‘Uber Gruppencharaktere’, Sitzungsberichte 
1896, p. 985. 

I Schur: ‘Uber die Darstellung der endlichen Gruppen durch gebrochene lineare 
Substitutionen’, Journal fiir die reine und angewandte Mathematik, Bd. 127 (1904), 
p. 20; also articles given in the Sitzwngsberichte der Kgl. PreuB. Akad. d. Wiss., 
beginning with ‘Uber eine Klasse von endlichen Gruppen linearer Substitutionen’, 
1905, p. 77. 

W. Burnside: a series of papers in the Proceedings of the London Mathe- 
matical Society, beginning with ‘On group characteristics’, vol. 33 (1900), p. 146; also 
a paper ‘On the reduction of a group of homogeneous linear substitutions of finite 
order’, Acta Mathematica 28 (1904), p. 369. 
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A. Loewy: ‘Uber die Reducibilitét der Gruppen linearer homogener Substitu- 
tionen’, Transactions of the American Mathematical Society, vol. 4 (1903), p. 44, and 
further papers in the same journal. 

On the special problem of the collineation groups in four variables consult 
Bagnera, Rendiconti del Circolo Matematico di Palermo, 1901, p.161, and 1905, p. 1; 
Autonne, Journal de Mathématiques pures et appliquées, 1901, -p. 351; Blichfeldt, 
Transactions of the Am. Math. Society, 1905, p. 230 and Mathematische Annalen, 
1905, p. 204. 


I. Preliminary Theorems. 


7. The Theorems 1—3 will be assumed true for all linear groups 
in two variables, as they may be verified either directly from the list of 
the binary groups given (art. 4), or by employing the methods used 
below in the case of three variables to the case of two variables. 

Theorem 1. An abelian group can be written in canonical form. 

An abelian group G which is not the group F (art. 1) merely (for 
which the theorem is evident), contains an invariant substitution A which 
is not a similarity-substitution. Let us choose the variables so that A 
is written in canonical form (art. 2), say 


ae—ar, y=py, = ye. 
If no two of the multipliers «, 6, y are equal, we prove the 


theorem simply by determining the general form of any other substi- 
tution B of G, which must satisfy the relation 


AB= BA. 

If «=—f6+~y, we find the general form of B (i. e. of every sub- 

stitution of G) to be the following: 

x=art+by, y =cex+dy, 2 ez. 
The substitutions 
a=ar+by, y =exr+dy 
form an abelian group in two variables, which can be written in canonical 
form. New variables z,, y,, certain linear functions of z, y, may there- 
fore be choosen so that every substitution of G is of the form 
ty =O,2,, x = Oy, 2 = Ose. 

Theorem 2. A group G containing an invariant abelian subgroup 
H + F is either intransitive or can be written in monomial form. 

We prove the theorem simply by writing H in canonical form, and 
then find the general form of a substitution B of G such that BA, = A, B, 
where A,, A, belong to H. 

Theorem 3. A group G whose order is the power of a prime p 
can be written in monomial form. 








= 
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Consider a group G of order p”. We can construct a series of 
groups 
G, G,, Gy,--- 
of orders p™, p”~', p™-*,---, each of which is contained in all that 
stand to the left of it and is invariant in G*). Now, if G@ is abelian, 
the theorem is true (Theo. 1). If G, is abelian, but G not, then can 
G, not be the group J’, whose substitutions are commutative with every 
substitution of G**). Hence, G is intransitive or can be written in 
monomial form, by Theo. 2. If G is intransitive, say of the form 
v=ar+by, y =ca+dy, 2 —ez, 
the group formed of the substitutions 
a=ar+by, y =cex+dy 
will be of order p*. The Theorem to be proved being true for two 
variables, it would be true for three. 

If G,,, is abelian, but G, not, then is G,,,+F. The group G, 
leaving G,,, invariant, could be written in monomial form, and the 
Theorem is proved. 

8. Lemma l. Let 2 =0 be a true equation, the left-hand member 
of which is the sum of a finite number of roots of unity. A certain root 
of unity of order p" (p being a prime), say 0, may be selected so that every 
term of & is the product of a power of @ and a root whose index***) is 
prime to p. Then, if @ be replaced by 1, the resulting equation may no longer 
be true, but the left-hand member will become p >< (the sum of a finite 
number of roots of unity). 

This follows immediately from a Theorem by Kronecker?) which 


says that, @ being regarded a variable, the quantity 2 either is divisible 
by the expression 


1 OP" 4 OPP! ef Ort 


or vanishes for all values of 6. If 6, represents 6°"~', so that 6, is a 
primitive root of the equation 6,»—1—0, then we can write every 
power of @ occurring in 2 in the form 60%, where t<p, t,<p. Then 
Kronecker’s Theorem says that either will 2 vanish for every value of 6 
and @,, or must be divisible by 1+ 6,+6,2+---+6,-*. In other 


*) Burnside, Theory of Groups, p. 64. 
**) Ibid. p. 63. 
*) By the index of a root of unity gm we mean the least positive integer m 
for which g” = 1. 
+) Mémoire sur les facteurs irréductibles de Vexpression x" —1, Jornal de 
Mathématiques pures et appliquées, t. 19 (1854), p. 178. 
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words, if & be arranged according to powers of 0,, then are the coeffi- 
cients equal. 

9. Let 6, «a, B,--- represent a system of primitive roots of the 
equations 


oe" —1=—0, w”“—1=0, p’—1=0,--., 
and 6,, «,, B,,--- primitive roots of the equations 

6?—1=0, a?—1=0, By—1=90,--.-, 
Pp, 4,%,°:* being different primes. We shall suppose the system @, «, 8,--- 
chosen so that every term of 2 can be written in the form of a pro- 
duct of powers of roots of the system. Then a little consideration of 
Kronecker’s Theorem will convince one that the terms of the quantity 2 
can be arranged in the following form: 
L=T(1+4,4+ 07 +---+ 02-1) + AL +a,4+a,°%+--- + a,!-1) 

+ BIL + B+ BP +--+ BY") ++, 
where the powers of @ contained in JT are <p, those of « in A are 
<q, those of 6 in B are <r, etc. It is then apparent that the equa- 
tion 2 = 0 is satisfied whatever finite values be given to the roots @, a, 
B,-- +, 6, a, B,---, ete; 0,, «,, B,---, 0,°, @,”, B,*,---, ete, regarded now 
as independent quantities, so long as 

14+6,+67+---+62-'=0, 1l+a,+a?+---+a/-'’=0, 

1+ 6, +62+--- +B =0,---. 
In particular, we may put 0 for every 0, 6°,---, @?-', a, a®,---,a?-? 
B, B*,---,B’-',---, occurring in 7’, A, B,---, and replace 6,, 6,%,---, 
O,?—*, cy, a,°,---, a2", B,, B,*,---,B,"-*,--- in such a manner by the 
numbers 0, 1, —1 that we have 1+ 06,+ 0,2+---+ 62-1=0, ete. 
If, however, this scheme be carried out only with reference to the roots 
6,0, ---, 0-1, a,a*,---, at-1, B,, a,?,---, B,,---, at the same time 
replacing each of the roots 6,,6,°,---, 62-1 by 1, the quantity = will 
not necessarily be =0, but will certainly be =0 (mod. p). We shall 
state this result in the following form: 
Lemma 2. Let every term of & be written in the form 

(Ofc B’--+) (Oo, B,---), tp <p; a,a<q; b,b<r,---. 
Then if every factor (6c B’---) which is not already =1 be replaced 
by 0, every factor 6,5 by 1, and the powers a,, a,*,---, ,*-*, By, By*,->+, 
B,’-',-+-+, regarded now as so many independent quantities, be replaced 
by 0, 1 or —1 in such a manner that the equations 
1 +a, +4,7+---+a-'=0, 1+6,+682+---+A/-?=90,--- 
are satisfied, then will the resulting value of XZ be an integer =0 (mod. p). 
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II. The Order is not Divisible by any Prime > 7. 


10. Let G be a group whose order is divisible by a prime p > 7. 
Then it contains a substitution S of order p, which we may write in 
canonical form: 


S: 2 =0,27, ¥ =0,y, 2 = 96,2, 0,? = 6? = 07 = 1. 
Two cases may arise: the multipliers are all different, or 0, — 0, + 4,. 
We shall consider only the first possibility, remarking that there will be 
hardly any difference in the manner of procedure in the two cases. 
Let 7 be any other substitution of order p in G: 
T: #=ar+bytese, yrartbhyt+eaqe, £=—ar+by + Ge. 
Let us form the substitutions 7S, 7S*, TS* We have (art. 2) 
(TjJ—- 4 +h + G&, 
[TS]= 4,6, + b,0, + ¢6;, 
[7'S*] = a,0,? + b, 0,’ + ¢,0,”, 
[7S*] = 4,0, + 6,0, + ¢,6,*. 
Eliminating the quantities a,, ),, ¢, we get the equation 


vw «so 
[TS] 6, 0, 9% 
[7'S*] 6,° 0° 6, 
[TS*] 6° 0,’ 0,’ 

Dividing by (6, — ,) (0, —4,) (0, — 9,) we get 

[7S*] + [7] 2, + [TS] Z, + [TS*] 2, = 9, 
the coefficients 2,, 2, 2, being certain integral functions of 6,, 6,, 4,. 
The weights [7S*], [7], --- being each the sum of three roots of 
unity (art. 2), we have an equation =O of the type considered in 
articles 8—9. 

We shall apply the Lemma 2, and put 1 for every root whose in- 


dex is p. To such roots belong @,, 0, and @,, and the quantities 2,, 
2, and 2, take the values 


4—1)—2) 
—-n7e, 


(1) = 0. 


_ 44—1) 


a(A Pea 2), 2 


respectively, as may be proved readily. To clear of fractions we multiply 
throughout by p+1. The weights [7'S*], [7], etc. being each the sum 
of three roots of unity, will take integral values lying between — 3 and 
+ 3, inclusive, by the process of article 9. Indicating the resulting value 
of the indeterminate quantity [7'S*] by [7'S*], we obtain, finally, a con- 
gruence of the form 
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[TS*)=al?+bi+e (mod. p), 4=0,1,2,---,p—1; 
a, b, c being certain integers independent of A. 

Bearing in mind that [7'S*]' can have only 7 different values, namely 
+3, +2, +1, 0, we find without much trouble that the congruence is 
possible only if.a =b=0 (mod. p) when p>. It follows that 

[7S4)=[TY=3 (mod. p), 
since 7’ was, by assumption, a substitution of order p. 

Now, the weight [7'S*], for any given value of 4, could contain no 
roots not satisfying the equation 6?—1=0. For if it did, we could at 
the outset have made one such root © by the scheme laid down in ar- 
ticle 9, in which case the quantity [7S*] (for the value of 4 given) 
would have had one of the values + 2, + 1,0 only. No one of these 
numbers is, however, = 3 (mod. p), if p> 7. 

11. The product of any two substitutions of G each of order p, as 
TS, must therefore be the identical substitution (whose weight is 1 + 1 + 1) 
or be a substitution of order p. It follows that all the substitutions of 
order p contained in G, together with the identical substitution, form a 
group by themselves. This group, H say, is transformed into self by 
the substitutions of G, as a substitution of order p is transformed into 
one of the same order. The order of H is evidently a power of p. It 
can therefore be written in monomial form (Theorem 3). A monomial 
group will, however, contain substitutions of order 2 or 3, unless the 
monomial form is the canonical merely, in which case the group is evidently 
abelian. Accordingly, H is an abelian group, and G can not be primitive 
(Theorem 2). Hence, finally, a primitive group can contain no substitu- 
tion of prime order p > 7. 

Theorem 4. The order of a primitive group is not divisible by any 
prime p> 7. 

Ill. The Order is a Factor of 2°. 3°. 5?. 7°. 


12. We may study a group whose order is the power of a prime 
very easily by writing it in monomial form (Theorem 3). We shall not 
enter into the details of this simple problem, but merely state the fol- 
lowing results: 

«. A group of order 2* must contain a substitution of order 8, or 
a substitution of order 4 whose weight has the form (— 1+ i+ 4), 
i? = — 1, 

B. A group of order 3* (of order 3° as a linear group containing F’) 
must contain a substitution whose 3"* power is neither the identical sub- 
stitution nor a similarity-substitution. 

y. A group of order p*, p>3, must contain a substitution of order p’. 
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We shall proceed to show that a group G containing any of the special 
substitutions just mentioned must leave invariant a certain subgroup H, 
defined below, and that as a consequence it cannot be primitive. Now, 
by a well known theorem, a group whose order is divisible by p” (p 
being a prime) contains a subgroup of order p”.*) It follows, from 
Theorem 4 and from the results stated under a, B, y, that the order of 
@ primitive group must be a factor of 2°. 3°. 5? - 7%. 

13. Consider a group G containing a substitution S of order 8, 
whose multipliers are g,, ¢,, 93. At least one of these must be a pri- 
mitive 8" root of unity, and we shall, for the present, assume that they 
are different one from the other. We choose the variables of G so that 
S is written in canonical form. 

Let 7 be any other substitution of G. We can form an equatien 
in the same manner as we formed (1) of article 10, by eliminating cer- 
tain quantities a,, b,, c, from the weights of the substitutions 7, 7'S*, 
TS and TS*, namely the equation: 


| ioe 8 8D 
[TS*] —,* ot os" 

ITS] O P: 
|[7S*] 9? g? 9° 
After multiplying out we divide by (9, — 9,)(P: — 93) (¥s — %)- 
The weights [7'|, etc., being each the sum of three roots of unity, we 
obtain an equation © = of the type considered in articles 8—9. We 
shall apply the Lemma 1, and put 1 for every root whose index is a 
power of 2. Indicating the modified weights by the symbols [7'},, 

| 7'S*|,,---, the resulting equation will be found to be of the form 


3[7'], — [7S*}— 8[7'S], — 6[7'S*],=0 (mod. 2), 


or 
[T),=|TS*], (mod. 2). 
14, The group G considered may contain other substitutions S,, S,, ---, 
besides S*, enjoying the same property, viz: 
(2) [Th=(TS,), [7h=[7Szh,--- (mod. 2), 
T being any substitution of G. We shall prove firstly, that all such sub- 
stitutions form a group H, and secondly, that this group is invariant in G. 


Firstly, to show that, if S, and S, satisfy the congruences (2), so 
will S,S,; i. e. to show that 


[7},=[7(S,S,) (mod. 2). 


*) Sylow’s Theorem; see Burnside, Theory of Groups, p. 90- 
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Now, as 7 represents in turn all the substitutions of G, so does 
TS,. Substituting 7'S, for T in the second of the congruences (2), we have 


U(7'S,) = [(7'S,)S,], (mod. 2), 


i. @. 
[T'S,], = [T(S,8,)}o 
=([T), (mod. 2) 
by the first of the congruences (2), proving the proposition. 

Secondly, to show that, if J and V be any two substitutions of G, 
and if S, be a substitution of H, then is also VS,V~-?! a substitution of 
H. We have 
(3) [V-!TV},=[(V-'TV)S,], (mod. 2) 
by (2). But, we may readily prove that 

[B] = [4BA-"), 
whatever be the substitutions (of finite orders) A and B. Hence, 
[V-"7V] =(7], 
[(V-?7TV)S8,] = [V(V-'TVS,)V-*] =[T(VS,V-")]. 
Substituting in (3) we get 
[7},=[T(VS,V-")], (mod. 2), 


proving that VS,V-' belongs to H. That is, H is an invariant sub- 
group of G. The group H can neither be the group F nor the iden- 
tical substitution, since H contains a substitution of order 2, namely S* 
(art. 13). 

15. We have so far studied the effect of the presence in G of a 
substitution S of order 8, with three distinct multipliers. In like manner 
we may deal with the cases where G contains a substitution S’ of order 
8, two of whose multipliers are equal; or a substitution S” of order 4, 
whose multipliers are — 1, i, 1; ®=—1. We begin with a determinant 
differing from the one of article 13 simply by lacking its last row and 
column in the former case, and its second row and last column in the 
latter. We show the presence of an invariant subgroup H in both cases, 
containing a known substitution of order 2, namely (S’)* in the former 
case and (S’’)* in the latter. 

It remains for us to study the group H. It cannot contain a sub- 
stitution whose order is a prime number g+ 2. To prove this, let T in 
the congruences (2) be the identical substitution. Then we have 

[7},=3=[S], (mod. 2), 
S being a tentative substitution of H of order q, and S’ any power of 8. 
If the multipliers of S are «, B, y, we have 
36* 
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3=[S4,—a +f +p (mod. 2), 
and therefore ’ 


g? g 
8 >= D> V@+H+y) (mod. 2), 
j=l j= 
» being a root of the equation 6’ — 1 = 0, which equation is also satisfied 
by «, 6 and y. Now, if none of the latter roots are = 1, we get, by 
putting 4 = 1, the impossibility 

3q=0 (mod. 2). 
In all other cases we get similar impossibilities by choosing a suitable 
value for 7. 

It follows that the order of H is a power of 2. We can therefore 
write this invariant subgroup of G in monomial form. When so written, 
we find it to be either 

a) abelian, in which case G is not primitive (Theorem 2), or 

b) intransitive, having a single invariant straight line. This line 
should evidently also be invariant under G, in which case G is intran- 
sitive, not primitive (art. 2). 

To resume, if the order of G is divisible by 2*, then will G contain 
a substitution of order 8, or one of order 4 whose multipliers are — 1, i, 7. 
The group G will, in both cases, contain an invariant subgroup H and 
is not primitive. Accordingly, the order of a primitive group is not divi- 
sible by 2*. 

16. In exactly the same way we prove that if G has a substitution 
of order p*, p> 3, then it has an invariant subgroup H of order p”. 
Such a group being abelian (cf. art. 11), it follows that G is not pri- 
mitive (Theorem 2). Hence, the order of a primitive group is not divisible 
by p®, p being a prime > 3. 

In the case p= 3 we find that a linear group can have no substi- 
tution of order 3", whose 3 power is not the identical or a similarity- 
substitution, unless it has an invariant subgroup H of order 3". It will be 
shown later (art. 23) that there are three primitive groups which contain 
invariant subgroups whose orders are powers of 3. A cursory examina- 
tion of these groups reveals the fact, however, that they contain no sub- 
stitution whose 3" power is not the identical or a similarity-substitution. 
It follows that the order of no primitive collineation group is divisible by 
3* (cf. articles 12 and 16). Hence, finally, we have the 

Theorem 5. The order of a primitive group is a factor of 2°-3°-5*.7*. 
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IV. Auxiliary Theorems. 


17. Theorem 6. If the group G contains a substitution S of order 5 
and one T of order 7; i. e. if the order of G is divisible by 5-7, then 
will G contain a substitution of order 5 - 7. 

Let [S] = a, + a, + 4,. Choose the variables so that 7 is written 
in canonical form. Then if a,, b,, c, be the coefficients in the principal 
diagonal of the matrix of S, we have 

[ST*] — a, B,' + b; By’ +? 5 Bs‘, t=0, 1, 2,---, 6. 
Hence, if 6 be a primitive 7 root of unity different from f,~', B,~', 
B,~*, then 
(4) [S] + B[ST] + B[ST*] + B°[ST*) + BST*) + BST) + p°[ST*] =0 

Assume the theorem not true, so that none of the weights [S7*] 
contains both 7” and 5“ roots at the same time. Let us arrange accord- 
ing to powers of 6. Then must the coefficients of the different powers 
be equal (art. 8). Now, 

a) if none of the weights [S7*] contains 7 roots of unity, the 
equation considered is already arranged, and we have 

[S] = [ST]; 
b) if some of the weights contain 7” roots, say [STZ], [ST7*], --- 
then we will write the sum of the corresponding terms in the form 
B[ST] + A°[ST*] +---— ky + Bk, + Bhp + +--+ Bs, 
and (4) becomes 
([S] + ky! + Bk, + 6 (hy +[S7*]) + Bly +---—0, 
from which follows: 
(5) [S] + ko=h,, or a, +a +a, +hy—k,— 0. 

Arranging this equation according to the five different powers of a, 
the coefficients should be equal (art. 8). But, k,—k, being free from 
5” roots, the equation (5) has at most four different powers of a, so that the 
coefficients should all be =0, which is absurd. Hence, only (a) is tenable. 

By writing S in canonical form instead of 7, still assuming the 
theorem to be proved not true, we get in the same way 

[T] + a[ST] + «[S8?7] + a [S*7] + o[S*7] =—0, 
[7] = [ST]. 
[S]=[T], or a, +a, +4, =p, + B, + Bs, 
which, like (5), is an impossibility. Accordingly, at least one of the 


weights [S7*] must contain both 5" and 7 roots of unity, and the 
theorem is proved. 


an 


Hence, 
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18. Theorem 7. If a linear group G has a substitution S of order 5 
(or 7) and a substitution T whose multipliers are yp, p, pa*, where y* = a, 
o* + @-+1=—0, then it has one of order 9-5 (or 9-7). 

Proceeding as in article 17, we obtain an equation of the form 
(6) [S] + g*a[ST] + p[ST*] = 0. 

Now, it follows from Kronecker’s Theorem (art. 8) that the equation 

A+ pB+q’*C=0, 
(A, B, C being sums of roots of unity none of which can be written in 
the form egw* or eg*w*, where « is a root whose index is prime to 3) 
can be satisfied only if d= B=C=0. Then the assumption that none 
of the weights [S7'] and [S7*] can contain both 9" roots and 5% 
(or 7) roots at the same time is readily proved untenable. 

19. The two preceeding theorems state that G contains a substi- 
tution V of order p"q, p and g being prime to each other, under certain 
conditions. This is the same as saying that, when these conditions are 
fulfilled, G contains two commutative substitutions S('—V?") and 7'(=V*) 
whose orders are prime to each other. In such cases G will have an 
invariant subgroup H, as we shall proceed to show, unless the weights 
of S and T are of certain types. 

Theorem 8. Let S and T be two commutative substitutions of a 
group G, of orders q and p” respectively; p and q being different prime 
numbers. Then if two of the multipliers of S be not equal, G has an in- 
variant subgroup H. 


The substitutions S and 7 generate an abelian group, which we will 
write in canonical form. We suppose 


S:2=—a,2, y¥ —a@,y, 2 = G2; 

T: a = B,x, y = By, Z= 2 
and assume that «,, «, and a, are all different. Let A be any substitu- 
tion of G, and let the coefficients in the principal diagonal of the matrix 


of A be a,, b, and ¢c,. Then if we eliminate the three last quantities 
between the four equations obtained by writing down the weights 


[A] =a, +b, +¢, [AT]=—4,8,+5,8,+¢,8,, [AS] = ete, [AS*] = ete, 
as in article 10, we get the equation 


tt =f me 
[AT] B, Be By 
| [AS] «, ow a | 
| [AS*]  «,? @,? o,? | 


=. 
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We shall apply the Lemma 1, and write 1 for every root whose 
index is a power of p. Then we have 


{[A],—[AT']p} (as — 4%) (%— %) (@ — @,) = 0 (mod. p). 
This congruence can be changed into the following 
[A],—[AZ7],=0 (mod. p), 
by multiplying both sides by a suitable factor. Now, A being any sub- 
stitution of G, this last congruence indicates an invariant subgroup H of 
the kind defined in article 14 for p = 2. 

20. It is thus shown that, if G contains a substitution V of order 
p"g, p and q being different primes > 2, and is to be primitive, then 
must the substitution V", when written in canonical form, be of the 
type: 

(7) V": 2 ar, Y= ay, 2 = 2; af =a? = 1, 

Again, if the order of G is divisible by 5* (or by 7*), then G@ has 
an abelian subgroup of order 5? (or 7*) (ef. art. 11) and must necessarily 
have a substitution of order 5 (or 7) of type (7). This we prove readily 
by constructing the different possible types of canonical groups of order 5* 
(or 7%), omitting the cases where such groups contain substitutions of 
order 5* (or 7*) (ef. art. 16). 

Let us now consider a group G having a substitution S, of type (7). 
This substitution leaves invariant a point (c = 0, y= 0) and every straight 
line through it. Let S, be another substitution into which S, is trans- 
formed by a substitution of G; S, will also leave invariant a certain 
point (say Z=—0, 7 —0) and every straight line through that point. 
Therefore, the straight line joining the two points, (x = 0, y= 0) and 
( =0, 7 = 0), must be left invariant by both S, and S,. Accordingly, 
S, and S, will generate an intransitive group (art. 2) say of type 
(8) x =ar+by, yy =cxr+dy, “ =ez. 

The substitutions 
(9) a=ax+by, y =cx+dy 


will form a finite group in two variables. 

21. Let S, be of order 7. A substitution of order 7, contained in 
a group of type (9), must be commutative with every substitution of the 
group (cf. art. 4). Hence, the substitutions S, and S, must be commu- 
tative with each other, as far as they are looked upon as transforming 
the variables z, y. But then it is readily seen from the form of (8) that 
they are completely commutative. Accordingly, all the substitutions 
S,, S,, +--+, which are transformed one into the other by the substitutions 
of G, are mutually commutative, and will therefore generate an abelian 
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group, evidently contained invariantly in G. In this event G is not pri- 
mitive (Theorem 2). 

22. Let S, be of order 5. If S, and S, are not commutative, the 
group (9) generated by them must be the Icosahedral group 4°, article (4). 
Among its substitutions are found the two, A, of order 3, written in 
canonical form, and B, a similarity-substitution of order 2: 


A:¢=a@rt, y¥=oa*y; oF +o0+1=0; 
B:#=—2, y=-y. 


The group (8) will then contain the substitutions 


A,:2=ar, ¥=a’y, £=— 42; 


B,:2=—2, y=—y, 2 = 62. 


The quantities e, and e¢, are 1 or are 5” roots of unity, (8) being 
generated by substitutions of order 5. It is therefore allowed to put 
€, > @=1, which is equivalent to replacing A, and B, by their 5® 
powers. But, A, and B, being commutative, we may call them S and T 
respectively and employ the reasoning of art. 19 to show that G has an 
invariant subgroup H. Hence, if @ is to be primitive, S, and S, must 
be commutative. However, by following the reasoning of the latter half 
of article 21, we find that G@ cannot be primitive in this case either. 
Hence, finally, a primitive group G can have no substitution of order 5 or 7 
and of type (7). 

Constructing the different possible types of collineation-groups of 
order 3° allowed in a primitive group after article 16, we find that 
all such groups have a substitution 7 of the kind mentioned in Theorem 7. 
Now, by referring to the theorems 6, 7 and 8, we verify the following: 

Theorem 9. The order of a primitive group G is not divisible by 
3°. 5, 3°. 7, 5%, 7? nor by 5-7. The order is therefore a factor of one 
of the numbers 2° - 3°, 2°.3?-5 or 2°. 3? - 7. 


V. Classification of the Primitive Groups. 
A Primitive groups having invariant intransitive subgroups. 


23. No such subgroup could be abelian (Theorem 2). If an in- 
transitive group is not abelian, it has a single invariant point. This 
point must evidently be transformed into itself by any group G con- 
taining the given intransitive group invariantly, and such a group G 
could not be primitive (art. 2). 
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B. Primitive groups having invariant monomial subgroups. 


Let G contain an invariant monomial subgroup K. This subgroup 
leaves invariant the triangle whose sides are z=0, y=0O and z= 0. 
If this is the only triangle left invariant by K, then must G evidently 
leave that triangle invariant also. We therefore seek the form of a mo- 
nomial group K leaving more than one triangle invariant, and yet not 
being intransitive. We readily find but one type for K, namely that 
generated by the substitutions: 

S:a’=y, yY=—z, 2=72; 
T:2=2, y=oy, ¢=o'2, wo +o+1=0. 

This group is of order 9 (as a collineation-group) and leaves in- 
variant each of the four triangles: 


t, =(4@ = 0, y= 0, 2=0), 
ty, t,4=(e@+y¥+62=0, 2+ oy + O0*2z = 0, « + wy + Gaz = 0); 
6 = 1, a, a. 


The primitive groups permuting among themselves these four tri- 
angles ure generated by the substitutions 


U=(4tt,):2 =z, y=—gy, *=goz, g? =o’; 
V= (4,4) (44): 2 —e(@+yt+2), y —e(e+ oy + o*%2), 


f=o(t+o'y+os), e= 52 


o—a?} 
UVU-* = (t,t,) (tt): 2 =o(@+y+o%), ¥ = e(2 + oy + o2), 


# =e(@x+y + o2); 
as follows: 


1°. The Hessian group of order 216*): 
S and T of K, U and V. 


2°, An invariant subgroup of the Hessian group, of order 72: 
S, 7, V and UVU-". 
3°. An invariant subgroup of 2°, of order 36: 
S, T and V. 

These groups, when written as lineer groups, all contain the group F 
of similarity-substitutions, and their orders as linear groups are therefore 
648, 216 and 108 respectively. 

*) Cf. Jordan, Mémoire sur les équations différentielles linéaires a intégrale 
algébrique, Journal fiir die reine und angewandte Mathematik, 84 (1878), p. 209. 
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C. Primitive groups isomorphic with abstract simple groups. 


24. We found that the order of a primitive collineation-group was 
a factor of one of the numbers: 2° - 3°, 2°. 3?-5 and 2°-3*-.7 (art. 22). 
The greatest of these numbers being 504, the question is therefore to 
determine all the primitive groups isomorphic with the four simple 
groups whose orders are not greater than this number; viz. the well known 
simple groups of orders 60, 168, 360 and 504 (art. 3). 

There can be no group in three variables isomorphic with the simple 
group of order 504. For, this has an abelian subgroup of order 8, formed 
of 7 distinct substitutions of order 2 and the identical substitution.*) 
Attempting to write this subgroup in canonical form, we find it impos- 
sible as a group in three variables. 

There is one, and only one, type of a primitive group isomorphic 
with each of the simple groups of orders 60 and 360 respectively, as 
shown by Maschke in Mathematische Annalen, Bd. 51 (1899), pp. 264— 
267. He derives the following types: 

4°. A simple group of order 60, generated by the substitutions 


E,:¢=y, y=2, ¢=2; 
E,:x' = 2, y¥=-y, g=—2; 
uo — 2 
Ey: =, (—rt+uytuz), Y=zHert+uy—-), 
»_ 1 
g— 5 (ut —y + by2), 
a,=a+a= : (—1+Yd), w=-e@+ao= . (—-1—Y5), @&=1. 
This group does not contain the group F of similarity-substitutions 
and is therefore of order 60 as a linear group. It is simply isomorphic 


with the alternating permutation-group in five letters a, b, c, d, e, and its 
generating substitutions can be identified with the following permutations: 


E, = (abe), E,—=(ab)(ed), E, = (ab) (de). 
5°. A simple group of order 360 generated by**) 
E,, E, and E, of 4°; 
E,:2=—a2, y=—oz, ¢=—ao’y, o®+o0+1=0. 


This group contains F and is therefore of order 1080 as a linear 


*) See Burnside, Theory of Groups, p. 873. 
**) See also Valentiner, De endelige Transformations-Gruppers Theori, Copen- 
hagen, Videnskabernes Selkabs Skrifter, 6. Rekke (1889), p. 192. 
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group.*) It is simply isomorphic with the alternating group in six 
letters a, b, ¢, d, e, f: 
E, = (abe), E,=(ab)(cd), E,—(ab)(de), E,= (ab) (ef). 
There is one, and only one type of a collineation-group simply iso- 
morphic with the simple group of order 168, as shown by Weber in his 
Algebra, Bd. II, pp. (497—502) 2™¢ edition, 1899).**) This group is 
generated by the substitutions: 


6. S:a2 =—ex, y=et'y, ¢ = ez, el, e+1; 
T:¢=s, y=2z, my; 
U:a' =h(ax + pyt+ yz), y =hBr+py+az), o —h(yr+ay + Be), 
a=me—e* Be t—e* ypme—em', 
1 be a - 1 
h=y(et+e+e—e'—st—s ad a 
This group does not contain F and is therefore of order 168 as a 
linear group. We can represent the group as a permutation group in 
7 letters a, b, c, d, e, f, g, in which case the generating substitutions given 
will appear in the forms 


S,=(abedefg), 7,=(abd)(efe), U,= (ab) (ee). 


D. Primitive groups having primitive invariant subgroups. 

We saw (art. 22) that the order of a primitive collineation group 
should be a factor of one of the numbers 2° - 3°, 2°. 3°. 5 or 2°. 3*. 7. 
The groups 1° and 5° can therefore not be contained as subgroups in 
larger groups. The groups 2° and 3° have each a single invariant sub- 
group of order 9, namely the group XK (art. 23). A group containing 
either 2° or 3° invariantly should therefore also leave K invariant, and 
could be none other than either 1° or 2°. We find that 1° contains 
2° invariantly, and 2° contains 3° invariantly. 

Consider the group 4°, of order 2?-3-5. A group G containing 
4° invariantly must be of order 2?+*.3'+°.5. Now, 4° has 10 sub- 
groups of order 3, which must be permuted among themselves by the 
substitutions of G. Accordingly, there is in G a subgroup of order 
22+. 31+. 5:10 — 2'+¢. 3'+°, which transforms a given subgroup of 4° 
of order 3 into itself. Therefore, if a>0, G contains a substitution of 





*) That the linear group cannot be written without similarity-substitutions, is 
seen in the following manner. The simple G,,, has an abelian subgroup of order 9, 
containing 8 substitutions of order 3. No such subgroup can be written in three 
variables directly as a linear group. 
**) Cf. Klein, Mathematische Annalen, 14 (1878), p. 444. 











572 H. F. Buicuretpvt. The Discontinuous Groups in Three Variables. 


order 2 commutative with a substitution of 4° of order 3. This is im- 
possible, by Theorem 8. Hence, a=0. Again, 4° has 6 subgroups of 
order 5. If b> 0, we would find in G a substitution of order 3 com- 
mutative with a substitution of order 5, which is likewise impossible by 
Theorem 8. Thus, the order of G is 2?-3-5, and G = 4°. 

Consider the group 6° of order 2°-3-7. A group @ leaving this 
invariant should be of order 2°-3'+’.7. Now, 6° has 8 subgroups of 
order 7, and a substitution of order 3 which transforms a given substitu- 
tion of order 7 into its 2°* or 4" power. If b> 0, G must contain a 
substitution of order 3 which is commutative with a substitution in 6° 
of order 7. But this is impossible by Theorem 8. 
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Uber Flachenscharen, deren orthogonale Trajektorien 
ebene Kurven sind. 
Von 


Erich Moscu in Charlottenburg. 


Die Untersuchungen von Flichenscharen haben sich bisher meist auf 
die dreifach orthogonalen Systeme bezogen; im folgenden soll auf eine Auf- 
gabe eingegangen werden, die zuerst 1899 von der Académie de Toulouse 
gestellt wurde — soweit mir bekannt, ohne eine Beantwortung zu finden —: 
Flaichenscharen zu untersuchen, deren orthogonale Trajektorien eben sind. 
Anfang 1905, als der erste Teil dieser Arbeit schon abgeschlossen war, 
erschienen in den Comptes Rendus zwei Noten von Carrus und Darboux*), 
die darin zu Resultaten gelangen, wie sie auf anderem Wege auch in der 
vorliegenden Arbeit erhalten werden. In einer weiteren Note (C. R., 
Band CXLIII, 1906) erledigt Carrus den in vorliegender Arbeit nicht 
behandelten Fall, daB die Flachenschar einem dreifach orthogonalen System 
angehért und orthogonale Trajektorien hat, deren Ebenen alle durch einen 
Punkt gehen. SchlieBlich ist noch ganz kiirzlich in den Annales de la 
Faculté des Sciences de Toulouse (série 2, tome VIII, 1906) eine Arbeit 
von Goursat erschienen: Sur les familles de surfaces a trajectoires ortho- 
gonales planes. Leider habe ich mir diese Arbeit nicht verschaffen kénnen. 

In § 1 sollen einige allgemeine Resultate tiber die Trajektorien ab- 
geleitet werden. Die dann erfolgende Wahl des Koordinatensystems nétigt 
zu einer Teilung, in § 2 wird die Theorie von Scharen nichtabwickelbarer 
Flichen in Angriff genommen, in § 3 werden einige einfache Beispiele dazu 
gegeben, worauf in § 4 auf die Theorie von Scharen abwickelbarer Flichen, 
inshesondere von Ebenen- und Kegelscharen eingegangen wird. 


§ 1. 
Allgemeines. 
Es sei eine Schar von einfach unendlich vielen Flichen mit dem 
Flachenparameter @ gegeben durch 
(1) c=a(uve), y=y(uve), 2—2(uve). 
*) ©. R., Band CXL, 23. Janvier 1905. 
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Bezeichnet man die Richtungscosinusse der Flichennormalen mit X YZ, 
so lauten die Differentialgleichungen der orthogonalen Trajektorien von (1): 


(2) 7-%- “ —<aT, 


wo dT das Limienelement einer Trajektorie ist. Die Bedingung dafiir, 
daB die Trajektorien eben sind, lautet dann bekanntlich: 


(3) y+ XdYa#Z=0, 


wo die d Zuwiichse lings der Trajektorien bedeuten und mit Hilfe von 

(2) zu berechnen sind. Statt (3) kann man auch schreiben: 

(4) 2dXd(YdZ—ZdY) =0, 

wo das Summenzeichen — wie stets im folgenden — eine durch zyklische 

Vertauschung entstehende Summe bedeutet. Nimmt man mit (4) zusammen: 
ZXd(YdZ—ZdY)=0, 

so folgt weiter: 

d(YdZ—ZdY):d(ZdX — XdZ): d(XdY— YdX) 
= (YdZ—ZdY): (ZdX—XdZ): (XdY—YdX). 

Ist also keine der GréBen der rechten Seite Null, so kénnen wir die 

Gleichung des Problems auch erhalten, indem wir eines der drei Verhiltnisse 

(5) (YdZ—ZdY):(ZdX— XdZ): (Xd Y— YdX) 

nach 7’ differenzieren und das Resultat gleich Null setzen. Die drei 

GréBen (5) sind tibrigens den Richtungscosinussen der Trajektorienebenen 

proportional. AuBerdem folgt, dab die GréBen 

2 YdZ—ZdY ZdX— XdZ 

(8) XaY—Yax~% Xay—yYax ~*% 

lings der Trajektorien konstant, die Gleichungen (6) also die Gleichungen 

der co* Trajektorien sind. Fassen wir die Kurve YdZ— ZdY=0, 

XdY— YdX =0 (woraus ZdX — XdZ =) folgt), oder, was dasselbe 

ist, die Kurve dX =dY=—dZ=V ins Auge, so sehen wir, daB c, und ¢, 

lings dieser Kurve unbestimmt werden, d. h. alle Trajektorien treffen sie. 

Betrachten wir noch den Kriimmungsradius Ry einer Trajektorie: 


d*x dX 

(7) iy -> (ir) ” > Gr) 
so sehen wir, daB er fiir die Punkte jener Kurve = oo wird, die Trajektorien 
haben hier also Wendepunkte. Fassen wir zusammen, so haben wir den 
Satz. Hat man eine Flichenschar, deren orthogonale Trajektorien 
eben sind, so erhilt man die Gleichungen der Trajektorien durch Differen- 


tiation. Alle Trajektorien treffen eine bestimmte Kurve und haben hier 
Wendepunkte. 
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§ 2. 
Scharen von nichtabwickelbaren Flichen. 


Wir wihlen jetzt die krummlinigen Koordinaten u, v und setzen 
noch voraus: ot 
, x Zz 
(8) D+F PE 0 
Ein Nullsetzen dieser Funktionaldeterminante liefert bekanntlich die Um- 
hiillungsfliche der Schar (1). Wir wihlen uw und v so, daB diese beiden 
Kurvenscharen bei der GauSschen Abbildung auf die Einheitskugel in die 
Schar der Meridiane und Parallelkreise tibergehen, daB also das Linien- 
element auf der Einheitskugel die Form annimmt: 
(9) ds = du? + sin? udv’. 
AuBerdem fiihren wir zur Bestimmung eines Fliichenpunktes Wein- 
gartensche Ebenenkoordinaten ein, d. h. XYZ und den Abstand w der 
Tangentialebene vom Koordinatenanfang. Mit der Wahl dieser Koordinaten 
beschrinken wir uns zunichst auf die Betrachtung von Scharen nicht- 
abwickelbarer Flachen. Auf die abwickelbaren Flachen, die nicht mit Hilfe 
von Ebenenkoordinaten behandelt werden kénnen, werden wir spiiter (in § 4) 
Wg Dann geniigen XYZ den folgenden Differentialgleichungen*): 


oe oe 8 0°# : oF . 
(10) pad ——%, 75, ~cteus, 559 = — sinucosu 7 — sin? u-@. 
Als allgemeinste Werte fiir X YZ ergeben sich daraus folgende: 
(11) X=(a@, sinv+ ,cosv)snu+y,cosu, Y=--, Z=--, 


WO «a0, B,-+-y, Funktionen von @ sind und auberdem 
Zei= TP=—_LTy=—1, Tap = Lay = Spy =—0 usw. 

ist. Weiter ist dann (Bianchi p. 140): 

Ow OoX , 6w eX 

ou du ' Ov dv’ Pie. 

Kennt man also auch noch w, so ist die Flachenschar bestimmt; das 

Problem wird demnach auf die Bestimmung dieser Funktion hinauskommen. 

Ubrigens lift sich leicht folgende geometrische Deutung der Koordinaten- 

scharen « und v verifizieren: 

Satz. Schneidet man eine Fliche mit einer Schar paralleler Ebenen 
und verbindet immer solche Punkte, in denen die Fliche unter gleichem 
Winkel geschnitten wird, so erhiilt man oo' Kurven auf’ der Fliiche. Ver- 
bindet man jetzt weiter immer solche Punkte, in denen die Tangenten der 
Kurven der ersten Schar einander parallel sind, so liefert dies eine zweite 


(12) a=wxX+— 


@ meee, 





*) 8.2. B. Bianchi, Vorlesungen iiber Differentialgeometrie. Deutsch von Lukat. 
p. 122. 
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Schar von oo' Kurven. Bei der sphiirischen Abbildung gehen diese beiden 
Scharen in die Scharen der Parallelkreise und der Meridiane iiber; es sind 
also unsere Kurven u und v. 

Wir spezialisieren unser Koordinatensystem noch, indem wir in (11): 


a, =1, «&=-a=0, §,=—1, B, = B, = 9, %3=1, 14 =?2 = 0 
setzen. Geometrisch bedeutet das, daB wir alle Flichen der Schar mit 
derselben Schar von Ebenen schneiden. Dann wird: 


(13) X=sinusinv, Y=sinuwcosv, Z= cos u. 





Ferner seien hier noch einige Formeln zusammengestellt, die spiter 
gebraucht werden. Sind EF'G die Koeffizienten der ersten, DD’ D” die 
der zweiten Fundamentalform einer Flaiche, r, und r, deren Hauptkriim- 
mungsradien, so ist: 


0? w : “—~ o*w ow 
1 vo Du? =~ ©, D =— 700 + ow u de? 
(14) ” o*w . éw - 9 ; 
D” = — =, — sin u cos u — — sin? u-w. 
ov ou 
; 2 D? ’ 1 ‘ye Dd’? 
(15) E=D + cate? F=-D (Dtse a) G=D + are? 
DD’ —D* 
(16) r a ——(D + sin? ara | Wize Gaels sin?u  ” 
ex D @x Ox D ex D” @x 
Dx, ~ gintuw G0? Ov du sin? dv’ 


Ow , OX Ow 1 @X dw 
=X, “hes du dude | sin?u dv Gvee. 





ar ~~» 2! e 


1 [ 
O |e 


Wir nee: jetzt die Gleichung (3) des Problems. Da X YZ nur 
von « und vw abhingen, kann man (3) auch fiir die Einheitskugel deuten, 
deren Punkte ja durch XYZ gegeben sind. Hier bedeutet (3) nichts 
anderes als die Gleichung der co? gréBten Kreise, oder was dasselbe sagt, 
die Schar aller geodiitischen Linien. Deren Gleichung lautet aber 
(Bianchi p. 154): 

(18) du d?v — dv @u + 2 ctg udu? dv + sin u cos udv® = 0. 

Das ist eine andere Form der Gleichung (3), zu der man auch durch 
Einsetzen der Werte Xd Xd*X--- in (3) hitte kommen kénnen. Jetzt 
sind du dv d*u d*v zu berechnen. Liipieaalad man die drei Gleichungen: 


oF au +o dv+ “de—XaT, ++, --- 


der Reihe nach mit XYZ, °* exes aaa 


so erhalt man wegen (17) und (9): 





und addiert jedesmal, 








peiden 


> sind 


(11): 


» mit 


pater 
' die 


hur 
en, 
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de, 


(19) $¥de—dT, Ddu+ D'dv— AS de, D'du+D'dv= 


a 
oder statt der zwei letzten Gleichungen: 


dudo ~~ dvde’ 


“4 o oe? 
5g DDD) p= —D pezet P avae’ 
@u dv werden fiir das Folgende nicht gebraucht. Man iibersieht aber 
leicht, daB (18) eine partielle Differentialgleichung 3. Ordnung fiir w wird. 
Betrachten wir jetzt (18). Man kann diese Gleichung, vorausgesetzt, dab 
du +0 ist, auch schreiben: 


[i Dr-p»R— pv’ ys -pee 
(20) 


(21) - = + 2 ctg u = + sin u cos u (5) = 0 
und hieraus folgt 
(22) . Ee Ee 


du sinu VC sin?u—1 

und weiter: 
‘ab 1 :' 2 C+1 . 
(23) v=— 5 are sin fess Tar 0 | + C’, 
wo C und C’ zwei Funktionen sind, die lings der einzelnen Trajektorien 
invariant bleiben. Fiir C und C’ ergeben sich die Werte: 
du*+sin*u dv* , 1 . sin*%cos*udv* — du* 

~ gintudy® =? C—o+ 5 arcsin sin® u cos*u dv? + du* 





(24) C= 


Setzt man fir du und dv ihre Werte aus (20) ein, fiihrt auberdem statt 
C und C’ die Funktionen © und A ein durch: 

1 7 bs 
awe F-7-" 


so erhilt man fiir 6 und A die Ausdriicke: 


aw \2 aw 0? w o*w \2 
1 _ *(eute) —*¥ bute Gude + ® (see) 
cos*@ sin? u (D ow , Ow ; 
dvde dude 
» Ow , &w 
oe eae 
sin % cos u (-v ~ ude = +» - =) 


Wir hatten schon in (6) zwei Funktionen ¢, und ¢, gefunden, die 
lings der Trajektorien sich nicht anderten. c, und ¢, stehen mit © und A 
in dem folgenden Zusammenhang, den man leicht durch Rechnung 
verifiziert: 


(25) C= 





tg(v+A) = 
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[tga -—=, = sinAtg®, 
2 


lige —Va?t?, ¢, =— cos A tg O.- 

Da auBerdem c,c, 1 den Richtungscosinussen der Trajektorienebenen pro- 
portional sind, also c, X +¢,¥Y + Z=O ist, so besteht die Relation: 
(28) tg © cos (v + A) = cos wu. 

Aus der Form von (26) kann man wieder den in § 1 bewiesenen Satz 


ableiten, daB alle Trajektorien eine Kurve treffen, nimlich die durch die 
Gleichungen 


(29) ew ew —0 


dude dvie 


(27) 


gegebene, und in den Punkten dieser Kurve Wendepunkte haben. 
Wir gehen jetzt zu den Ebenen der co* Trajektorien tiber. Die Rich- 
tungscosinusse ihrer Normalen sind ja wegen (27) proportional 


snA, —cosA, ctg 9. 


Bedeutet also §7£ den laufenden, xyz einen festen Punkt einer Trajektorien- 
ebene, so lautet die Gleichung dieser co* Ebenen: 


(30) EsinA—ycosA+ fctgO = zsinA —ycosA + zctg 9. 


An sich enthalten zyz alle drei Variabeln uvg; da es aber nur co” Ebenen 

geben darf — jede einzelne ist durch je einen Wert von 9 und A be- 

stimmt — so muB die rechte Seite eine Funktion von © und A allein sein. 

Also: 

(31) x sin A — y cos A + 2 etg 0 = f(A). 

Denkt man sich hierin fir OAzyz ihre Werte eingesetzt, so kommen 

von w nur die Differentialquotienten bis zur 2. Ordnung vor; auéerdem 

enthalt die Gleichung eine willkiirliche Funktion f. Wir haben damit den 
Satz. Die Gleichung (31) ist eine Integralgleichung 2. Ordnung der 

allgemeinen Gleichung 3. Ordnung des Problems. 


§ 3. 
Beispiele. 


I) Wir stellen uns zuniichst die Aufgabe, alle Kugelscharen zu finden, 
deren orthogonale Trajektorien eben sind. Aus der geometrischen Be- 
deutung von « und v folgt, daB diese Kurvenscharen in unserem Fall 
Kriimmungslinien sind, daB also, wenn durch R(g) die Kugelradien ge- 
geben sind, D’ = 0, ferner wegen (16) 

D=— R(@), D” = — R sin’ u 
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ist. Aus (14) und (12) folgt dann fir w, ryz: 
w = R + |a(Q) sin v + B(@) cos v] sin u + y(@) cos u, 
2=a(o)+ Rsin usin v, 
y = B(e) + R sin u cos v, 
z=y(o) + Roos u. 


(32) 


Aus (20) ergibt sich durch Einsetzen der Werte von DD’ D”: 





O*w 
= = sin? u = 
dvde 
und hieraus: 
Ow 
dv du — dud’v = 2 ctg u du? dv + sin® u dv*d ah 
ion 


Die Differentialgleichung (18) wird damit zu 


) 
dv* ra — cig u “| = 0. 


dvioe 





Lassen wir zunichst den Fall dv = 0 beiseite, so vereinfacht sich die 
entstandene Gleichung nach der Differentiation und durch Einsetzen der 
sich aus (14) ergebenden dritten Differentialquotienten: 


ow ow O° w O*w 
dude R— de’ dudvee ctg u avee’ 
O° w P Ow os Cw 
ade = R’ sin? u — sin u cos u dude sin? u de 
zu: 
aw dw ctw = Ow —y 
dvéde dude* dude dvoe er 
aw Ow 


Diese Gleichung sagt aus, daB das Verhiltnis ude Dede frei von g sein 
muB, d. h. wegen (32), dab 


«’ sin v + f’ cos v) cos u — 7’ sin u 
u—y 
(e’ cos v — #' sin v) sin % 


o nicht enthalten darf. Dies fihrt auf folgende Werte fiir aBy: 
a=ae(o)+a,, B=b eo) +h, y=—ce(e)+%, 
wo die abe Konstanten sind. Die Gleichungen der Kurve der Mittelpunkte 


c=a, y=p, #=/% 





a7* 
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zeigen dann, daB diese Kurve eine (Grerade ist. — Der vorhin ausgeschlossene 
Fall dv = 0 ergibt wegen (20) or = 0 und wegen (32) 

« sinv + Bp’ cosv = 0 
d. h. «’ =f’=0. a und B miissen Konstante sein. Die Kurve der Kugel- 
mittelpunkte ist eine der z-Achse parallele Gerade. Wir haben also den 

Satz. Eine Kugelschar hat nur dann ebene orthogonale Trajektorien, 
wenn die Kugelmittelpunkte auf einer Geraden liegen; die Gripe des Kugel- 
radius kann sich dabei nach einem willkiirlichen Gesetze dndern. 

Die Gestalt der Trajektorien ist in diesem Falle besonders einfach. 
Um sie zu iibersehen, nehme man eine Schar von Kreisen, deren Mittel- 
punkte auf einer Geraden liegen, und konstruiere deren orthogonale Tra- 
jektorien. Man erbialt Kurven, deren jede auf der Umhiillungskurve der 
Kreisschar eine Spitze hat, deren Verlauf im tibrigen von der Funktion 
R(e) abhiingt und die die Gerade der Kreismittelpunkte als Asymptote 
haben. Im Falle gleich groBer Radien ist jede Trajektorie eine Tractrix. 

Il) Als zweites Beispiel wihlen wir den Fall, in dem die Trajektorien- 
ebenen alle einer festen Geraden, etwa der z-Achse, parallel sind. Dann 


ist © wegen seiner geometrischen Bedeutung =~ (vgl. (30)), auBerdem 


wegen (28) A= ; —v und wegen (26): 

— , Ow otw 
(33) D dude Pavie vals 
Statt (33) kann man wegen (20) auch schreiben dv = 0, d. h. v ist lings 
der Trajektorien konstant. Die Hauptgleichung (18) ist mit dv =O erfillt, 
so daB wir es nur mit (33) zu tun haben. Diese Gleichung wandelt man 
mit Benutzung von (17) und (12) leicht in die folgende um: 

ow . w 

(34) w cos u — ~~ sin u= (5%, e), 
wo ® eine willkiirliche Funktion ihrer Argumente ist. Von der Integration 
dieser Gleichung 1. Ordnung hiingt die Lisung des Problems ab. Die 
Gleichung ist allgemein nicht integrierbar. Es seien aber noch einige 
Eigenschaften der betreffenden Flichenscharen angezeigt. Zunichst kénnen 
auch hier, wenn auch die GréBen © und A versagen, die Gleichungen der 
Trajektorien in endlicher Form gegeben werden. Erstens ist fiir dieselben 
v=c,, zweitens folgt aus der Gleichung der Trajektorien, die in diesem 
Fall, wie leicht zu tibersehen, 
(35) Ecos v — 4 sinv = ¢ cos v — ysinv 
heiBt, durch Einsetzen der Werte aus (12) und unter Beriicksichtigung 
des Umstandes, daB es nur oo” Trajektorienebenen gibt, dab 
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sai 1 @ 
(36) C=O, siny Bp 
die gesuchten Gleichungen der Trajektorien sind. 

Eine andere nicht ganz einfache Eigenschaft, die leicht zu verifizieren 
ist, ist die folgende: Die Flichenschar v —c, schneidet jede der Flaichen 9 
in oo' Kurven dv=0. Die co® Trajektorienebenen andererseits bestimmen 
in jedem Flachenpunkte eine Fortschreitungsrichtung und man erhilt so 
oo! Kurven D’'du+ D”dv=0. Bezeichnet man den Winkel, unter dem 
sich zwei Kurven dieser beiden Scharen in einem Flichenpunkte treffen, 
mit #, die beiden Normalkriimmungen der beiden Kurven mit + und = 


@ Cs 
die Totalkrimmung und mittlere Kriimmung der Fliche in jenem Punkte 


mit K und H, so besteht die Beziehung: 
(H— Ke, cos* #)e, = 1. 

SchlieBlich kann man leicht folgende Eigenschaft ableiten: 

Satz. Die Umhiillungsfliiche der Flichen 9 beriihrt die Fliichen nach 
ebenen Kurven, deren Ebenen senkrecht auf der 2-Achse stehen. 

In einem Falle laBt sich die eben behandelte Aufgabe ganz durch- 
fiihren: wenn die Schar der Trajektorienebenen sich auf eine einfach 
unendliche reduziert. Dann ist offenbar wegen (36), wenn @ eine will- 
kirliche Funktion von v ist: 


(37) 2 2” — (0). 


sinu Ov 


Hieraus folgt durch Differentiation nach g und wu: 


ow ow o*w ’ 

Aus D’=0 folgt wegen (15) noch F = 0, d. h. die Kurven « und o sind 
Kriimmungslinien. Andererseits sind die Schnitte der Ebenen senkrecht 
zur z-Achse mit den Flichen @ gegeben durch dz = 0, oder, entwickelt, 
wegen (17) du —0, das sind aber die Kriimmungslinien der einen Schar. 
Die Fliichen haben also eine Schar Kriimmungslinien in parallelen Ebenen. 
Aus (37) folgt noch: 

(39) w= y(v) sin u + z(ug), 

wo w(v) = J y(v)dv gesetzt ist. Um die Form und Lage der Trajektorien 
zu untersuchen, beachten wir, daB deren Ebenen 

(40) — cos v —7 sin wv = y'(v) 

einen Zylinder umhiillen, dessen Gleichungen aus (40) sich in der Form ergeben: 

yn=—wv snv—y cos. 
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Diese Gleichungen geben zugleich die Form der Leitkurve des Zylinders 
in der §y4-Ebene an. Das Linienelement do dieser Kurve ist: 


(42) do =—(v'+u")dv. 
Die Flichen der Schar sind dargestellt durch: 


a= psinv + y' cosv + (zsin w+ £* cos u) sin v, 


(43) y = cos v — w' sin v — (z sin uv + £* c08 u) cos v, 


C4 


s=7Cosu— > sinu, 


wo wy und xz beliebige Funktionen ihrer Argumente sind. Andererseits 
kann man (43) auch als die Gleichungen der Trajektorien betrachten, 
jeder Wert v =c, liefert eine Trajektorie. Um dariiber Aufschlu8 zu ge- 
winnen, wie die Trajektorien in den Ebenen verteilt sind, greifen wir 
eine solche Ebene heraus und fiihren ein neues Koordinatensystem ein. 
Als 3-Achse wihlen wir die Gerade, lings deren die Ebene den Zylinder 
(41) beriihrt, als y3-Ebene die Trajektorienebene selbst. Nach der Trans- 
formation erhilt man die Gleichungen der Trajektorien in der Form: 


r=0, 
y—vtu"t+yzsinu + 2 cosu, 


ex 


§—= 7 Cosu — Q) sin u. 


Beachtet man, daB 4 fiir alle Trajektorienebenen dieselbe Funktion von 
u und g ist, da es von v unabhiingig ist, beachtet man weiter, dab y+o 
wegen (42) auch von v frei ist, so erhailt man das Resultat, daB die 
Kurven aller Ebenen kongruent sind, sowie, daB die Kurven einer Ebene 
mit denen aller andern dadurch zur Deckung gebracht werden kénnen, 
daB man ihre Ebene auf dem Zylinder rollen laBt. Wendet man jetzt 
noch einen bekannten Satz von Ribaucour iiber die Umhiillungsfliche der 
Trajektorienebenen an*), so kann man den umbhiillenden Zylinder durch 
eine beliebige abwickelbare Fliche ersetzen und hat damit den 

Satz. Nimmt man eine beliebige abwickelbare Fliche, konstruiert in 
einer ihrer Tangentialebenen eine einfach unendliche Kurvenschar und lift 
die Tangentialebene samt der Kurvenschar auf der Abwickelbaren rollen, 
so sind die so erzeugten doppelt unendlich vielen Kurven die orthogonalen 
Trajektorien einer F liichenschar. 

*) s. z. B. von Lilienthal, ,Grundlagen einer Kriimmungstheorie der Kurven- 
scharen“, p. 58. 














Flichenscharen mit eb orthogonalen Trajektorien. 583 


§ 4. 
Scharen von abwickelbaren Flichen. 


Im vorhergehenden konnten infolge der Benutzung von Ebenenkoordi- 
naten nur nichtabwickelbare Flichen betrachtet werden. Die dadurch ent- 
standene Liicke wollen wir jetzt ausfiillen und nach Scharen von Abwickel- 
baren fragen, deren orthogonale Trajektorien eben sind. 

I) Ebenenscharen. Die orthogonalen Trajektorien einer Ebenenschar 

a, (9) + a,(e)y + a,(0)¢—= a,(0), a? + a,* + a,? = 1 
sind gegeben durch 
oF ar. 
a as as 

—" . : , dx d*y ad , : 
Damit die Trajektorien eben sind, mu8 > + oF 73 pe = 0 sein. Die 
Bedingung kommt, wie leicht einzusehen, auf die folgende hinaus: 

Zz + a,a,/a," = 0. 
Setzt man 
a a e a, = Sai 
nn Lot et ee A ae a 6 To 
so nimmt obige Determinantengleichung die Form an: 
Vu" — wi" =0 
und liefert 
A=evle) +h, w= ev(e)+hy. 
Die Gleichung der Ebenenschar wird damit 


(euth)a + (quv+h)y +2=—a,V1 + (ev+h,)?+ (Qvth,). 
Als Umhiillungsfliiche dieser Ebenenschar findet man einen Zylinder. Da 
auch umgekehrt klar ist, daB eine Ebenenschar, die einen Zylinder um- 
hillt, ebene orthogonale Trajektorien hat, haben wir den 

Satz. Hine Ebenenschar hat dann und nur dann ebene orthogonale 
Trajektorien, wenn die Ebenen der Schar einen Zylinder umhiillen. 

Il) Kegelscharen. Eine Schar von Kegelflichen sei durch die Glei- 
chungen gegeben: 





|? = p(9) + ul(ve), 

(1) |" = q(0) + um(ve), 

z2=r(o) + un(ve). 
Die Funktionen pl--- kénnen unbeschadet der Allgemeinheit so gewiahlt 
werden, dab 
(2 Zp"? = 1, ZF = 1, ZL? = 1 
ist, wo L= 5 -++ gesetzt ist. Dann bedeuten die Gleichungen 
(3) a=p(e), y=a(e), #=r(9) 
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die Kurve der Kegelspitzen, g den Bogen dieser Kurve, 1 mn die Richtungs- 
cosinusse der Erzeugenden der Kegel; endlich liefert u = 1 fir jeden be- 
stimmten Kegel 9 die Kurve, deren Punkte um die Einheit von der 


Kegelspitze entfernt auf den erzeugenden Geraden liegen, v ist der Bogen 
dieser Kurve. 


Fir die Richtungscosinusse der Kegelnormalen hat man 
(4) X= mN— nM, 


und die Bedingungsgleichung dafiir, dab wir es mit ebenen orthogonalen 
Trajektorien zu tun haben: 


2dXd(YdZ—ZdY)=0, 
nimmt nach Einsetzen der Werte von XdX usw. und gehériger Verein- 


fachung unter Beriicksichtigung von (2) und den sich aus (2) durch Dif- 
ferentiation ergebenden Formeln die Gestalt an: 


(5) Z(dld*L—dLd*l) + SLal[3(ZdL?+ Za?) — 4(ZLAdl*| = 0 


Fihrt man die Differentiationen weiter aus, so erhilt man eine Gleichung 
von der Form 


(6) Fi(de@vu—dvd oe) + F,dv'+ F,dv'de + F,dvdg? + F,do®=0, 


worin 
B- Divi ~ DG) 1 
Fy~ Digg G0 +> oe Ge + 9D Haq LD (Ge) — 4) 
F,-2 D5 dete poe be + © Mae Be ve 
- (DL 5.) +3 (5 
Fim Die de D Be oe + Dee FD (5) + 9D Ge 
-4(S12 


+ Be Git 


(7) 4 


Y. 
) 
)' 


I> 2 Ve! 





za setzen ist. 
Fiir du dv dg findet man aus den Gleichungen 


dz =(mN—nM)dT usw., 


da 

ox OE Ox P al 
(8) r=, Je =—uL, de =p +5, 
ist: 


(9) du=—2ZIpde, dvo=—(2 Sip + SLA) ae 


und hieraus: 
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ded*v— st ae Ly > de— ‘(> Lar+ Sy OL, 


OO} Suvradae(Suttaer SH teen 2 han ae 
Durch Einsetzen von (9) und (10) in (6) erhilt diese Gleichung die Gestalt: 
(11) hihi hip —o, 
fo = — F,(2Lp’y, 
ee [Se 3 -Suv)-38, Suv S24 Sei), 
~8(Su2 Sv Sv Sov + Sw DEY 
aK Sous) +27, Sur See — KS, 
h-F(-SLA+ SL eZ DF Dike) -F(D2H) 
+H( Deen yeA +e, 
ist. Da die Funktionen f die Variable « gar nicht enthalten, mu8 wegen 


(11) einzeln: 
h=hnrh=f=-9%° 
sein. Betrachten wir zuniichst f,—0. Das bedeutet entweder F, = 0 oder 
ZLp' =0. 
A) F,=0. Aus (7) folgt dann $"($*)’—1. Dann ist aber, da 
ZIL = 0, also 


D>--Dsr--1 


ist: 
Dense AY De SUH 
(12) ot . 


ev’ 


Betrachten wir nun eine Kurve « = const. eines Kegels 9, also eine Leit- 
linie. Fir sie ist: 


c=p+ul, 
ferner 
tat voi fate 
? u dv’ u* Gv*? 


und wir erhalten fiir ihren Kriimmungsradius k und ihre Torsion 7: 
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aun f aL? 1 \” Ge dot | 

(13) Bw D(a) - ‘Se 
»: (Fs 

k ist konstant, 7 ist wegen (12) Null; wir haben es also mit einer Schar 


gerader Kreiskegel zu tun. Den halben Offnungswinkel o eines dieser 
Kegel erhilt man aus: 


, k 
(14) sin 6 = —- 


Also ist wegen (13) 6 = —; die Kegel arten in Ebenen aus, wir kommen 
auf den oben schon sieliaton Fall der Ebenenschar. 
B) >"Ly'—0. Dadann auch Sp $% —0 und D>e'+> °F oe 
ist, so werden f, und f, identisch Null; es bleibt nur noch 
fi, =9 
zu betrachten tibrig. Zuniichst sei noch folgendes bemerkt: Aus 


Sw-0, LHs-0 


(15) yo ae 
xX 


Andrerseits folgt aus > Ll = 0, aad a, = 0: 


folgt: 





ae a see 





V>)- 
und hieraus nach Multiplikation mit L MN und Addition: 
a6 2 --V SCF= 


Aus ZLp' =0 folgt weiter Zip’ = ¢(¢g), also mit Riicksicht auf (15), (16): 


-V> (BY -1-9@V > (2 
oder: 


(17) >(e)- a — ¥*(e). 


Aus (15) ergibt sich dann durch Differentiation nach v, wie leicht zu 
iibersehen: 


(18) —— ae 


Meee 
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Durch ee dieser Werte mit LM N und Addition erhilt man, 


oL\? . 

ua See —— SC i 

V. >( St) 

rc) 

und wegen (18) sind also L MN durch die Differentialgleichungen bestimmt: 
(19) Lv*(e) +55 =0, - 
Die allgemeinsten Lésungen derselben sind: 
(20) 1—— cos (yu) + sin (Yr) + C,, +++) 


Die ABC, die Funktionen von g sind, geniigen dabei wegen der zwischen / 
und seinen Ableitungen bestehenden Formeln den Beziehungen: 


—1 





(21) 24=ZB*=1, FAB=ZTAC=ZBC=0, TC?=—* 


Setzt man jetzt die Werte fiir Imn in die Gleichung f, = 0 ein, ver- 
einfacht gehérig und fihrt zur Abkiirzung noch die Funktionen gzo ein 
durch: 


(22) ZA B= (0), ZAC=7(0), SBC=a(), 
so erhalt man eine Gleichung von der Form: 
(23) a,sin*(wv)+a,cos*(~v) + a,sin?(wv)cos(yv)+---+a, cos(~v)+a,)=0. 


In den Koeffizienten a kommt der Winkel wv nicht vor, es sind Funk- 
tionen von @g allein. (23) muB also identisch verschwinden: Dies liefert, 
wenn durch & der Koeffizient des betr. Arguments bezeichnet wird, die 
Relationen: 

R (sin®) = R (cos* sin) = — & (sin), 

R (cos*) = KR (sin® cos) = — K (cos), 

R (sin?) = R (cos?) =—R(1), 


R (sin cos) = 0 


(24) 


Fiihrt man die Rechnung durch, so erhilt man als Ergebnis nur die 
beiden Gleichungen: 






~ pees +2) — p1¥¥ — 30? + Yow" —o'y’) = 0, 


1¥*(@* + 2°) — pow’ — 340? + o(20" — xv) =0, 
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denen man auch die Form geben kann: 


(26) { ay — ,o' = 9(z°+ @*), 
“ (wt(@? + 7°)? — 3y'?(@*? + 2”) + Uy" (@? + 2”) — by’ (@o'+ 77/) = 0. 


Wir gehen zur Deutung dieser Gleichungen tiber. Aus (13) ergibt sich 
fiir Kriimmungsradius und Torsion einer Leitlinie « = const. eines Kegels 9: 


d. h. lings der Leitlinie ist & konstant, 


|, OL @#L| 
\* Ge de® | 


“D> (ae) 


Die Kegelschar besteht demnach aus geraden Kreiskegeln. Bezeichnen wir 
weiter Kriimmungsradius und Torsion der Kurve (3), die von den Kegel- 
spitzen gebildet wird, mit k, und 7,, so erhilt man mit Beriicksichtigung 
von (15) und (20) und nach Einfiihrung der Funktionen gzqo die Aus- 
driicke: 


T= = 0 wegen (19). 


1 (z*-+ wy" 
3 v=—s ° 


>= 


(27) : 
ss —————, f= rns 2 2 
T, ~ Pape lor —10'— (7' +"). 


Aus der ersten Gleichung (26) ergibt sich sofort, daB die Kurve der 
Kegelspitzen eben ist. 

Um die Kegelschar konstruieren zu kénnen, miissen wir noch fir 
jeden Punkt der Kegelspitzenkurve den Offnungswinkel des zugehérigen 
Kegels kennen. Diesen liefert uns die zweite Gleichung (26). Der halbe 
Offoungswinkel 4 ist ja bestimmt durch: 


(28) dtartat, ga! 


sw’ ~~ gina” 


Aus der ersten Gleichung (27) folgt dann: 





(29) P+ era. 


Ki 


Setzt man die Werte (29) und (28) im die zweite Gleichung (26) ein, 
so kommt: 


(30) 1 —k2a'? — kk a’ tg a — 22" tga = 0. 
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Aus dieser Gleichung findet man durch zwei Quadraturen: 


(31) cos 4 = C sin ( #e +c’) 


und diese Formel liefert fiir jeden Punkt der Kegelspiteenkurve die Offnung 
des sugehirigen Kegels. 
Wie liegen schlieBlich die Kegelachsen? Die Tangenten der Kegel- 
spitzenkurve: 
94-3 es 


P q r 
bilden im Punkte pgr mit den Erzeugenden des Kegels, deren Richtungs- 
cosinusse ja 7mm sind, einen Winkel, dessen Cosinus gleich >’ = yw! 


also =cos’, d. h. der gleich dem halben Offnungswinkel ist. Die 
Kegelachsen sind demnach die Tangenten der Kegelspitzenkurve. Wir haben 
damit folgende Konstruktion der Kegelschar: 

Satz. Man gibt sich eine beliebige ebene Kurve, konstruiert in allen 
Punkten die Tangenten an diese Kurve und benutat sie als Achsen, die 
Beriihrungspunkte als Spitzen der zu konstruierenden Kegel. Als halben 
Offnungswinkel nimmt man den Winkel 2, der sich aus der Formel (31) 
ergibt, worin CC’ willkiirliche Konstanten sind und k, den Kriimmungs- 
radius der gewdhlten Kurve in dem betreffenden Punkte bedeutet. 

Wihit man, um eine einfache Konstruktion zu erzielen, C= 1, C’ =0, 


so daB 
aacin [ 2 
cos4—sin J = 


wird, so bemerkt man, daB das Integral den Winkel darstellt, den eine 
Tangente der Kegelspitzenkurve mit einer festen Tangente bildet. Dies 
fiihrt zu dem 

Satz. Man gibt sich eine beliebige ebene Kurve und auf ihr eine feste 
Tangente. Von jedem Punkte der Kurve aus fillt man das Lot auf die 
feste Tangente. Durch Rotation dieser Lote um die Tangenten in den zu- 
gehirigen Kurvenpunkten erhiilt man die Kegel der Schar. 

IIT) Scharen von Zylinderflichen und von beliebigen Abwickelbaren. 

Fiir diese Flichenscharen seien hier nur die Resultate angegeben. 
Geht man von fhnlichen Parameterdarstellungen aus wie in dem eben 
behandelten Beispiel, so erhalt man in beiden Fiillen athnliche, nur noch 
weit kompliziertere Rechnungen als im Beispiel der Kegelscharen. Die 
Diskussion der dadurch erhaltenen Gleichungen fiihrt zu einfachen Ergeb- 
nissen, die in keinem Verhiltnisse zur Langwierigkeit der Rechnungen 
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stehen, so daB die Hoffnung besteht, es werde gelingen, diese Resultate 
auch auf einfachem Wege abzuleiten. — Man gelangt zu folgenden Sitzen: 

Eine Schar von Zylinderfliichen hat nur dann ebene orthogonale Tra- 
jektorien, wenn die erzeugenden Geraden der Zylinder séimtlich einander 
parallel sind. 

Um zur ailgemeinsten Schar abwickelbarer Flichen 2u gelangen, deren 
orthogonale Trajektorien ebene Kurven sind, geht man von einer Fliche 
aus, deren Kriimmungslinien der einen Schar eben sind. Die Abwickel- 
baren lings der Kriimmungslinien der zweiten Schar bilden dann die ver- 
langte Fliichenschar. 
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Einladung zum 4. Internationalen Mathematiker-KongreB 
in Rom 1908. 


Der OrganisationsausschuB des Kongresses hat folgende Einladung erlassen und um 
ihre Verbreitung durch die mathematischen Zeitschriften gebeten: 


Hochgeehrter Herr! 


Der OrganisationsausschuB hat die Ehre, Sie zur Teilnahme an dem 
vierten internationalen Mathematiker-Kongresse einzuladen, der 


vom 6, bis zum 11. April 1908 in Rom 


stattfinden soll. Wie Ihnen bekannt, fanden die friiheren Kongresse in 
Ziirich (1897), in Paris (1900) und in Heidelberg (1904) statt; bei dieser 
letzten Versammlung wurde Rom zum Sitze des niichsten Kongresses gewihlt. 

Unser AusschuB hat den KongreB unter die Leitung einer zahlreichen 
internationalen Vertretung der «R. Accademia dei Lincei» und des «Circolo 
Matematico di Palermo» gestellt*), und wird sein méglichstes tun, damit 
der KongreB der hervorragenden Gelehrten, die an ihm teilnehmen, wiirdig 
ausfalle und der Wissenschaft gute Dienste leiste. 

Im Hinblick auf die Zwecke, fiir welche diese internationalen Kongresse 
ins Leben gerufen wurden, glaubt der AusschuB, daB, bei dem gegen- 
wirtigen Stande der mathematischen Wissenschaften nach einem Jahrhundert 
unermiidlicher Forschung, es niitzlich und willkommen sein wird, einen 
Uberblick iiber die hauptsiichlichsten bis jetzt erreichten Resultate zu 
geben und zugleich die wichtigsten Fragen zu beleuchten, die heute im 
Vordergrunde stehen. 

Wir haben uns daher bemiiht, eine Reihe von Vortrigen anzuregen, 
die einen Uberblick iiber den gegenwirtigen Stand der mathematischen 
Wissenschaften und deren Anwendungen zu geben bestimmt sind. Zu 
unserer Freude kénnen wir Ihnen mitteilen, daB, unseren Absichten freundlich 





*) Zur Teilnahme am internationalen Ausschu8 sind, vom Priisidenten der 
«R. Accademia dei Lincei», alle italienischen und auswiirtigen Mitglieder der mathe- 
matischen .und mechanischen Sektion der genannten Akademie eingeladen worden, 
auBerdem der Prisident und die Mitglieder des «Consiglio Direttivoy des «Circolo 
Matematico di Palermo». 





592 4. Internationaler Mathematiker-KongreB. 


entgegenkommend, die Herren G. Darpoux, A. R. Forsyts, D. HILBert, 
F. Kuer, H. A. Lorentz, G. Mrrtac-Lerrvier, 8. Newcoms, E. Picarp, 
H. Porcare geneigt sind in den allgemeinen Sitzungen Vortriige zu halten, 
deren Themata spiter angezeigt werden sollen. 


( P. Buaserna, Priisident. 

. CASTELNUOVO, Generalsekretiir. 
. Rema, Kassierer. 

. CERRUTI. 

Der OrganisationsausschuB: { A. Di LeaGe. 

. PIrTaRELLI. 

. SELLA. 

. TONELLI. 

. VOLTERRA. 





Fiir alle auf den KongreB beziiglichen Auskiinfte wende man sich an 
Prof. G. CASTELNUOVO, 


5 Piazza S. Pietro in Vincoli, Rom (Italien). 








